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Introduction 

Le theme central de cet ouvrage est la notion de recollement que 
l'on formalise au chapitre II en termes de champs sur un site. Pour cela, 
il faut disposer d'une notion de localisation: les topologies de Grothen
dieck; les resultats fondamentaux et les principales constructions les 
concernant sont rappeles au chapitre 0. En gros, un champ sur un site X 
est un faisceau de categories F, a deux differences pres: au lieu de se 
donner, pour toute fleche f: T- S de X un foncteur restriction 
F(f): F(S) - F(T), on suppose que F est une categorie fibree, ce qui 
assure seulement !'existence d'un tel foncteur, unique a isomorphisme 
unique pres, l'habituelle condition de transitivite n'etant satisfaite qu'a 
isomorphisme pres; par ailleurs, la condition de recollement pour une 
famille couvrante (X; - X) fait aussi intervenir les produits fibres 
triples des X;/X. Ceci introduit quelques complications au chapitre II 
ou l'on traite !'analogue pour les champs des constructions indispen
sables en theorie des faisceaux: faisceau associe a un prefaisceau, image 
directe et inverse par un morphisme de sites, d'autant que l'on s'est 
astreint a ne pas supposer !'existence de produits fibres dans le site 
de base. Pour surmonter ces difficultes, on a rassemble au chapitre I 
un certain nombre de constructions sur les categories fibrees, traitant 
en quelque sorte les memes problemes dans le cas ou il n'y a pas de 
topologie. Au § 3 du chapitre II, on montre comment se correspondent 
les champs sur un site et sur le topos associe, faisant voir ainsi que les 
notions definies en termes de champs ont un caractere intrinseque et 
ne dependent que du topos associe. 

Le chapitre III traite sans surprise de la cohomologie de degre 1 
en termes de torseurs (espace principal homogene). Au chapitre IV, 
on aborde la cohomologie de degre 2, definie grace a la notion de gerbe. 
L'exemple type de gerbe s'obtient en considerant un epimorphisme 
v: G - H de faisceaux de groupes sur un site X et un H-torseur Q. En 
attachant a tout objet X du site X la categorie R (X) des relevements 
de Q a G, c'est a dire des couples (P, u), ou P est un G-torseur sur X 
et u un isomorphisme entre QIX et le H-torseur deduit de P par extension 
du groupe structural, on definit un champ sur E, car les relevements 
de Q se localisent et se recollent. Ce champ possede des proprietes 
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supplementaires, que l'on traduit en disant qu'il est une gerbe et qui 
sont les suivantes: (a) il existe une famille (X;) couvrant l'objet final 
de X telle que les R(X;) soient non vides, (b) deux objets quelconques 
d'un meme R (X) sont localement isomorphes. Bien entendu, la categorie 
R (X) des sections de R est le plus sou vent vide, et la gerbe R ex prime 
!'obstruction a restreindre a G le groupe structural de Q. D'ou l'idee 
d'introduire le « noyau » F de v: G-+ H et de definir H2 (X, F) comme 
classifiant les F-gerbes, ce qui permet, presque par definition, de pro
longer la suite exacte de cohomologie. Les theoremes clefs sont rassem
bles au § 3. Ce point de vue presente un defaut, en ce sens que H 2 (X, F) 
n'est pas toujours fonctoriel en F. Dans la theorie de Dedecker, (limitee 
aux espaces topologiques paracompacts), on y remedie en introduisant 
un ensemble de cohomologie beaucoup plus gros, sans eviter pour 
autant qu'il ne depende pas seulement de F mais de toute la suite 
exacte 1-+ F-+ G-+ H-+ 1, comme on voit deja dans le cas ou F est 
abelien mais non central. En fait, les applications que nous traitons 
aux chapitre VII et VIII montrent bien que !'important n'est pas 
!'ensemble de cohomologie, mais la 2-categorie des gerbes et qu'il suffit 
amplement de savoir calculer avec celles-ci, c'est a dire de connaitre 
les constructions expliquees au § 2 du chapitre IV ainsi que la foncto
rialite par rapport au site, expliquee au chapitre V en meme temps que 
!'analogue de la suite exacte des termes de bas degre de la suite spectrale 
de Leray. 

Au chapitre VI, on montre que la condition necessaire et suffisante 
pour qu'il existe une gerbe de lien donne L est la nullite d'une certaine 
classe cEH 3 (X, C), ou C est le centre de L. 

Le chapitre VII est consacre a des exemples tires de la Geometrie 
Algebrique: relevement infinitesimal de torseurs sous un groupe lisse 
au § 1 et les analogues non commutatifs du theoreme de changement 
de base pour un morphisme lisse et par un morphisme propre en 
cohomologie etale au § 2. 

Le chapitre VIII est fonde sur la possibilite de tordre un X-topos B 
(topos au-dessus de X) par une gerbe G sur X, obtenant ainsi de nouveaux 
exemples de topos. On en deduit au § 6 une nouvelle interpretation de 
H 2 (X, L) comme classifiant certains X-topos. Le topos attache a une 
gerbe est defini par une propriete universelle formulee a l'aide de celle-ci, 
qui le fait apparaitre comme le topos universe! qui efface (annule) la 
gerbe en question. Au § 7, on profite de ces resultats pour etudier les 
extensions de groupes dans un topos. Bien qu'il n'y ait rien a ajouter 
aux resultats d'Eilenberg et Mac-Lane sur les extensions de groupes 
«abstraits», nous leur consacrons un numero pour eclairer la theorie 
generale en la specialisant a un cas particulier bien connu. Au § 8, on 
montre comment les considerations precedentes fournissent un procede 
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de devissage pour reduire l'etude des extensions d'un groupe topologique 
par un groupe de Lie a I'etude de certains groupes de cohomologie: 
cochaines continues a valeurs dans un espace vectoriel et cohomologie 
de l'espace classifiant a coefficients discrets. 

Je ne puis terminer sans remercier A. Grothendieck a qui je suis 
redevable de beaucoup d'idees et qui, par ses conseils et ses encourage
ments amicaux, m'a beaucoup aide. 



Chapitre 0 

Sites et topos 

Nous donnons ici un bref resume des premiers exposes de Verdier 
au seminaire cite [SGA 4]. Dans ce qui suit, U designe un univers. 

§ 1. Topologies, sites 

Definition 1.1. Soit E une categorie. On appelle crible de E une 
partie R de Ob(E) telle que, pour toute fleche m: X-> Y de E, YER 
entraine XE R. 

1.1.1. Par abus de langage, nous identifierons R a la sous-categorie 
pleine de E dont l'ensemble d'objets est R. Si/: E'->E est un foncteur 
et si R est un crible de E, on posera Rf= {X EOb(E'),f(X)ER}; c'est 
un crible de E' que l'on appellera image inverse de R par f 

1.1.2. Une fleche f: T-> S de E induit un foncteur Elf: E1r-> E1s 
entre les categories d'objets au dessus de T et S. Si R est un crible 
de E1s, on notera encore Rf son image inverse par Elf. Si S=(Si->S), 
iE I, est une famille de fleches de E, !'ensemble des objets X-> S de E1s 
tels qu'il existe un iEI et un S-morphisme X-> Si est appele le crible 
de E1s engendre par S. Son image inverse par une fleche f: T-> S est le 
crible engendre par la famille des premieres projections T x sSi-> T, 
du moins si les produits fibres ecrits existent. 

Definition 1.2. Une topologie sur une categorie E est une application 
qui, a tout SEOb(E), associe une partie non vide J(S) de l'ensemble des 
cribles de E1s telle que 

(i) pour toute fleche f: T-> S de E et tout REJ(S) on a Rf EJ(T), 
(ii) pour tout SEOb(E), tout REJ(S) et tout crible R' de E1s, on a 

R'EJ(S) des que, pour tout objet f: T-> S de R, on a Rf EJ(T). 
Pour tout SEOb(E), les elements de J(S) sont appeles les raffinements 

de S. On appelle site une categorie munie d'une topologie. 
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1.2.1. On verifie aisement que, pour tout SEOb(E), l'intersection de 
deux raffinements de S est un raffinement de Set que tout crible de E18 

qui contient un raffinement est un raffinement, en particulier le plus 
grand, a savoir E18 • Cette definition coincide avec celle de [SGA 4], 
cf. (2.4.1). 

Exemple 1.2.2. Soit X un espace topologique. La categorie Ouv(X) 
des ouverts de X est munie d'une topologie: les raffinements d'un ouvert 
Ude X sont les parties R de l'ensemble des ouverts de U telles que VER et 
WcVentrainent WER et telles que la reunion des VER soit egale a U. 

1.3. Une topologie J est dite plus fine qu'une autre J' si, pour tout 
SEOb(E), J(S)::JJ'(S). Si 1; est une famille de topologies sur une categorie 
E, la fonction J(S)= n l;(S) est une topologie appelee borne inferieure 
des l;. i 

On appelle borne superieure des 1;, ou topologie engendree par les 1; 
la borne inferieure de l'ensemble des topologies qui sont plus fines que 
toutes les 1;. 

1.4. Une famille de fleches (S; ~ S) de E est dite couvrante pour une 
topologie J sur E si le crible engendre par S est un raffinement de S. 

Definition 1.5. Soit E une categorie. On appelle pretopologie sur E 
la donnee, pour tout SEOb(E}, d'un ensemble Cov(S) dont les elements 
sont des familles S=(S; ~ S), iEI, de fleches de Ede telle sorte que 

(PT 1) pour tout SEOb(E) toute SECov(S) et toute fleche f: T ~ S 
de E, les produits fibres 7;= Tx 8S; existent (on dit que S est quarrable) 
et la famille des premieres projections 7; ~ T appartient a Cov (T}, 

(PT 2) si (sa: Sa~ S), a EA, appartient a Cov(S) et si, pour tout aEA, 
(tb: T,,~Sa}, bEB(a), appartient a Cov(Sa) alors la famille (sa · tb: T,,~S}, 
a EA, bEB(a}, appartient a Cov(S), 

(PT 3) pour tout SEOb(E), id8 : S ~ S appartient a Cov(S). 

On appelle topologie engendree par une pretopologie la moins fine 
de celles pour lesquelles, pour tout SEOb(E), toute SECov(S) est 
couvrante. 

1.5.1. Si J est une topologie definie par une pretopologie n, toutes les 
notions et constructions interessantes se formulent intrinsequement en 
termes de Jet se traduisent plus intuitivement en termes den. 

Definition 1.6. Soit U un univers. On appelle U-site un site tel que 
(i) la categorie sous-jacente E est une U-categorie; autrement dit 

pour tout couple (X, Y) d'objets de E l'ensemble Hom (X, Y) est isomorphe 
a un element de u, 



6 Chapitre 0. Sites et topos 

(ii) ii existe une famille X;, iEI, IEU, X;EOb(E), telle que, pour tout 
XEOb(E), la famille de toutes Jes fleches X;--4X, iEI, soit couvrante 
(1.2.4). 

1.6.1. On <lira alors que la famille X; de (ii) est une U-famille de 
generateurs topologiques de E; on notera que, pour tout X E0b(E), la 
famille des X; --4 X est indexee par un ensemble isomorphe a un element 
de U. 

§ 2. Faisceaux, topos 

Definition 2.1. Un U-prefaisceau d'ensembles sur une categorie E est 
un foncteur P: £ 0 --4 U-ens, ou U-ens est la categorie des ensembles 
appartenant a U. Un U-jaisceau d'ensembles sur un site E est un U 
prefaisceau d'ensembles F tel que, pour tout SEOb(E) et tout raffine
ment R de S, !'application naturelle 

F(S)--4 Jim (FIR) 
+--

(1) 

soit bijective, ou FIR est le prefaisceau sur R defini par (FIR)(!)= F(T), 
fER, f: T--4 S, (1.1.1). 

Lemme 2.2. Soient E une categorie et F un U-prefaisceau d'ensembles 
sur E. Pour tout SEOb(E), designons par J(S) !'ensemble des cribles R 
de E1s tels que, pour toute fleche f: T --4 S de E, l'application 

F(T)--4 lim (FIR1) 
+--

soit bijective (1.1.2). La fonction SH J(S) est une topologie sur S. 

Lemme 2.3. Soient E une categorie et fl une pretopologie sur E. Pour 
qu'un U-prefaisceau d'ensembles F sur E soit un faisceau pour la topologie 
definie par ll ii faut et ii suffit que, pour tout SEOb(E) et tout SECov(S), 
S=(S;--4S), iEl, le diagramme d'ensembles ci-dessous soit exact 

F(S)--4f]F(S;)=! fl F(S;xsS). 
iE[ i, je/2 

2.3.1 [SGA 4 II 2.4]. Soit E une categorie. En associant a tout 
SEOb(E) !'ensemble de tous Jes cribles de E1s (resp. le crible E1s), on 
definit une topologie appelee topologie grossiere (resp. discrete). Pour la 
topologie grossiere, seul le prefaisceau final est un faisceau. Pour la 
topologie discrete, tout prefaisceau est un faisceau. Enfin on appelle 
topologie canonique la plus fine de celles pour lesquelles tout V-pre
faisceau representable est un faisceau, ou V est un univers tel que E soit 
une V-categorie. 
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2.3.2. Si E est le site des ouverts d'un espace topologique X, la notion 
de faisceau sur X au sens de [15] coincide evidemment avec celle de 
faisceau sur E. 

2.4. Soit E une U-categorie. On designera par Eu (ou simplement 
par E) la categorie Hom (£0, U-ens) des U-prefaisceaux d'ensembles sur E 
et par 

,,: E----+E, IJ(S)(T)=Hom(T, S), (1) 

le foncteur pleinement fidele habituel [plus correctement, IJ (S)(T) est 
un element de U isomorphe a Hom(T, S), choisi grace au symbole r 
[SGA 4 I 1.3]]. 

Remarque 2.4.1. Soit E une U-categorie. Les notions de site et faisceau 
introduites ici coincident avec celles de [SGA 4 II 2]. En effet, pour tout 
SEOb(E), on definit une bijection entre !'ensemble des cribles de E1s et 
!'ensemble des sous-prefaisceaux de IJ (S) en associant a tout crible R le 
prefaisceau R'(T)= {f EHom(T, S), fER}, TEOb(E), et, par ailleurs, pour 
tout prefaisceau F, !'application (2.1 (1)) s'identifie a !'application de 
restriction 

Hom(IJ(S), F)----+ Hom(R', F). (1) 

Theoreme 2.5. Soit E un U-site. Soit Eu la sous-categorie pleine de 
Eu dont les objets sont les faisceaux. Le foncteur d'inclusion i: E----+ E 
admet un adjoint a gauche a: E----+ E qui commute aux limites projectives 
finies: 

2.5.1. On choisira toujours a de telle sorte que 

a i=idt, 

ce qui est possible, car i est pleinement fidele. On posera 

e=alJ, e: E----+E. 

(1) 

(2) 

(3) 

2.5.2. Si la topologie canonique de E est plus fine que celle du site, on a 

ie=IJ, (4) 

et le foncteur e: E----+ E est pleinement fidele. Si, de plus, les produits fibres 
finis existent dans E, on dira que E est un site standard. 

Exemple 2.5.3. Soit X un preschema element de U. On note E t1x la 
sous-categorie pleine de la categorie des X-preschemas appartenant a U 
dont les objets sont les X'----+ X qui sont etales. On la munit de la pre-



8 Chapitre 0. Sites et topos 

topologie dont les familles couvrantes sont les ex; - X'), iE I, qui sont 
surjectives. Munie de la topologie engendree, E t1x devient un U-site 
standard appele site etale de X. On en trouvera une etude extensive dans 
[SGA 4]. On definit egalement d'autres topologies sur la categorie des 
schemas [SGA 3 IV] dont la plus fine est la topologie «fpqc», (descente 
par morphismes fidelement plats et quasicompacts). 

Theoreme 2.6. Soit T une categorie. Les conditions suivantes sont 
equivalentes: 

(i) il existe un site standard E appartenant a U tel que T soit equiva
lente a Eu; 

(ii) il existe un U-site E tel que T soit equivalente a Eu; 

(iii) munie de sa topologie canonique, T devient un U-site tel que 
tout U-faisceau soit representable; 

(iv) munie de sa topologie canonique, T devient un U-site (1.6) et de 
plus 

(a) les limites projectives finies existent dans T, 
(b) les sommes directes indexees par un element de U existent dans T 

et sont disjointes et universelles (cf. 2.6.2), 
(c) les relations d'equivalences sont effectives universelles (cf. 2.6.2). 

2.6.1 [SGA 4 II 4.14]. Une categorie satisfaisant les conditions du 
theoreme sera appelee un U-topos. 

2.6.2. Precisons qu'une limite inductive {X (i) - X} d'un foncteur 
i """'X(i) est <lite universelle si, pour toute fleche X' - X de Tles projections 
{X(i)xxX'-X'} font de X' une limite inductive de ivv->X(i)xxX'. Par 
ailleurs une sommedirecte x;: X;-X, iEI, est <lite disjointe si les X; sont 
des monomorphismes et si les produits fibres X; x xXj, i =I= j, existent et 
sont des objets initiaux de T. On notera que la condition (iv)(b) entraine 
que T admet un obj et initial f} et que celui-ci est strict: tout morphisme de 
but f} est un isomorphisme. Entin, un epimorphisme f: X - Yest dit effectif 
si f est le conoyau des projections X x yX =t X; un epimorphisme ejfectif 
universe[ est un morphisme f: X - Y tel que pour toute fleche Y' - Y, 
la premiere projection de Y' x yX soit un epimorphisme effectif; une 
relation d'equivalence R ~ X est <lite effective universe Ile si le couple 

V 

(u, v) admet un conoyau f: X - Y, si celui-ci est un epimorphisme effectif 
universel et si R - X x yX est un isomorphisme. 

Corollaire 2.7. Soit Tun U-topos. 
(i) Les limites projectives indexees par une categorie appartenant 

a U existent dans T 
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(ii) Les limites inductives indexees par une categorie appartenant a U 
existent dans T et sont universelles. 

(iii) Les limites inductives filtrantes (indexees par un ensemble 
ordonne filtrant) sont distributives par rapport aux limites projectives 
finies. 

(iv) Tout epimorphisme est effectif universel. Toute relation d'equi
valence est effective universelle. 

(v) Pour toute fleche j: X -4 Y de T il existe des fleches X ------L.+ I~ Y 
de T, avec f = i e, ou e est un · epimorphisme et i un monomorphisme. 

(vi) Un morphisme qui est un epimorphisme et un monomorphime 
est un isomorphisme. 

(vii) Pour tout X EOb(T), l'ensemble des classes a isomorphisme pres 
de monomorphismes de but X (resp. epimorphismes de source X) est 
isomorphe a un element de U. 

2.8. Autrement <lit, du point de vue des limites inductives et projec
tives, un U-topos se comporte comme la categorie des ensembles. On 
prouve d'ailleurs ce corollaire par reduction au cas ou T= E (2.6 (i)), puis 
T = E (2.5), puis enfin T = U-ens, par construction des limites dans E. 

Exemple 2.9. Soient Tun U-topos et G un Groupe de T La categorie 
des G-objets a gauche de Test un U-topos (III 1.2.8). 

Theoreme 2.10. Soit E une U-categorie. On a une bijection entre 
l'ensemble des topologies qui font de E un U-site (1.6) et !'ensemble des 
sous-categories strictement pleines F de Eu qui sont des U-topos et pour 
lesquelles le foncteur d'inclusion i: F -4 E admet un adjoint a gauche qui 
commute aux limites projectives finies. 

2.10.1 [SGA II 3.9]. La bijection est evidemment obtenue en associant 
a toute topologie J sur E la categorie des U-faisceaux d'ensembles sur E 
pour J. Nota: une sous-categorie C' de C est <lite strictement pleine si elle 
est pleine et si tout X EOb( C) isomorphe a un objet X' de C' appartient 
a Ob(C'). 

Corollaire 2.11. Soit T un U-topos. 11 existe une bijection entre 
l'ensemble des topologies sur T qui sont plus fines que la topologie 
canonique et !'ensemble des sous-categories strictement pleines F de T 
telles que !'inclusion i*: F -4 T admette un adjoint a gauche i*: T -4 F qui 
commute aux limites projectives finies. De telles sous-categories sont des 
U-topos et l'on a un morphisme de topos (3.4.2) i: F-4 T 

2.11.1. Le corollaire resulte immediatement du theoreme. On <lira d'un 
tel F que c'est un sous-topos de T, pour un exemple, voir (3.9.3). 
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§ 3. Morphismes de sites, de topos 

Definition 3.1. Soient X et Y deux U-sites. Un foncteur J- 1 : Y - X 
entre les categories sous-jacentes est <lit continu si, pour tout U-faisceau 
F sur X le prefaisceau 

(1) 

est un faisceau. 

3.1.1. On demontre alors que, pour tout univers Vet tout V-faisceau F 
sur X, le prefaisceau f* (F) est un faisceau. 

Definition 3.1.2. Soient u: X - Yun foncteur et June topologie sur Y. 
On appelle topologie induite sur X la plus fine pour laquelle u soit continu. 

3.1.3. Siles limites projectives finies existent dans X et si u les respecte, 
une famille (X; - X) de fleches de X est couvrante pour la topologie 
induite si, et seulement si, la famille (u(X;)- u(X)) est couvrante pour J. 

3.1.4. Soient E un site et PEOb(E). Par topologie induite sur E/P= 
E/P x tE on entendra toujours celle qu'induit le foncteur E/P- E. Pour 
tout S=(S, s: IJ(S)-P), SEOb(EJP), l'isomorphisme nature! (E/P)15 c::::.E1s 
induit une bijection entre !'ensemble des raffinements de S pour la 
topologie induite sur E/P et !'ensemble des raffinements de S pour la 
topologie de E [SGA 4 III 6.2]. 

Proposition 3.2. Sous les hypotheses de (3.1), le foncteur 

f*: Xu- Yu, f*(F)=F -J- 1, 

admet un adjoint a gauche 

(1) 

(2) 

[SGA 4 III 2.3]. L'existence du foncteur faisceau associe (sur X) 
permet de supposer que les topologies sont discretes, auquel cas le 
resultat est classique: theoreme de Kan. 

Definition 3.3. Soient X et Y deux U-sites. Un morphisme de sites de 
source X et de but Y · 

f: x-v (1) 

est un foncteur continu entre les categories sous-jacentes 

(2) 
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tel que le foncteur adjoint a gauche (appele foncteur image inverse) 

l*: Yu----> )(u 
du foncteur image directe 

commute aux limites projectives finies. 

11 

(3) 

(4) 

3.3.1. On montre que, pour tout univers V tel que X et Y soient des 
V-sites, le foncteur 1-1 definit encore un morphisme de sites. 

3.3.2. On choisira toujours l * de telle so rte que le diagramme ci
dessous soit commutatif (et non pas seulement commutatif a isomorphisme 
pres) 

X ~ )( u 

i-'l lr (5) 

Y-----.,---+Yu 

ou i; et i;' soot les foncteurs de (2.5 (3)). Si X et Y soot des sites standards, 
les foncteurs i; et i;' soot pleinement fideles et !'on s'autorisera souvent 
a ecrirel*(Y) au lieu del- 1 (Y), YEOb(Y). 

Exemple 3.3.3. Une application continue l: X------. Y induit evidem
ment un morphisme f: X------. Y du site des ouverts de X (1.2.2) dans 
celui des ouverts de Y. 

3.3.4. Si X ~ Y ~ Z sont des morphismes de sites dont les 
foncteurs sous-jacents soot 1-1 et g- 1 le compose 1-1 · g- 1 definit un 
morphisme de sites que l'on notera gl: X------. Z et que !'on appellera 
compose de let g. 

Proposition 3.4. Soient X et Y deux U-sites standards et soitl*: Y------. X 
un foncteur. Les conditions suivantes soot equivalentes: 

(i) l* est sous-jacent a un morphisme de sites l: X------. Y; 
(ii) l * commute aux limites projectives finies et transforme families 

couvrantes en families couvrantes. 
Si, de plus, X et Y sont des U-topos, ces conditions equivalent a 
(iii) l * commute aux limites projectives finies et aux limites inductives 

quelconques; 
(iv) l * commute aux limites projectives finies et admet un adjoint 

a droite l *: X ------. Y. 
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3.4.1. L'equivalence de (i) et (ii) resulte immediatement de (3.3.2 (7)) 
et l'autre partie de la proposition resulte de (2.5 (iii)). 

3.4.2. Sous les conditions de {3.4 (iv)), on <lira que le couple 

X~Y 
~ 

est un morphisme de topos de source X et de but Y. Pour exprimer qu'un 
foncteur f*: Y - X, ou X et Y sont deux U-topos, verifie (3.4 (iii)), on 
<lira parfois qu'il «est» un morphisme de topos, ce qui est tolerable 
car f* determine f* a isomqrphisme unique pres; on prendra garde 
cependant que f * et le morphisme de topos vont en sens inverse. 

Definition 3.5. Soit E un U-site. On appelle topologie induite sur 
Eu la plus fine de celles pour lesquelles le foncteur faisceau associe 
a: Eu - Eu est continu. On <lit qu'une fleche m: P - Q de E est cou
vrante (resp. bicouvrante) si a(m) est un epimorphisme (resp. isomor
phisme). 

3.5.1. Cette terminologie est en accord avec celle de [SGA 4 II 3.5]. 
Puisque a commute aux limites projectives finies, l'ensemble des 
morphismes couvrants (resp. bicouvrants) est stable par changement 
de base. 

Proposition 3.5.2. Soit E un U-site. 
(i) Pour qu'un monomorphisme m de Eu soit couvrant il faut et il 

suffit qu'il soit bicouvrant. 
(ii) Soit m: P - Q une fleche de Eu soit i: P' - P l'image de m et 

soit d: P - P x qP le morphisme diagonal. Pour que m soit bicouvrant 
il faut et il suffit que les monomorphismes i et d soient couvrants. 

(iii) Soient SEOb(E), R un crible de E1s et R' le sous-objet de 17(S) 
qui lui correspond par (2.4.1). Pour que R soit un raffinement de S, 
il faut et il suffit que !'inclusion R' c 17(S) soit couvrante (done bicou
vrante). 

3.5.2.1. (i) et (ii) sont triviales, (iii) resulte de (2.2). En particulier, un 
morphisme de Eu est couvrant si, et seulement si, ii l' est pour la topologie 
induite. Plus generalement on a ce qui suit. 

Proposition3.5.3. Soient E un U-site et P=(p;: P;-P), iEl, une 
famille de fleches de Eu. Les conditions suivantes sont equivalentes: 

(i) P est couvrante pour la topologie induite; 
(ii) l'image de P par a est epimorphique (done couvrante pour la 

topologie canonique de Eu); 
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(iii) le morphisme P'-----> P est bicouvrant, ou P' designe la reunion 
des images des Pi· 

Resulte immediatement du fait que a commute aux limites inductives 
et aux limites projectives finies. 

Proposition 3.6. Soient E un U-site et V un univers auquel appar
tiennent U et E. 

(i) les foncteurs 

de (2.4 (1)) et (2.5 (1) (3)) [relatifs a U] definissent des morphismes de 
V-sites 

(2) 

si l'on munit E (resp. E) (resp. E) de la topologie donnee (resp. induite) 
(resp. canonique). 

(ii) Les foncteurs image directe definis par les morphismes de 
sites (2) [qui, par definition, sont induits par la composition avec les 
foncteurs de (l)] sont des equivalences de categories et induisent des 
equivalences entre les categories de U-faisceaux d'ensembles. 

3.6.1. En general, Eu n'est pas une U-categorie, ce qui nous a conduit 
a introduire V pour avoir un enonce correct. Prouvons d'abord que 
tout U-faisceau F sur E pour la topologie induite est representable par 
un XEOb(E)cOb(E). D'apres (3.5.3), le compose F · i est un U-faisceau 
sur E pour la topologie canonique. D'apres (2.6) il est done representable 
par un X E0b(E). Pour tout PEOb(E), on a des morphismes 

F(P) ~ F(i a(P)) ~ Homt(a(P), X) ~ Homt(P, i(X)), (3) 

ou m' est la valeur en a(P) de l'isomorphisme qui exprime que X 
represente F. i, ou m" est la valeur en (P, X) de l'isomorphisme qui 
exprime que a est adjoint a gauche de i et ou m=F(p), p: P-----> ia(P) 
etant le morphisme d'adjonction. Il est immediat que m, m' et m" sont 
fonctoriels en P; de plus, par la formule d'adjonction, p: P----->ia(P) est 
bicouvrant, d'ou l'on deduit par (3.5.2 (ii)) que F(p) est un isomorphisme. 
Done m est un isomorphisme, ce qui prouve que i(X) represente F. 

'.X "' 3.6.2. 11 resulte de ceci que les categories de faisceaux E et E associees 
aux sites de (2) sont equivalentes a E. Enfin, par ces equivalences, la 
composition avec les foncteurs de (1) induit quatre foncteurs de E dans 
elle-meme. Ils sont tous isomorphes a l'identite, comme on voit en 
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utilisant la formule d'adjonction. Nous avons ainsi prouve que la com
position avec les foncteurs de (1) induit des equivalences entre les cate
gories de U-faisceaux. Par la proposition ci-dessous, il en est de meme 
pour les categories de V-faisceaux, ce qui prouve (ii), d'ou (i) resulte 
trivialement. 

Proposition 3.7 (lemme de comparaison). Soient Eun U-site, u: E'---> E 
un foncteur pleinement fidele. Supposons que, pour tout X EOb(E), ii 
existe une famille (x;: u(X;)--->X), iEJ, lEU, X;EFl(E), X;EOb(E'), qui 
soit couvrante pour la topologie de E. Alors le foncteur 

est une equivalence de categories, OU Eu designe la categorie des 
U-faisceaux sur E' pour la topologie induite (la plus fine pour laquelle u 
soit continu). 

On applique d'abord [SGA 4 III 4.4] en y rempla~ant U par un 
univers V auquel appartiennent E, E' et U, puis !'on note qu'un 
V-faisceau F sur E tel que F · u soit isomorphe a un U-faisceau est un 
U-faisceau. 

Proposition 3.8. Soit f: X---> Yun morphisme de U-topos. Soit J la 
topologie la plus fine (sur Y) telle quef* soit continu et soit i:f(X)---> Y 
le sous-topos de Y (2.11) qu'elle definit. On a un morphisme de topos 
p: X---> f(X) caracterise par 

p*= f* i* (1) 

et verifiant f = i p. De plus, p* est conservatif et fidele. De plus, soit 
m: y---> y' une fleche de Y. Pour quef*(m) soit un isomorphisme (resp. 
monomorphisme) (resp. epimorphisme) ii faut et ii suffit qu'il en soit 
ainsi de i* (m). 

3.8.1. Rappelons qu'un foncteur u: A---> B est dit conservatif si toute 
fleche de A dont !'image par u est inversible est inversible. 

3.8.2. Par definition, f (X) est la sous-categorie pleine de Y dont 
Jes objets sont Jes yEOb(Y) tels que le prefaisceau represente par y 
soit un faisceau pour J. Par definition de i, le foncteur image directe 
i*: f (X)---> Y est !'inclusion; ii est done pleinement fide le. Par definition 
de J, on a done f*(x)EOb(f(X)) pour tout xEOb(X), ce qui permet 
de caracteriser p* par (1). Definissant p* par (1), ii est immediat que 
c'est un adjoint a gauche de p* car !'inclusion i* :f(X)---> Yest pleinement 
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fidele. D'ou la premiere assertion. On a done un isomorphisme cano
nique f*~ p* i*, d'ou l'on deduit, en utilisant (2.11), que la seconde 
assertion resulte du corollaire que voici. 

Corollaire 3.9. Soit f: X---+ Yun morphisme de U-topos. 
(i) Pour que le foncteur image inverse f *: Y---+ X soit conservatif 

(3.8.1) il faut et il suffit que la topologie canonique de Y soit la plus fine 
pour laquelle f * soit continu. 

(ii) Si f * est conservatif il est fidele (et reciproquement). De plus, 
une fleche m: y---+ y' de Yest alors un monomorphisme (resp. epi
morphisme) des qu'il en est ainsi de son image par f*. Enfin, pour tout 
yEOb(Y), le morphisme d'adjonction p: y---+ f*f*(y) est un mono
morphisme. 

3.9.1. Soit S = (si: Si-+ S), iE I, une famille de fleches de Y et soit 
s': S'---+S la reunion des images des s;. La famille des {s;: S;---+S'} est 
couvrante pour la topologie canonique de Y done pour la topologie 
induite par f; par suite, pour que S soit couvrante pour la topologie 
induite par f il faut et il suffit que s': S'---+ S soit couvrant. Puisque s' 
est un monomorphisme, ceci signifie que f * (s') est un isomorphisme. 
La condition de (i) est done necessaire. Elle est suffisante. En effet, soit 
m: y---+ y' une fleche de Y, soit i: y"---+ y' !'image de m et soit d: y---+ y x y' y 
le morphisme diagonal. Sif*(m) est un isomorphisme il en est de meme 
def* (i) et f* (d), done i et d sont couvrants pour la topologie induite 
done des epimorphismes, done des isomorphismes car ce sont des 
monomorphismes. Done m est un isomorphisme. 

3.9.2. Les premieres assertions de (ii) sont laissees au lecteur (utiliser 
(2.7)). Pour prouver la derniere, il suffit alors de montrer que 
f*(p): f*(y)---+J*f*f*(y) est un monomorphisme, ce qui resulte du 
fait que son compose avec le morphisme d'adjonctionf* f* f* (y)---+ f* (y) 
est l'identite def* (y). 

Exemple 3.9.3. Soient X et Y des espaces topologiques et f: X---+ Y 
une application continue. Soit f': X'---+ Y' le morphisme induit par f 
entre les topos de faisceaux d'ensembles sur X et Y. L'image du mor
phisme de topos f' est le topos f (X)' des faisceaux d'ensembles sur 
!'image f (X) def munie de la topologie induite par celle de Y. En effet, 
d'une part, f'* est conservatif lorsque fest surjective et, d'autre part, 
f~ est pleinement fidele lorsque fest injective et que X est muni de la 
topologie induite par celle de Y (regarder les fibres). Dans ce dernier 
cas, X' est done un sous-topos de Y' (2.11); si X' estferme dans Y, on sait 
X' s'identifie a la sous-categorie pleine de Y' dont les objets sont les 
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faisceaux sur Y dont la restriction a l'ouvert U = Y - X est le faisceau 
final. On a un resultat analogue pour la topologie etale d'un schema 
[SGA 4 VIII 6.3]. Plus generalement, on a ce qui suit. 

Corollaire 3.10. Soientf: X __.. Yun morphisme de topos et U l'objet 
initial def(X). L'image directe par/ de l'objet initial de X est isomorphe 
a U; c'est un sous-objet de l'objet final de Y (on dit que c'est un ouvert 
de Y). Soit Y'EOb(Y). Pour quef*(Y') soit l'objet initial de Xii faut 
et ii suflit qu'il existe un morphisme Y' __.. U. Si Y'EOb(/(X)), la seconde 
projection Y' x U __.. U est un isomorphisme. 

La demonstration est laissee au lecteur. La derniere assertion 
signifie que f (X) est un sous-topos du « topos residue/ de U » introduit 
par Verdier. 

Proposition 3.11. Soient X un U-topos, U un ouvert de X (sous
objet de l'objet final de X) et F la sous-categorie pleine de X dont les 
objets sont les X'EOb(X) tels que la seconde projection X' x U __.. U 
soit un isomorphisme. Fest un sous-topos de X (2.11.1). 

3.11.1 [SGA 4 IV 3.3]. On <lira que F est le topos residue/ de U. La 
terminologie est justifiee par le fait que l'on reconstruit comme suit X a 
partir de F et du topos X 1u. 

3.11.2. Soit /: A__.. B un foncteur. On notera (A, B,f) la categorie 
dont les objets sont les (a, b, m: b-f(a)), aEOb(A), bEOb(B), mEFI(B), 
les morphismes etant definis naturellement. Sous les hypotheses de 
(3.11 ), no tons i*: X __.. F !'adjoint a gauche de !'inclusion i*: F __.. X et 
j*: X 1u __.. X !'adjoint a droite du foncteur changement de base 
j*: x-xfU, j*(X')=X' XU, X'EOb(X). Pour tout X'EOb(X), on a 
un morphisme X'-j*j*(X'), d'ou un morphisme t(X'): i*(X')
i* j*j*(X'), d'ou un foncteur 

f: x-(U,F,i*j*: u-F) 

f(X')=(j*(X'), i*(X'), t(X')). 
(1) 

Proposition 3.12. Sous les hypotheses de (3.11), le foncteur (1) est 
une equivalence de categories. 

[SGA 4 IV 3.4]. Reprenant l'exemple (3.9.3), on en deduit une 
description de la categorie des faisceaux sur un espace topologique 
(resp. le site etale d'un preschema) en termes de faisceaux sur un ouvert 
et sur le ferme complementaire. 
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Definition 3.13. On appelle point d'un. U-topos T un morphisme de 
topos x: U-ens~ T. On appellefoncteur fibre d'un U-topos T le foncteur 
image inverse sous-jacent a un point de T. On dit qu'un U-topos admet 
suffisamment de foncteurs fibres si ceux-ci forment une famille con
servative de foncteurs. 

3.13.1. On connait des exemples de topos admettant suffisamment 
de foncteurs fibres: le topos des U-faisceaux d'ensembles sur un espace 
topologique X (fibres aux points de X), ou le topos etale d'un pre
schema X (fibres aux points geometriques de X [SGA 4 VIII 3.3]), ou 
encore le topos des U-prefaisceaux d'ensembles sur une categorie E 
appartenant a U (prendre les foncteurs S""'F(S), SEOb(E)). Par ailleurs, 
si T est un U-topos, G un groupe de T et G le U-topos des G-objets 
de T (2.9), le foncteur oubli des operations de G, G ~ T est conservatif: 
comme de plus, c'est un morphisme de topos, G admet suffisamment 
de foncteurs fibres s'il en est ainsi de T. En utilisant la theorie de la 
mesure, Deligne a construit un U-topos qui n'admet pas de fibre. 



Chapitre I 

Categories fibrees et scindees 

§ 1. Rappels et notations 

Nous renvoyons a [D 1] et a [SGA 1 VI] pour l'etude des notions de 
categorie fibree et scindee. Rappelons cependant Jes definitions. 

1.0.1. Soit <p: F - E un foncteur. Pour tout S EOb(E), on appelle 
categorie fibre de F en S et on note 

(1) 

la sous-categorie de F dont Jes fleches, appelees S-morphismes, sont Jes 
mEFl(E) verifiant <p(m)=id5 • On note 

Hom5 (x, y), x, yEOb(F5), (2) 

!'ensemble des S-morphismes x - y. Soient m: x - y une fleche de F et 
f: T - S sa projection (image par <p). On <lira que m est E-cartesienne, 
ou que m est une image inverse de y par f, ou, abusivement, que x est une 
image inverse de y par f, si, pour tout zEOb(FT), !'application 

(3) 

est bijective, ou Hom1 (z,y)={nEHom(z,y),<p(n)=f}. 

Definition 1.0.2. Une E-categorie fibree est un foncteur <p: F - E 
tel que, pour toute fleche f: T- S de E et tout yEOb(F5), ii existe une 
image inverse de y par f et tel que le compose de deux morphismes 
E-cartesiens de F soit E-cartesien (existence et transitivite des images 
inverses). 

Definition 1.0.3. Une E-categorie scindee est une E-categorie fibree F 
munie d'une application (appelee scindage de F) qui a toute fleche 
f: T - S de E et a tout yEOb(F5) associe une image inverse x1 : x1 -x 
de telle sorte que, pour tout couple U ---L.+ T ~ S de fleche de E et tout 
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yE0b(F8 ) on ait 

X (xf) - x (done (xf)g = xfg). f. g- Jg (1) 

D'apres [D 5 (a)], la donnee d'une E-categorie scindee Fest essentiel
lement equivalente a celle d'un foncteur 

(2) 

1.1. Les categories de morphismes 

1.1.1. Soit un diagramme de categories 

B~A. 
On designe par 

(1) 

la sous-categorie de Hom (F, G) dont les objets sont les u: F ~ G tels que 
g u = af; (on les appelle des a-foncteurs), les morphismes etant les m: 
u ~ u' tels que g * m soit le morphisme identique du foncteur af; (on les 
appelle des a-morphismes, sous-entendu: «de a-foncteurs»). 

On designe par 
(2) 

la sous-categorie pleine de la precedente dont les objets sont les a-fonc
teurs cartesiens, c'est a dire, par definition, ceux qui transforment tout 
morphisme A-cartesien de F en un morphisme B-cartesien de G. La 
categorie (2), ne sera guere utilisee que si f et g sont fibrants. 

1.1.2. Supposons de plus que f et g soient munis d'un scindage, 
[D 1.5], ce qui entraine qu'ils sont fibrants. On notera encore Carta(F, G) 
la categorie de (2) relative aux foncteurs fibrants sous-jacents. De plus, on 
designera par 

(1) 

la sous-categorie pleine de Homa(F, G) dont les objets sont les a-morphis
mes de categories scindees, i.e. ceux qui transforment tout morphisme de 
transport [D 1.5 et 1.6], en un morphisme de transport. Un tel foncteur 
est a-cartesien, d'ou les inclusions de sous-categories pleines 

(2) 
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1.1.3. Si A= B et a= id A, on notera plut6t 

ScinA(F, G), CartA(F, G) et HomA(F, G) 

les categories precedentes. De plus, les ensembles d'objets de toutes ces 
categories seront designees par les symboles analogues: Carta(F, G), 
Cart A (F, G) etc. 

Lemme 1.1.4. Soit un diagramme de categories 

B<------;,A 

(i) En considerant F comme une B-categorie grace a af: F ~ B, on a 

(1) 

(ii) Si l'une des conditions suivantes est verifiee 
(a) tout morphisme de G est B-cartesien 
(b) pour tout morphisme de F, B-cartesien equivaut a A-cartesien 
(c) a est scinde a fibres des categories discretes (i.e. discret au sens de 

[D 6.1]) alors on a egalite 

Carta(F, G)= Cart8 (F, G). (2) 

(iii) Si (c) est verifiee et si fest muni d'un scindage les morphismes de 
transport de celui-ci sont les morphismes de transport d'un scindage de 
af et, pour tout scindage deg, on a 

Resulte immediatement des definitions. 

1.1.5. Soit F une A-categorie fibree. On pose 

Lim(F/A)= CartA(A, F) 
+---

et, pour toute categorie X, on a un isomorphisme canonique 

Hom(X, Y!!!(F/A))~ CartA(X x A, F). 

De meme, si Fest une A-categorie scindee, on pose 

lim(F/A)= Sein A (A, F), -
qui est done une sous-categorie pleine de la precedente, !'inclusion 

lim(F/A) ~ Lim(F/A) 
+-- +---

(3) 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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n'etant pas, en general, une equivalence [D 5.5]. Bien entendu, (3) est 
canoniquement isomorphe a la limite projective du prefaisceau de 
categories defini par F [SGA 1 VI 9]. Un objet de (1) s'appelle une section 
cartesienne de F. 

1.2. Les accouplements de composition 

1.2.1. Soit un diagramme de categories 

On a un foncteur 

Homa(F, G) x Homb(G, H)~ Homba(F, H) 

(1) 

(2) 

qui, a tout objet (u, v) du produit, associe le compose vu et, a tout mor
phisme (m, n) du produit associe n*m. Rappelons [SGA VI 2] et [15], 
qu'avec les notations 

V u 
H ,:_n G ,1,m 

~--v~' u' 
F, (3) 

ou F, G et H sont des categories u, u', v et v' des foncteurs et m et n des 
morphismes de foncteurs, on a 

n* m = (n* u')(v* m) =(v' * m)(n*u). (4) 

De plus, si v = v' et sin= idv, (resp. si u =u' et si m =idu), on a 

n*m=v*m (resp. n*m=n*u). (5) 

Enfin, etant donne de plus un morphisme de foncteurs 

w 
K ,1,P H, 

w' 

on a la formule d'associativite 

(6) 

1.2.2. Le compose de deux foncteurs cartesiens est cartesien, ce qui 
entraine que (2) induit un foncteur 

(1) 

chaque fois que l'on a un diagramme tel que (1.2.1 (1)). Si l'on suppose 
de plus donnes des scindages def; get h, le foncteur (1) en induit un autre 

(2) 
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1.3. Les foncteurs de composition 

1.3.1. Soit un diagramme tel que (1.2.1 (1)). Pour tout uEHom0 (F, G), 
on note 

(1) 

le foncteur qui, a tout objet v associe vu et a tout morphisme n associe 
n * u. Si uECart0 (F, G), ce foncteur en induit un autre 

(2) 

Si, de plus, J; g et h sont scindes et si uE Sci n0 (F, G), le foncteur (2) en 
induit un autre 

(3) 

1.3.2. On obtient de meme, pour tout vECartb(G, H), un foncteur 

(1) 

induit par un foncteur Homb(F, v) et induisant lui-meme, si F, G et H 
sont scindees et si vEScinb(G, H), un foncteur Scinb(F, v). 

1.3.3. Si A= Bet si a= id A on ecrira CartA (u, H) au lieu de Cart0 (u, H), 
etc. 

1.4. Leurs proprietes algebriques 

Soit un diagramme de categories 

De la formule d'associativite (1.2.1 (6)), resultent Jes formules suivantes. 

Si (u, v)EHom0 (F, G) x Homb(G, H), on a 

Hom0 (u, K) · Homb(v, K)= Homb 0 (v u, K). (2) 

Si (v, w)EHomb(G, H) x Homc(H, K), on a 

Homc(F, w) · Homb(F, v)= Hombc(F, wv). (3) 

Si (u, w)EHom0 (F, G) x Homc(H, K), on a 

Homc(F, w) · Hom 0 (u, H)= Hom 0 (u, K) · Homc(G, w). (4) 
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En supposant que tous les foncteurs consideres sont cartesiens, on 
obtient des formules analogues relatives aux categories Cart(·,·). Si, 
de plus,J; g, h et k sont munis de scindages, on a des formules analogues 
relatives aux categories Sci n ( ·, · ). 

1.5. Composition avec une £-equivalence 

Proposition 1.5.1. (Composition avec un morphisme i-fidele.) Soient 
Aune categorie, F et G deux A-categories fibrees, u: F- Gun A-foncteur 
cartesien et i un en tier, (0 ~ i ~ 2). Les conditions suivantes sont equi
valentes 

(a) u est i-fidele (resp. conservatif (0 3.8.1)); 

(b) pour toute A-categorie fibree X le foncteur 

CartA(X, u): CartA(X, F)-CartA(X, G) (1) 

est i-fidele (resp. conservatit); 

(c) pour tout S E0b(A) le foncteur induit par u sur les categories 
fibres en S, Us: Fs - Gs, est i-fidele (resp. conservatit). 

1.5.1.1. On rappelle qu'un foncteur est dit i-fidele s'il est fidele, 
pleinement fidele ou une equivalence selon que i = 0, 1 ou 2. 

1.5.1.2. La preuve est laissee au lecteur; pour prouver que (b) => (c) 
il prendra X =A1s, SEOb(A). 

Corollaire 1.5.2. Pour i = 2 les conditions de la proposition equi
valent a 

(d) il existe un A-foncteur cartesien v: G-F et des A-isomorphismes 
m: vu~idF et n: uv~id6 tels que U*m=n*u et m*V=V*n. 

1.5.2.1. Sous ces conditions on dira que u est une A-equivalence et 
que (v, m) est un A-quasi-inverse de u. Si u est un morphisme de 
A-categories scindees et une A-equivalence il peut ne pas exister de 
A-quasi-inverse qui soit un morphisme de categories scindees (cf. 
[D 5.5]). 

Corollaire 1.5.3. Soient A une categorie, F et G des A-categories 
fibrees et u: F - G un A-foncteur cartesien. 

(i) Si u est i-fidele (0 ~ i ~ 2) il en est de meme, pour tout diagramme 
de categories X 

l 
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des foncteurs 
HomA(X, u): Homb(X, F)- Homb(X, G) 

CartA(X, u): Cartb(X, F)- Cartb(X, G) 

et (si F, G, X sont scindees et si uEScinA(F, G)) ii en est de rnerne du 
foncteur 

(ii) Si u est une £-equivalence, pour tout diagrarnrne de categories 

Jes foncteurs 

et HomA(u, X) sont des equivalences de categories. 

1.6. Changement de base 

Proposition 1.6.1. Soit un produit fibre de categories 

H~G 

hl lg 
C ~ B. 

(i) Si h est fibrant ii en est de rnerne deg et Jes rnorphisrnes B-cartesiens 
de G sont ceux dont l'irnage par v est C-cartesienne. Si, de plus, h est 
rn uni d'un scindage ii existe un unique scindage sur g tel que v E Scinb ( G, H). 

(ii) Pour tout diagrarnrne de categories B ..-.!!-A~ F Jes foncteurs 

et 

sont des isomorphismes et ii en est de rnerne de Scinb(F, v), du rnoins, 
pour ce dernier, sif et h sont scindes et si !'on rnunit g du scindage defini 
par vEScinb(G, H). 

Corollaire 1.6.2. Sous Jes hypotheses de la proposition precedente, 
la premiere projection de G = H x cB induit des isornorphisrnes 

Lirn (H x cB/B) ~ Cartb(B, H) 
~ 

(1) 

lirn(HxcB/B)~Scinb(B,H), (H scindee). (2) -
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1.6.2.1. En inversant l'isomorphisme (1) (resp. (2)), on trouve, par 
composition avec b, un foncteur 

[resp. 
/3: Lim(H/C)---+ Lim(H x cB/B) 

+-- +--

/3: lim(H/C)---+lim(HxcB/B), H scindee], - -
caracterise par v f3(k) =kb. 

Corollaire 1.6.3. Sous les hypotheses de (1.6.1), 

(1) 

(2) 

(i) si b est fibrant a fibres des groupoides (ou, autrement dit, si taus 
les morphismes de B sont C-cartesiens), on a 

Cartb(B, H) = Cartc(B, H) 

et l'isomorphisme (1.6.2 (1)) s'ecrit 

~(H x cB/B) ~ Cartc(B, H). 

(1) 

(2) 

(ii) Si, de plus, b est scinde a fibres discretes c'est a dire si b est un 
changement de base discret au sens de [D 6.1], pour tout scindage de h, 
on a 

Scinb(B, H)= Scinc(B, H) 

et l'isomorphisme ( 1.6.2 (2)) s'ecrit 

lim(H x cB/B) ~ Scinc(B, H). -Resulte de (1.1.4). 

1.7. Univers 

(3) 

(4) 

1.7.1. Nous adoptons quant aux univers le langage de [SGA 4 I]. 
Precisons. Soit U un univers fixe jusqu'a (3.1). Nous dirons qu'une 
categorie est essentiellement U-petite si elle est equivalente a une cate
gorie element de U. Nous dirons qu'une categorie C est une U-categorie 
si, pour tout couple (x, y) d'objets de C, !'ensemble Homc(x, y) est 
isomorphe a un element de u. 

Lemme 1.7.2. Soit un diagramme de categories 
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(i) Si F et G sont element de U (resp. U-petites), il en est de meme 
des categories Homa(F, G), Carta(F, G) et, si F et G sont scindees, 
Scina(F, G). 

(ii) Si F est essentiellement U-petite et si les categories fibres de G 
sont des U-categories alors les categories Homa(F, G), Carta(F, G), et 
le cas echeant Scina(F, G), sont des U-categories. 

1.8. La 2-categorie ffei6(E) 

1.8.1. Pour toute categorie E element de U, on designe par Fib(E) 
!'ensemble des £-categories fibrees qui appartiennent a U. Ce n'est pas 
un element de U. En attachant a tout couple (F, G) d'elements de Fib(E) 
la categorie CartE(F, G) de (1.1.3) et a tout triplet (F, G, H) d'elements 
de Fib(E) l'accouplement (1.2.2 (1)), on definit une 2-categorie notee 
g;i6(E). En effet, les axiomes qui permettent d'affirmer que ces donnees 
definissent une 2-categorie, [31, chap. VI-1], sont choisis pour genera
liser Jes egalites (4), (5) et (6) de (1.2.1). La categorie dont !'ensemble 
des objets est Fib(E), dont !'ensemble des fleches est la somme disjointe 
des CartE(F, G) pour (F, G)EFib(E) x Fib(E) et dont la loi de com
position est induite par celle des E-foncteurs sera designee par Fib (E). 
C'est une U-categorie. 

Proposition 1.8.2. Soient E une categorie element de U et 

L: J ~ Fib(E) (1) 

un foncteur, OU I est une categorie element de u. 
(i) La limite projective de L existe (dans Fib(E) evidemment). 

(ii) Si L est une limite projective de L, pour toute XE Fib (E) on a 
un isomorphisme de categories 

CartE(X, L) ~ ~( CartE(X, L(i))). (2) 
I 

(iii) Si Lest une limite projective de L, pour tout SEOb(E), on a 
un isomorphisme canonique 

Ls~ lim L(i)s. 
+---

I 

(3) 

1.8.2.1. Nous allons d'abord construire une categorie L. Pour cela 
on note que dans le categorie (U-ens)10b<E>• on a un systeme projectif 
indexe par J a savoir 

i~Ob(L(i)). (4) 
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On pose Ob(L)= ~Ob(L(i)), qui est done un ensemble «au dessus 
de Ob(E)». On procede de meme pour les ensembles de fleches. D'ou 
E-categorie L. 11 est immediat qu'elle verifie (iii). Nous laissons au 
lecteur le soin de verifier que L est fibree et de prouver !'assertion (ii). 
Le cas du produit de deux objets de Fib (E) a ete traite dans [SGA 1 VI 6], 
le cas general se traite de la meme fa<;on. On notera que le produit de 
deux objets F et G de Fib(E) n'est autre que le produit fibre F x EG. 

1.9. La 2-categorie Y'u· n (E) 

1.9.1. Soit E une categorie element de U. En procedant comme au 
numero precedent, on note Sein(£) !'ensemble des £-categories scindees 
qui sont elements de U, Ycin(E) la 2-categorie obtenue en associant 
a tout couple (F, G) d'elements de Sein(£) la categorie ScinE(F, G) et 
a tout triplet (F, G, H) d'elements de Sein(£) l'accouplement (1.2.2 (2)). 
Enfin on note Sein(£) la categorie «sous-jacente» dont !'ensemble 
des fleches est la somme directe des ensembles ScinE(F, G). 

1.9.2. Par oubli des scindages, on definit un morphisme de 2-categories 

@u6E: Ycin(E)-4$-i6(E) 

qui induit sur les categories de morphismes les foncteurs d'inclusion 
ScinE(F, G)c CartE(F, G), lesquels sont pleinement fideles, mais, en 
general, ni des isomorphismes ni des equivalences. 

1.9.3. Pour toute E-categorie scindee F, les foncteurs image inverse, 
[D 1.6], definissent un prefaisceau de categories sur E, c'est a dire un 
element F' de Hom(E0 , (Cat)), ou (Cat) est la categorie des categories 
elements de U. Cette construction induit, pour tout couple (F, G) de 
E-categorie scindees un isomorphisme de categories ScinE(F, G)~ 
Hom (F', G'), la seconde etant definie demaniere que le lecteur retrouvera 
sans peine s'il ne la connait deja. Par [SGA 1 VI 9] ou [D 5 (a)], a tout 
prefaisceau de categories P sur E est associee une E-categorie scindee F 
et un isomorphisme F' ~ P. 

1.9.3.1. Si E est munie d'une topologie, on <lira qu'une E-categorie 
scindee «est» un faisceau de categories s'il en est ainsi du prefaisceau 
de categories qu'elle definit. 

1.9.4. Terminons par une remarque qui nous sera utile dans plusieurs 
demonstrations. D'apres les generalites sur les prefaisceaux d'ensembles 
munis de structures algebriques [SGA 4 II 5.3], la donnee d'un pre
faisceau de categories equivaut a celle d'une categorie de la categorie 
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E des prefaisceaux d'ensembles sur E, c'est a dire d'un diagramme de E 
p 

X ==::::::m::::::=:::t Y ==='==:::t Z 
q 

tel que, pour tout VEOb(E), le diagramme 

p(V) 

X(V) m(V) ) Y(V) ==:":':s(V~)=:::t> z (V) 
q(V) b(V) 

(1) 

(2) 

definisse une categorie [s(V) et b(V) sont les applications source et but, 
p(V) et q(V) identifient X(V) a !'ensemble des couples de fleches com
posables et m(V) est !'application definissant la Joi de composition]. 
D'apres ce qui precede, une E-categorie scindee F s'interprete comme une 
categorie 

/t 2 (F)=====!/t(F)=====to6(F) (3) 

de E, ou o6(F), /t(F) et /t 2 (F) sont respectivement Jes prefaisceaux 
qui a tout SEOb(E) associent !'ensemble des objets, des fleches et des 
couples de fleches composables de la categorie fibre F8 . Moyennant 
quoi, un objet de F de projection SEOb(E) s'interprete comme un 
morphisme de prefaisceaux d'ensembles 

OU 17(S) est le prefaisceau represente par S. 

1.10. La categorie Lim(F/A) --

(4) 

Le lecteur trouvera la preuve des assertions qui suivent et des com-
plements importants dans [SGA 4 VI 2]. Soient X et A des categories 
et F une A-categorie. La composition avec la premiere projection de 
X x A induit un isomorphisme 

CartA(F, Xx A)~ Hom'(F, X) (1) 

ou la seconde designe la sous-categorie pleine de Hom (F, X) dont Jes 
objets sont Jes foncteurs qui transforment tout morphisme A-cartesien 
de F en un isomorphisme. A !'evidence, (1) est fonctoriel en F et X. 

Proposition 1.10.1. Pour toute A-categorie F appartenant a U ii 
existe une categorie Lim(F /A) appartenant a U et un foncteur --A.: F- Lim(F/A) tels que, pour toute categorie X la composition avec --A, induise un isomorphisme de categories 

Hom(Lim(F/A), X)~Hom'(F, X)~ CartA(F, Xx A). (2) -
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On exprime generalement la propriete universelle de Lim(F/A) en 
~ 

disant qu'elle s'obtient en inversant [es jleches A-cartesiennes de F. Par 
la <lite propriete universelle, a tout diagramme de (Cat) 

et a tout objet (resp. fleche) u de Cart0 (F, G) est associe un foncteur que 
l'on notera 

Lim(u/a): Lim(F/A)---* Lim(G/B), 
~ ~ ~ 

(3) 

(resp. un morphisme entre foncteurs 

.!d!!!(F/A) __ -1-_____. ~(G/B) (4) 

que l'on notera encore .!d!!!(u/a)). 
On notera done que Lim(F/A) est covariant, contrairement a 

]d!!!(F/A), (1.6.2.1 (1)). ~ 

Lemme 1.10.2. Soient F une A-categorie fibree, e un objet initial 
de A et i: F',,---* F le foncteur d'inclusion de la categorie fibre en e. Le 
compose Ji: F',,---*Lim(F/A), ou A est le morphisme structural de (1.10.1) 

~ 

est une equivalence. 

1.11. Adjoint d'un E-foncteur 

Proposition 1.11.1. Soient 

A ~B 
g 

deux E-foncteurs et soient 

U : g d ---* id B, V : id A ---* d g 

(1) 

(2) 

deux E-morphismes de E-foncteurs. Les conditions suivantes sont 
equivalentes: 

(i) u et v font deg un adjoint a gauche de d; 
(i bis) on a 

(ii) pour tout SEOb(E), si (gs, ds, us, vs) designent les foncteurs et 
morphismes de foncteurs induits par g, d, u et v sur les categories fibres 
en S, les morphismes us et Vs font de gs un adjoint a gauche de ds; 



30 Chapitre I. Categories fibrees et scindees 

(iii) pour toute E-categorie X et tout couple de E-foncteurs 

a: x~A, b: x~B, 

les applications (entre ensembles de E-morphismes de E-foncteurs) 

Hom(ga, b)~ Hom(dga, db)~ Hom(a, db) 

et 
Hom(a, db)~ Hom(ga, gdb)~ Hom(ga, b) 

sont des bijections inverses l'une de l'autre. 

(4) 

(5) 

(6) 

L'equivalence de (i) et (i bis) est la definition, [10, p. 340]. Une 
egalite entre E-morphismes de E-foncteurs se voit sur les categories 
fibres, done (ibis)= (ii). Prouvons que (ibis)= (iii). Par (1.2.1 (4)), 
pour tout xEHom(ga, b), on a 

(7) 

d'ou il resulte, en utilisant le seconde formule de (3), que le compose 
de (6) et (5) est l'identite de Hom(g a, b). Une formule analogue prouve 
que le compose de (5) et (6) est l'identite de Hom(a, db), done (ibis)= (iii). 

Entin (iii) = (i bis), car la premiere formule de (3), par exemple, 
s'obtient en prenant X =A, b=g, a=idA et x=ida. Notons pour terminer 
que la donnee de g, d et v tel que (5) soit bijectif determine u. 

Definition 1.11.2. On <lira qu'un E-foncteur d: B ~ A admet un 
£-adjoint a gauche s'il existe (g, u, v) verifiant Jes conditions de la pro
position precedente. 

Autrement <lit, un £-adjoint a gauche d'un E-foncteur est un adjoint 
a gauche qui est un E-foncteur, Jes morphismes d'adjonction u et v 
etant des E-morphismes. D'apres (iii), un tel adjoint est unique a 
E-isomorphisme unique pres. 

Corollaire 1.11.3. Soit d: B ~ A un E-foncteur cartesien, A et B 
etant des £-categories jibrees. 

(i) Pour que d admette un £-adjoint a gauche ii faut et ii suffit que, 
pour tout SEOb(E), le foncteur d5 : Bs~As induit par d sur les fibres 
en S admette un adjoint a gauche. 

(ii) Soit pour tout SEOb(E) un adjoint a gauche g5 de d5 , le mor
phisme d'adjonction etant Vs: id As~ d5 g5 . II existe un unique £-adjoint 
a gauche (g, u, v) de d tel que, pour tout S E0b (E), le foncteur (resp. 
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morphisme) induit par g (resp. v) sur les fibres en S soit egal a gs 
(resp. vs)-

1.11.3.1. La condition de (i) est necessaire d'apres (1.11.1); elle est 
suffisante d'apres (ii) que nous allons prouver. Montrons d'abord que 
d admet un adjoint a gauche. Par hypothese, pour tout SEOb(E) et 
tout aEOb(As), on a un objet gs(a)EOb(Bs) et un S-morphisme 

Vs(a): a- d(gs(a)), 

tel que, pour tout bEOb(Bs), l'application composee 

Homs(gs(a), b}- Homs(d(gs(a)), d(b))- Homs(a, d(b)) 

x-d(x) y- y · Vs(a) 

soit un isomorphisme. 
Prouvons que le couple (gs(a), Vs(a)) represente le foncteur 

B -(Ens), b """Hom(a, d(b)). 

(1) 

(2) 

11 suffit de prouver que, pour tout bEOb(B) et tout morphisme 
f: S - T de E, ou Test la projection deb, l'application com po see evidente 

Hom1 (gs(a), b)- Hom1 (d(gs(a)), d(b))- Hom1 (a, d(b)) (3) 

est bijective. Soit b' une image inverse de b par f Puisque d est E-car
tesien, d(b') est une image inverse de d(b) par J; et puisque d est un 
E-foncteur, il suffit de prouver que !'application composee evidente 

Homs(gs(a), b')- Homs(d(gs(a)), d(b'))- Homs(a, d(b')) (4) 

est bijective, ce qui est l'hypothese. 

1.11.3.2. Par un raisonnement bien connu, on en deduit qu'il existe 
un unique foncteur adjoint (g, u, v) de d tel que pour tout aEOb(A) 
on ait g(a)=gs(a) et v(a)=vs(a), ou SEOb(E) est la projection de a. 
11 reste a demontrer que g est un E-foncteur, ce qui resulte du fait que 
(3) est bijective, que v est un E-morphisme, ce qui est immediat, et que u 
est un E-morphisme, ce qui resulte du fait que (4) est bijective. 

Remarque 1.11.4. Sous les hypotheses de (1.11.3 (ii)), on dira que 
les adjoints gs des ds sont compatibles avec lesjoncteurs images inverses 
si g est E-cartesien. Cette condition n'est pas toujours verifiee comme 
on voit aisement; elle s'exprime evidemment sans faire usage explicite 
de g. Par ailleurs, on prendra garde que pour «echanger la gauche et 
la droite» dans le corollaire precedent il faut egalement remplacer 
cartesien par cocartesien et fibre par cofibre. 
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§ 2. Le changement de base et ses ad joints 

2.1. Notations 

2.1.1. Soit u: E-> E' un foncteur tel que E et E' appartiennent a 
U (cf. 1.7.1). Le lecteur notera l'analogie de ce qui va suivre (2.3 et infra) 
avec les trois foncteurs de [SGA 3 III§ 1]: 

u• 

E...-~"·~-E', 
u+ (1) 

chacun etant adjoint a gauche de celui est ecrit sous lui cependant que 
u 0 (F)=Fu. Bien entendu, E=Hom(E0 , U-ens) designe la categorie des 
U-prefaisceaux d'ensembles sur E. Nous remplacerons les lim et lim qui 
interviennent classiquement dans le calcul des adjoints ci-des~ par 
des Lim et des Lim prises sur les memes categories d'indices. Quant 

<-- ~ a celles-ci, pour etre a l'aise, fixons nos notations. 

2.1.2. Soit E' une categorie. Pour tout PeOb(E') et toute E'-categorie 
x: X-> E', on designe par X 1p la categorie dont les objets sont les (S, s), 
SeOb(X), seHomdx(S), P), les morphismes d'un (S, s) dans un (T, t) 
etant les aeHomx(S, T) tels que t x(a)=s. Si X et E' appartiennent a U 
il en est de meme de x/P. 

Si y: Y-> E' est une autre E' -categorie et m: X-> Y un E' -foncteur 
il en resulte un foncteur 

(1) 

qui est compatible avec les projections naturelles 

(2) 

c'est a dire verifie 
X y 

m·Sp=Sp·m/P. (3) 

Il est immediat que le carre commutatif de (3) fait de X 1p un produit 
fibre 

(4) 

ce qui, en prenant m=x, x: X ->E', donne une interpretation de X 1p, 
compte tenu de ce que E;p n'est autre que la categorie des objets de E' 
au dessus de P. 

Si maintenantf: P->Q est une fleche de E', elle definit un X-mor
phisme de categories scindees 

(5) 
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tel que, pour tout m: X - Y, on ait 

m;Q. Xlf= Yir m/P. (6) 

On notera que si: X 1p - X est muni d'un scindage, facile a expliciter, 
lequel est unique car les fibres de si sont des categories discretes. C'est 
done un changement de base discret au sens de [D 6.1]. 

2.1.3. Soit x: X - E' un foncteur. Pour tout objet P de E' on note 
X' P la categorie dont les objets sont les (S, s), S EOb(X), sEHome-{P, x(S)), 
les morphismesd'un objet(S,s) dansun autre (T, t)etantlesaEHomx(S, T) 
tels que x(a) s = t. Si X et E' appartiennent a U il en est de meme de X' P 

pour tout PEob(E'). On a un foncteur 

b~: X'P-x, b{(S,s)=S, (1) 

et, pour toute E' categorie y: Y - E' et tout E' -foncteur m: X - Y, un 
m-foncteur 

(2) 

Par ailleurs, si n: X - Yest un autre E'-foncteur, et si a: m - n est un 
E'-morphisme de E'-foncteurs, on a un m-morphisme de foncteurs 

a'P: m'P -n'P, a'P(S, s)=a(S), 

qui, par definition, verifie 

Enfin, pour toute fleche f: P- Q de E', on a un foncteur 

qui verifie 

(2 bis) 

(3) 

(4) 

(5) 

2.1.4. Si l'on applique la construction de (2.1.2) en prenant pour 
x: X - E' le foncteur identique d'une categorie E, on trouve que, pour 
tout SEOb(E), la categorie E18 que nous venons d'introduire est egale 
a la categorie des objets de E au dessus de S. Notre notation est done 
compatible avec celles que l'on adopte classiquement. 

2.2. Adjoint d'un 2-foncteur 

2.2.1. Un 2-foncteur (ou morphisme d'une 2-categorie A dans une 
autre B) [31, chap. VI, §1], est un couple forme d'une application 
u: Ob(A)-Ob(B) et d'une famille de foncteurs ux,/ Hom(x, y)
Hom(u(x), u(y)) indexee par les couples d'objets de A tel que 
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(i) pour tout xEOb(A) le foncteur ux,x applique le morphisme 
identique de x [qui est un objet de Hom(x,x)] sur celui de u(x) 

(ii) les ux, Y soient compatibles avec les foncteurs de composition 
relatifs a A et B. 

Un morphisme d'un 2-foncteur u: A--+ B dans un autre v: A--+ B 
est une famille mx, xEOb(A), d'objets mx: u(x)--+ v(x) de Hom(u(x), v(x)) 
telle que, pour tout couple (x, y) d'objets de A et toute fleche f de 
Hom(x,y) on ait 

(1) 

On peut aussi considerer des 2-morphismes mais nous n'en n'aurons 
pas besoin. 

Definition 2.2.2. Soit D: A--+ B un foncteur. Un 2-adjoint a gauche 
de D est un couple forme d'un 2-foncteur G: B-+ A et d'un morphisme 
de 2-foncteurs M: lB--+ DG, ou lB designe le 2-foncteur identique de B, 
tels que, pour tout (X, Y)EOb(A) x Ob(B), le foncteur compose 

HomA(G(Y), X) ~ HomB(DG(Y), D(X)) ~ HomB(Y, D(X)) (1) 

soit un isomorphisme, ou d=Da<n.x et ou m(a)=a * My. 

Le lecteur etendra sans peine aux 2-adjoints les considerations que 
!'on trouve par exemple dans [10], chap. 1, § 7. Signalons seulement 
que si (G, M) et (G', M') sont deux 2-adjoints de D ii existe un unique 
isomorphisme de 2-foncteurs J: G--+ G' tel que, pour tout Y E0b(B), 
on ait 

(2) 

Un tel J s'appelle un isomorphisme de 2-adjoints. 

2.2.2.1. Par passage aux ensembles d'objets dans l'isomorphisme 
(2.2.2 (1)), on voit immediatement qu'un couple de 2joncteurs 2-adjoints 
induit, sur /es categories sous-jacentes (i.e. obtenues par oubli des mor
phismes entre morphismes) uncouple defoncteurs adjoints. Cette assertion 
admet une reciproque. 

Proposition 2.2.3. Soient D: A-+ B un 2-foncteur, D': A'--+ B' le 
foncteur sous-jacent et 

G': B'--+A', M: idB,--+D'G', (1) 

un adjoint a gauche de D'. Les conditions suivantes sont equivalentes: 

(i) Pour tout X E0b(A) et tout YEOb(B) le foncteur (cf. 2.2.2 (1)) 

HomA(G'(Y), X)--+ HomB(DG'(Y), D(X))--+ HomB(Y, D(X)) (2) 

est pleinement fidele. 
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(ii) II existe un 2-foncteur (necessairement unique) G: B-+ A qui 
induit G' sur Jes categories sous-jacentes et qui est tel que M soit un 
morphisme de 2-foncteurs. 

De plus, sous ces conditions, (G, M) est un 2-adjoint a gauche de D 
(et (2) est un isomorphisme !). 

Preuve: Copier de [10, chap. I, §7, prop. 10]. Autrement <lit: un 
2-adjoint a gauche de D n'est pas autre chose qu'un adjoint a gauche 
du foncteur sous-jacent a D possedant la propriete (i). 

2.3. Les 2-foncteurs de changement de base 

2.3.1. Soit u: E-+ E' un foncteur tel que E et E' appartiennent a U. 
Jusqu'a 3.1 Jes 2-categories ffi6(E), Ycin(E) etc. seront prises relative
ment a U, (1.8 et 1.9). Soient F' et G' deux elements de Fib(E'), et soient 
f': F-+ F' et g': G-+ G' Jes premieres projections des produits fibres 
F = F' X E'E et G = G' X E'E. Par la propriete universelle du produit fibre 
(1.6.1 (ii)) on voit qu'il existe un unique foncteur 

((): CartE,(F', G')-+ CartE(F, G) (1) 

tel que pour toute fleche m de la premiere categorie on ait g' * (()(m)= 
m * f'. Par la meme propriete universelle, Jes foncteurs de (1) sont 
compatibles avec la composition, d'ou un 2-foncteur 

u~ib: ffi6 (E')-+ ff,·t (E), F' - F' x E'E. (2) 

Toujours d'apres (1.6.1), si F' est scinde ii existe un unique scindage 
sur F = F' x E'E tel que la premiere projection f: F-+ F' soit un 
u-morphisme de categories scindees et le foncteur (1) en induit un autre 

cr: ScinE,(F', G')-+ ScinE(F, G), 

d'ou un nouveau 2-foncteur, induit par u~ib: 

u~cin: Ycin(E')-+ Ycin(E). 

Enfin on designera par 

(3) 

(4) 

(5) 

le 2-foncteur associe a u~cin par oubli des scindages, autrement <lit le 
Compose {!)uJE · U~cin (1.9.2). 

Bien entendu, si v: E'-+ E" est un foncteur tel que E" appartienne 
a U, par transitivite du produit fibre, on a un isomorphisme canonique 
de 2-foncteurs 

(6) 
qui en induit un autre 

(7) 
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Theoreme 2.3.2. Soit u: E ~ E' un foncteur tel que E et E' appar
tiennent a u 

(i) Le 2-foncteur u~cin: Y'cin(E') ~ Y'a"n(E) admet un 2-adjoint a 
droite u~in et un 2-adjoint a gauche u:cin. 

(ii) Si les limites projectives finies existent dans E et si le foncteur: 
u: E ~ E' les respecte, le foncteur Sci n (E) ~ Sein (E') sous-jacent au 
2-foncteur u:cin commute aux limites projectives finies. 

(iii) Sous les hypotheses de (ii), si m: F ~ G est un morphisme de 
£-categories scindees et si m est i-fidele (1.5.1.1) (i=0, 1 ou 2) (resp. 
essentiellement surjectif) il en est de meme de u;cin (m). 

2.3.2.1. Regardant les categories scindees comme des prefaisceaux 
de categories (1.9.3), la construction bien connue (cf. par exemple 
[SGA 4 III 1.1]) nous fournit des adjoints a gauche et a droite du 
foncteur sous-jacent a u~cin_ Le present resultat ne jouant qu'un role 
tres accessoire dans la suite, contentons-nous de signaler que (i) resulte 
de ceci en utilisant (2.2.3). 

2.3.2.2. Toujours par (2.2.3), le foncteur sous-jacent a u;cin est adjoint 
a gauche du foncteur sous-jacent a u~cin_ Utilisant a nouveau la tra
duction en termes de prefaisceaux de categories, on prouve (ii) en 
appliquant [SGA 4 III 1.2]. 

2.3.2.3. Sous les hypotheses de (ii), !'adjoint a gauche u•: E ~ E' du 
foncteur u.: E' ~ E, u. (P) = P · u, commu_!e aux limites projectives 
finies. 11 transforme done une categorie de E (1.9.4 (1)) en une categorie 
de E'. D'apres [SGA 4 III 1.8 (3)], on en deduit que, si FEScin(E), la 
categorie de E' definie par la E'-categorie scindee u:cin(F) (1.9.4 (3)) est 
!'image par u• de la categorie de E definie par F, ce qui donne sous 
les hypotheses de (ii) un procede de calcul de u:cin que nous allons 
utiliser pour prouver (iii). 

2.3.2.4. Rappelons pour commencer qu'un foncteur est dit i-fidele 
s'il est fidele, pleinement fidele OU une equivalence selon que i = 0, 1 OU 2. 
Ceci dit, soit m: F ~ G un morphisme de £-categories scindees; reprenons 
pour Jes categories de E associees a F et G les notations de (1.9.4). On 
a un carre commutatif dans E 

fl(F) fl(G) 

l l (1) 

Ob(F) x Ob(F)------+ Ob(G) x Ob(G) 
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ou les fleches horizon tales sont definies par m: F---+ G et les fleches 
verticales par les applications source et but. De (1.5.1) il resulte que 
pour que m soit pleinement fidele [resp. fidele] il faut et il suffit que le 
carre (1) soit cartesien dans E [resp. induise un monomorphisme de fl(F) 
dans le produit fibre du diagramme obtenu en e>tant fl(F) de (l)]. En 
vertu de (2.5.2.3) ceci prouve (iii) pour i = 0 et 1 parce que u• commute 
aux limites projectives finies. 11 reste a prouver que si m est essentiellement 
surjectif il en est de meme de u;c;0 (m). Or la condition portant sur m 
signifie qu'un certain morphisme de prefaisceaux d'ensembles dont la 
source et le but sont definis par limites projectives finies a partir de 
ob(F), ob(G) etc. est un epimorphisme (dans £). D'ou la conclusion car 
u• transforme epimorphismes en epimorphismes, puisque c'est un 
adjoint a gauche. 

2.4. Les adjoints de (!)utfu 

2.4.1. Le foncteur u~ih n'admet pas, en general, d'adjoint a gauche. 
En effet, en prenant pour E' la categorie 0---+ 1, pour E la sous-categorie 
dont !'unique objet est 1, et pour u le foncteur d'inclusion, on voit que 
le <lit adjoint ne peut «etre defini» en l'objet final de Fib(E). Par ailleurs, 
nous avons construit dans [D 4] un adjoint a droite, mais en supposant 
que u soit cofibrant. Au numero suivant nous tournerons ces difficultes 
en utilisant les resultats du present numero et en nous contentant d'une 
propriete moins forte que la propriete universelle que verifient des 
foncteurs adjoints. 

Theoreme 2.4.2. Soit u: E---+ E' un foncteur tel que E et E' appar
tiennent a U. 

(i) Le 2-foncteur (!)utfu de (2.3.1 (5)) admet un 2-adjoint a gauche 
(2.2.2). Le 2-foncteur sous-jacent est note 

<§auu: ffi{J(E)---+9"a"n(E') 

et le morphisme de 2-foncteurs est note 

gauu: 1.li",~(E)---+ (!)u{Ju · <.iau,,. 

(1) 

(2) 

(ii) Pour toute FEFib(E) et toute F'EScin(E'), si l'on pose F 0 = 
(!)u6u·<§auu(F) et <p=gauu(F), alors <p: F---+F0 est un E-foncteur car
tesien et le foncteur compose 

est un isomorphisme, ou w est induit par (!)utfu et <p' par la composition 
avec <p. 

On notera que (ii) n'est que l'explicitation de la definition. 
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2.4.2.1. On construit C§aau(F), FEFib(F), en posant, pour tout 
PEOb(E') 

C§aa)F)(P)=Lim(F"P/E"P), (2.1.3) et (1.10), (1) 
~ 

et pour toute fleche f: P---> Q de E' 

(2) 

cf. (2.1.3 (4)) et (1.10 (3)). II est immediat que (1) et (2) definissent un 
prefaisceau de categorit:s sur E', autrement <lit une E'-categorie scindee 
C§aa)F). Vu la fonctorialite en F de F"P (2.1.3 (2 bis)), et de Lim (1.10 (4)), 
on obtient ainsi le 2-foncteur C§aau annonce dans (1). ~ 

2.4.2.2. Pour decrire gauu, il faut associer a toute FEFib(E) un 
E-foncteur cartesien q>=gauu(F), q>: F--->F0 , ou l'on a pose F0 = 
@at.u · C§aau(F). Nous nous contenterons, pour tout SEOb(E), de 
decrire le foncteur 

induit par q> sur les categories fibres en S. Pour cela on note d'abord que 
le carre 

F <--- F' S' 

l l 
E<---E" 8 ' 

est cartesien moyennant quoi bf: p,s·---> F induit un isomorphisme 

(2) 

sur les categories fibres en a= (S, s), aEOb(E" 8 '), et en S, car b~' (a)= S. 
On prend alors pour <t>s le compose 

Fs ~ (F"s'),, ~ p,s· ~ ~(F"s'/E"s'), (3) 

ou z est le foncteur d'inclusion de la categorie fibre et ou A est le mor
phisme structural, cf. (1.10). II est aise d'achever la construction de 
q> = gauu(F) et de verifier que l'on obtient un morphisme de 2-foncteurs 
gauu. 

Corollaire 2.4.2.3. Sous les hypotheses de (2.4.2), si u: E---> E' est 
pleinement fidele, pour toute FEFib(E) le E-foncteur cartesien gauJF) 
est une equivalence. 

En effet, d'apres (1.5.1), il suffit de verifier que les <t>s de (2.4.2.2 (1)) 
sont des equivalences. Or l'hypothese faite sur u implique que a est 
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objet initial de E's. Par suite, dans (2.4.2.2 (3)), le compose A z est une 
equivalence d'apres (1.10.2). 

2.4.2.4. Pour prouver le theoreme (2.4.2), ii reste a prouver (ii). 
Sachant que '§au.est un 2-foncteur et gau. un morphisme de 2-foncteurs, 
ii suffit pour cela de trouver, pour tout F'EScin(E'), un E'-morphisme 
de categories scindees d: F~ ~ F', F~ ={§au.· (!)utf.(F'), tel que le 
compose 

ou g = gau.(@ut.(F')), qui est un E-foncteur cartesien, soit le foncteur 
identique de @ut.(F'). Nous nous contenterons de definir d, c'est a dire 
Jes foncteurs 

d(P): F~(P)~ F'(P), PEOb(E'), 

laissant les verifications au lecteur. Posant F" = F' x E'E, on a F~ (P) = 
Lim(F""P/E"P), Par la propriete universelle de Lim (1.10) d(P) cor
respondra a un (E"P)-foncteur cartesien F""P ~ F'(P) x (E"P). Pour 
definir ce dernier, nous choisirons meme un morphisme de categories 
scindees, ou encore, du point de vue prefaisceaux de categories sur E"P, 
un morphisme 

b(P): F""P ~F'(PY, 

ou l'exposant c designe le prefaisceau constant. Or, pour tout (S, s)E 
Ob(E"P), s: P ~ u(S), on a 

F""P(S, s)=F'(u(S)). 
On posera 

b(P)(S, s)=F'(s), F'(s): F'(u(S))~F'(P). 
C.Q.F.D. 

Corollaire 2.4.3. Soit E une categoric element de U. Pour toute 
FE Fib (E), il existe une E-categorie scindee LF et un E-foncteur cartesien 

LF: F~ LF 
tels que 

(i) pour toute E-categorie scindee G le foncteur 

ScinE(LF, G)~ CartE(F, G), m~m, LF, 

est un isomorphisme, 

(1) 

(2) 

(ii) LF est une £-equivalence et, pour toute E-categorie scindee, 
!'inclusion ScinE(LF, G)c CartE(LF, G) est une equivalence. 

Resulte de (2.4.2 (ii)) et (2.4.2.3); on calcule LF par (2.4.2.1) et 
(2.4.2.2), en notant qu'ici E"P est la categoric des objets de Eau dessous 
de P. On <lira parfois que LF est la categorie scindee libre associee a F. 
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Theoreme 2.4.4. Soit u: E-----> E' un foncteur tel que E et E' appar
tiennent a u. 

(i) Le foncteur @ut.de (2.3.1 (5)) admet un 2-adjoint a droite (2.1.2). 
Le 2-foncteur sous-jacent est note 

et le morphisme de 2-foncteurs sous-jacent est note 

dr.: (!)u6.·~-i.----->id9'.t(EJ· 

(1) 

(2) 

(ii) Pour toute FE Fib (E) et toute F' E Scin(E'), posant F* = ~-i.(F) x 
E'E etf =dr.(F), f: F*----->F, le foncteur compose 

ScinE,(F', ~-i.(F))~ CartE(@u6.(F'), F*)_____T_____, CartE(@ut.(F'), F) 

est un isomorphisme, ou w est induit par (!Jut. et <p par la composition 
avec f 

On notera que (ii) n'est que l'explicitation de la definition d'un 
2-adjoint. 

2.4.4.1. Soit PEOb(E'). La propriete universelle appliquee a la 
E'-categorie scindee E;p de (2.1.2) fournit un isomorphisme canonique 

(1) 

car d'une part Pest objet final de E;p et d'autre part, (1.6.3 (4)) s'applique 
ici, ce qui assure que ~i.(F)(P) est canoniquement isomorphe a 
ScinE,(E;p, ~-i.(F)). On notera que, puisque tous Jes morphismes de 
E1p sont E-cartesiens, on a un isomorphisme canonique 

(2) 

Vu la fonctiorialite de E/P en P, (2.1.2 (5)), la formule (1) fournit un 
procede de calcul de ~-i.(F) et ii est evident que !'on obtient ainsi une 
E'-categorie scindee ~i.(F) d'ou un 2-foncteur ~i •. 

2.4.4.2. Soit FEFib(E), soit f=dr.(F), F*=@u6.·~-i.(F), f: F*----->F. 
Nous decrirons seulement l'action de f sur !es categories fibres en 
SEOb(E). Posant S'=u(S), ona 

F*(S)= ~i.(F)(S')= CartE(E/S', F). 

L'image de l'objet a= (S, ids,) de E,s· par le foncteur sf: E,s·-----> E de 
(2.1.2 (2)) n'est autre que S. Ceci permet de prendre pour j~ le foncteur 
« valeur en a»: 

(1) 
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Apres definition complete de ;; on verifie que l'on a obtenu le 
morphisme de 2-foncteurs annonce dans (2.4.4 (2)). 

2.4.4.3. On notera-que, si u est pleinement fidele, pour toute FE Fib (E), 
le foncteur dru(F) est une equivalence car ii en est ainsi de sa restriction 
aux categories fibres puisqu'alors a est objet final de E1s,. 

2.4.4.4. On acheve la preuve de (2.4.4) comme celle de (2.4.2). On 
notera que si E=E' et u=idE, on a deja donne dans [D 5] la theorie 
de ~,;,". Nous reprendrons les memes notations et resumerons les 
resultats y relatifs. 

Corollaire 2.4.5. Soient E une categorie et u le foncteur identique 
de E. Pour toute FEFib(E) on appelle E-categorie des sections car
tesiennes de F et on note SF la E-categorie scindee ~iJF). Le E-foncteur 
cartesien dru(F) est note 

vF: SF----->F. (1) 

C'est une equivalence. II est meme surjectif sur les objets. Pour toute 
GEScin(E), le foncteur 

ScinE{G, SF)--> CartE(G, F), m .-v F · m, (2) 

est un isomorphisme. 

2.4.5.1. Le compose LF · v F: SF--> LF n'est pas, en general, un 
morphisme de categories scindees. (Pour LF: F-----> LF, voir 2.4.3.) 

2.5. Les 2-foncteurs u;ib et uijb 

2.5.1. Soit u: E-----> E' un foncteur tel que E et E' soient elements 
de U, fixe jusqu'a la fin de ce numero. On designera par 

(1) 

le 2-foncteur compose u;ib = (!)ulJE, ·'§au"; on ecrira aussi u• si l'on ne 
peut faire de confusion. On designera par 

g · 1 -----> ufib · u• 
u • !J-it(E) • fib 

(2) 

le morphisme de 2-foncteurs defini par 

Le couple (u•, gu), qui se calcule par (2.4.2.1) et (2.4.2.2), se trouve ainsi 
defini a isomorphisme unique pres, cf. (2.1.2) et (2.4.2), ce qui n'apparait 
pas sur la propriete suivante. 
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Theoreme 2.5.2. Pour toute FEFib(E) et toute F'EFib(E') le foncteur 
compose 

est une equivalence de categories, ou u. (F') = F' x E'E, ou F0 = u. u• (F) = 
u.(F) x E'E et ou vest induit par u. et y par la composition avec g.(F). 
De plus, si !'on note p la premiere projection de F 0 = (u·(F)) x E'E, et 
si !'on pose 

(2) 

alors g~(F) est un u-foncteur cartesien et le foncteur 

Cartu(g~(F), F'): CartE,(u•(F), F')-----> Cart.(F, F') (3) 

est une equivalence de categories. 

On notera que (1) et (3) sont des equivalences simultanement en 
vertu de (1.6.1 (ii)). Prouvons que (3) est une equivalence et pour cela 
considerons la categorie SF' des sections cartesiennes de F', (2.4.5). 
Le carre 

dans lequel Jes foncteurs verticaux sont induits par la composition avec 
v F': SF'-----> F' et Jes foncteurs horizontaux par la composition avec 
g~(F): F----->u·(F), est commutatifpar (1.4(4)). De plus, yest un isomor
phisme par (2.4.5), vest un isomorphisme par (2.4.4(ii)) et (1.6.l(ii)), 
car g~(F)=p -g.(F), et enfin v' est une equivalence par (1.5 (iii)) car 
v F' en est une. D'ou la conclusion. 

Corollaire 2.5.2.1. Supposons que Jes produits fibres finis existent 
dans E et que le foncteur u: E-----> E' Jes respecte. 

(i) Si F=limF; est une limite projective d'objets de Fib(E), indexee 
+--

par une categorie finie le E' -foncteur cartesien nature! 

(1) 

est une £'-equivalence. 
(ii) Si m: F-----> Gest un E-foncteur cartesien i-fidele (1.5.1.1), (i=O, 

1 ou 2), son image u;ib(m) est i-fidele. 

2.5.2.2. Vu Jes problemes universels que resolvent ces objets, on a 
un E'-isomorphisme canonique de categories scindees 

(2) 
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qui est un isomorphisme entre 2-foncteurs de ffei6(E) dans Y'cin(E') et 
qui, par oubli des scindages, fournit un isomorphisme de 2-foncteurs 
de ffei6(E) dans ffei6(E') 

(3) 

11 est immediat que le foncteur Ou b" sous-jacent au 2-foncteur (!)u6" 

commute aux limites projectives quelconques (1.8.2 (iii)) et (1.9.4). Par 
ailleurs, le foncteur sous-jacent a u:cin commute aux limites projectives 
finies (2.3.2 (ii)). Enfin, puisque LF: F--+ LF est une £-equivalence et 
un morphisme de 2-foncteurs ii est clair que le morphisme nature! 
(de categories scindees) LF ~ £!!!(L(F;)) est une £-equivalence. On 
en deduit (i) en utilisant le fait que u:cin (.~.) est une £-equivalence 
(2.3.2 (iii)). 

2.5.2.3. Vu l'isomorphisme (3), pour prouver (ii) il suffit de remarquer 
que LF: F--+ LF est une £-equivalence, done que L(m) est i-fidele et 
d'appliquer (2.3.2 (iii)). On notera que, pour i = 2, !'assertion resulte 
trivialement du fait que u;ib est un 2-foncteur (prendre un quasi-inverse 
de m). On n'a pu appliquer ce raisonnement pour prouver (2.3.2 (iii)) 
pour i = 2 car si m: F--+ G est un morphisme de categories scindees et 
une £-equivalence il n'existe pas forcement de quasi-inverse qui soit 
un morphisme de categories scindees. 

2.5.3. Sous Jes hypotheses de (2.5.1), on designe par 

(1) 

ou encore par u+, le compose (!)u6E, · ~tu, (1.9.2) et (2.4.4 (1)) c'est un 
2-foncteur. On designera par 

d . fib + "d 
u • U• Ufib--+ l :Fid(E) (2) 

le morphisme de 2-foncteurs defini par 

d.(F)=dru(F), d.(F): u.u+(F)--+F, FEFib(E), (3) 

cf. (2.4.4 (2)). Le couple (u+, dJ, qui se calcule par (2.4.4.1) et (2.4.4.2), 
se trouve ainsi defini a isomorphisme unique pres, ce que n'assurerait 
pas le propriete que voici. 

Theoreme 2.5.4. Soit u: E--+ E' un foncteur tel que E et E' appar
tiennent a U. Pour toute FEFib(E) et toute F'EFib(E') le foncteur 
compose 
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est une equivalence, ou F 1 =u.u+(F)=u+(F)xE,E, ou F~=u.(F')= 
F' x E'E, ou v est induit par le 2-foncteur u., (2.3.1 (2)), et ou f> est induit 
par la composition avec du(F): u. u + (F)-+ F. 

2.5.4.1. On prouve ce theoreme comme (2.5.2), mais cette fois, en 
appliquant (2.4.4 (ii)) a F et LF' et (2.4.3). 

2.5.4.2. Soit F' EFib(E'). En appliquant le theoreme a F' et a F=u.(F'), 
on trouve qu'il existe un E' -foncteur cartesien 

et un E-isomorphisme i entre E-foncteurs cartesiens 

u. u+ u.(F') 

u.(f) / /~du(u.(F')) 

/ ij \. 
U• (F') idu.(F') U• (F') 

le couple (f, i) etant unique a isomorphisme unique pres. 

Coro Ilaire 2.5.5. Soit FE Fib (E). 
(i) Pour toute E'-categorie fibree en groupoides X', le foncteur 

(2) 

~(u+(F) x E,X'/X')-+ ~(F x EX/X), X =X' x E,x, (1) 

induit par le changement de base X-+ X' (1.6.2.1 (l))et par la composition 
avec du(F) est une equivalence. 

(ii) Pour toute E'-categorie discrete X' [c'est a dire scindee a fibres 
discretes] !'inclusion 

~(u+(F) x E,X'/X')c~(u+(F) x E,X'/X') (2) 

de (1.1.5 (4)) est une equivalence et le compose de (2) et de (1) 

~(u+(F)xE,XJX')-+~(FxEX/X), X=X'xE,X, (3) 

est un isomorphisme. 

Via l'isomorphisme ( 1.6.3 (2)), le foncteur (1) s'identifie a !'equivalence 
(2.5.4 (1)). De meme, via l'isomorphisme ( 1.6.3 (4)), le foncteur (3) s'identifie 
a l'isomorphisme de (2.4.4 (ii)). D'ou le corollaire. 

Proposition 2.5.6. Soient E " E' deux foncteurs tels que v soit adjoint 
u 

a gauche de u et tels que E et E' appartiennent a U. 
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(i) On a un isomorphisme canonique de 2-foncteurs entre !»tv et le 
2-foncteur compose 

.o/'it/(E') ~ .9'cin(E') u:cin .9'cin(E). (1) 

(ibis) Pour toute F'EFib(E') on a un isomorphisme canonique de 
£-categories scindees 

v+(F')~u.(SF'), u.(SF')= SF' x E'E, (2) 

et une E-equivalence de categories fibrees 

v+(F')-F' x E'E. (3) 

(ii) On a un isomorphisme canonique de 2-foncteurs entre <§aau et le 
2-foncteur compose 

.o/'£0t5(E)~ .9'a"n(E) v~cin .9'a"n(E'). (4) 

(ii bis) Pour toute FE Fib(E) on a un isomorphisme canonique de 
E' -categories scindees 

u•(F)~v.(LF), v.(LF)= LF x EE', 

et une E' -equivalence de categories fibrees 

FxEE'~u·(F). 

2.5.6.1. Par la formule d'adjonction entre u et v 

HomE(v(X'), x)~ HomE,(X', u(X)), 

(5) 

(6) 

(7) 

ou X' EOb(E'), X EOb(E), on trouve, pour tout X EOb(E), un E'-iso
morphisme de categories 

qui est fonctoriel en X. D'ou des isomorphismes 

CartE,(E;u<X>• F)~ CartE,(E;x,, F) 

qui d'apres (2.4.5) et (2.4.4.1) s'ecrivent 

SF' (u(X))~ f»tv(F')(X)~ v+ (F')(X). 

Etant fonctoriels en X, ils definissent un E-isomorphisme 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

qui n'est autre que (2), ecrit autrement. Par les formules de commutation 
de (1.4 (4)), il est immediat que (11) definit l'isomorphisme de 2-foncteurs 
annonce dans (i). Pour achever la preuve de (ibis), il suffit de composer 
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l'isomorphisme (2) avec la £-equivalence 

u. (v F'): u. (SF')---> u. (F') 

deduite par le changement de base u: E---> E' de l'equivalence de categories 
v F': SF'---> F', (2.4.5). 

2.5.6.2. On prouve de meme (ii) et (ii bis), en se reportant aux formules 
de definition de L F et de u• (F). 

Proposition 2.5.7. Soient E v E' deux foncteurs tels que E et E' u 
appartiennent a U et soit m: idE' ~ u v un morphisme de foncteurs qui 
fasse de v un adjoint a gauche de u. Supposons que u soit pleinement 
fidele. 

(i) Pour toute E'categorie fibree F' les conditions suivantes sont 
equivalentes: 

(a) ii existe une E-categorie fibree Fet uneE'-equivalence F'~v.(F); 
(b) pour tout X' eOb(E'), le foncteur image inverse F,,v(X'l---> FX' 

attache a m(X'): X'--->uv(X') est une equivalence; 
(c) pour tout clivage c de F', la foncteur naturel v.u.(F')--->F' 

[D 1.17] est une £'-equivalence. 
(ii) Si F' et G' sont deux E' -categories fibrees et si F' verifie (i)(a), le 

foncteur induit par le changement de base u 

CartE,(F', G')---> CartE(u.(F'), u.(G')) (1) 

est une equivalence de categories. 
(iii) Si F et G sont deux £-categories fibrees, le foncteur induit par le 

changement de base v 

(2) 

est une equivalence. 

2.5.7.1. Par construction, le foncteur v. u.(F')---> F' de [D 1.17] induit 
sur les fibres en X' le foncteur image inverse attache a m(X'), done (b) 
equivaut a (c). Par ailleurs (c) entraine (a). Enfin (a) entraine (b), car 
l'image de m(X') par v est un isomorphisme, puisque u est pleinement 
fidele. Ce qui prouve (i). 

2.5.7.2. Prouvons (ii). On peut evidemment remplacer F' par une 
categorie E'-equivalente et done supposer que F' = v. ( LF), ou F est une 
E-categorie fibree; en effet, LF est E-equivalente a F, (2.4.3 (ii)). D'apres 
(2.5.6 (ii bis)), on peut done supposer que F' = u•(F), FE Fib(E). Mais 



§ 2. Le changement de base et ses adjoin ts 47 

alors, puisque u est pleinement fidele, le foncteur F ~ u. u• (F) est une 
£-equivalence (2.4.2.3), done (1) est une equivalence, d'apres la «propriete 
universe Be» de u· (F) (2.5.2 (1)). 11 reste a prouver (iii). D'apres (ii), il 
suffit de montrer que le compose de (2) et du foncteur induit par le 
changement de base u 

CartE.(v.(F), v.(G))~ CartE(u. v.(F), u. v.(G)) 

est une equivalence de categories. Par transitivite du changement de 
base, ce compose est induit par le changement de base vu: E ~ E et 
celui-ci est isomorphe a idE car u est pleinement fidele, d'ou la conclusion, 
en invoquant a nouveau [D 1.17] si l'on y tient. 

Remarque 2.5.8. Soit u: E ~ E' une equivalence de categories. Un 
quasi-inverse de u est evidemment un adjoint a gauche ce qui permet 
d'appliquer la proposition precedente; on notera que Jes conditions de (i) 
sont toujours verifiees car m est ici un isomorphisme. 

2.6. Les prefaisceaux de S-morphismes 

2.6.1. La categorie fibree des prefaisceaux 

2.6.1.1. Soient E une U-categorie, E= Hom(E0 , U-ens) la categorie 
des U-prefaisceaux d'ensembles sur E et 

11: E~E, 11(S)=Hom(*,S), (1) 

le foncteurhabituel, [ramenedans U grace au symbole r,cf. [SGA 4 I 1.3]]. 
Puisque Jes produits fibres finis existent dans £, la E-categorie FL(£) des 
fleches de E [dont Jes objets de projection P sont Jes fleches P' ~ P 
de £] est fibree sur E. On designe par 

PREF(£) (2) 

la E-categorie fibree qui s'en deduit par le changement de base 11 et on 
l'appelle categoric fibree des U-prejaisceaux d'ensembles sur E. Par 
definition, sa fibre en SEOb(E) est canoniquement isomorphe a 

(3) 

2.6.1.2. Soit maintenant 

(1) 

la E-categorie scindee obtenue en associant a tout PEOb(E) la categorie 
(E!P( des U-prefaisceaux d'ensembles sur la categor~e E!P obten~e par 
le procede de (2.1.2) a partir du foncteur 11: E~E et PEOb(E). Le 



48 Chapitre I. Categories fibrees et scindees 

foncteur image inverse relatif a une fleche m: P - Q de E est defini par 
la composition avec le foncteur 

E1m: E/P-EIQ 

decrit dans (2.1.2 (5)). On a un E-foncteur 

Fl(£)- PREFSCJN+(E), (X/P)vv-.Homp(*,X), (2) 

qui est cartesien, cette assertion triviale signifiant que le foncteur image 
inverse de Fl(£) relatif a une fleche m: P - Q de £, qui n'est autre que 
(Q'/Q)vv-.(Q'x QP/P) s'interprete comme le foncteur obtenu par composi
tion avec E1m. 

Lemme 2.6.1.3. Soit E une U-categorie. Le foncteur (2) est une 
£-equivalence de categories. 

D'apres (1.5.1), il suffit de prouver que les foncteurs induits sur les 
fibres en PEOb(E) 

(1) 

sont des equivalences. Ils sont pleinement fideles par une consequence 
triviale du fait que 1J: E - E l'est. Supposons pour commencer que E 
appartienne a U. 11 en resulte immediatement que la source et le but de 
(1) sont des U-topos. Par ailleurs, vu le calcul des limites inductives et 
projectives dans une categorie de prefaisceaux, et le fait que les premieres 
sont universelles, il est immediat que (1) commute aux limites inductives 
et projectives quelconques. D'ou la conclusion dans ce cas, en nota.it 
que les objets 11(S) ~ P, (S, s)EOb(Etp) forment une U-famille de 
generateurs topologiques de E/P dont l'image par (1) est la famille de 
generateurs formee par les prefaisceaux representes par les (S, s). Si l'on 
suppose seulement que E est une U-categorie, on introduit un univers V 
auquel appartient E, avec U EV, et on note que si P' - Pest un morphisme 
de V-prefaisceaux tel que P soit un U-prefaisceau et tel que Homp(*, P') 
soit un U-prefaisceau sur E/P alors P' est isomorphe a un U-prefaisceau. 
On trouvera dans [SGA 3 I 1.4.1], une construction d'un foncteur quasi
inverse de (1) lorsque P est representable qui se generalise aisement au 
cas present. 

2.6.1.4. On designera par 

PREFSCIN (E) (1) 

la E-categorie scindee deduite de PREFSCJN+(£) par le changement de 
base 1J: E - E. Comme on a des isomorphismes canoniques evidents 

(2) 
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elle est E-isomorphe a la E-categorie scindee 

S.-(E18(. 

Le lemme precedent fournit une £-equivalence 
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(3) 

PREF(E)--+PREFSCIN(E), P.-Hom~<s>(*,P), (4) 

qui, sur les fibres, fournit les equivalences habituelles 

(5) 

le fait que (4) est E-cartesien resumant les compatibilites que l'on trouvera 
en detail dans [SGA 3 I 1.6]. 

2.6.1.5. Le foncteur Fl(17): Fl(E)--+ Fl(.E) definit un E-foncteur cartesien 
pleinement fidele 

Fl(E)--+ PREF (E) (1) 

dont le compose avec (2.6.1.4 (4)) n'est autre que 

Fl(E)--+ PREFSCIN (E), (X /S) .-Hom5 ( *, S), (2) 

autrement <lit induit sur les fibres les foncteurs classiques E15 --+ (E15(. 

2.6.2. Prefaisceaux Hom5 (x, y) dans une categorie scindee 

2.6.2.1. Soit F une E-categorie scindee, F et E elements de U. Pour 
tout S E0b(E) et tout couple (x, y) d'objets de F5 , nous considerons le 
prefaisceau sur E15 

Hom5 (x, y) (1) 

qui, pour tout ob jet f: T--+ S de E15 , vaut 

Hom5 (x, y) (f)=HomT(xf, yf), (2) 

ou xf et yf sont les images inverses de x et y par f. Puisque Fest scindee 
on obtient bien ainsi un prefaisceau sur E15 . On a evidemment une 
bijection canonique 

Hom5 (x,y)~I'(S, Hom5 (x,y)) 

et des accouplements 

(3) 

Hom5 (x, y) x Hom5 (y, z)--+ Hom5 (x, z); x, y, zE0b(F5) (4) 

qui par passage aux sections redonnent, grace a (3), la loi de composition 
de la categorie fibre F5 . 
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Pour toute fleche f: T -4 S de E et tout couple (x, y) d'objets de F8 on a 

(5) 

ou l'exposant f designe la restriction a E1r, i.e. le foncteur image inverse 
dans la categorie PREFSCIN(E) de (2.6.1.2 (1)). Entin, pour tout mor
phisme de categories scindees, u: F-4 G, tout SEOb(E), et tout couple 
(x, y) d'objets de F5 , on a un morphisme de prefaisceaux 

Hom8 (x, y)-4 Hom5 (u(x), u(y)) (6) 

qui, par passage aux sections, redonne !'action de u sur les fleches de F5 • 

2.6.2.2. En vertu de (1.9.4), une E-categorie scindee F determine une 
categorie de E. Si (x, y) est uncouple d'objets de Fs et si 

x,y-: 17(S)~o6(F) (1) 

sont les morphismes de prefaisceaux d'ensembles qui leur correspondent 
(1.9.4 (4)), on a un carre cartesien dans E 

Hom8 (x, y)----+/t(F) 

l l (s, b) (2) 

17(S) (x,vl o6(F) x o6(F) 

ou l'on garde les notations de (1.9.4) et ou la fleche verticale de gauche 
(de E) correspond par !'equivalence EMS)~ (E1s( (2.6.1.4 (5)) au 
prefaisceau Hom5 (x, y) sur E15 . 

2.6.3. Dans une categorie fibree 

2.6.3.1. Pour etendre cette construction a une E-categorie fibree F, 
on considere le foncteur lF: F-4 LF, ou LF est la E-categorie scindee 
libre associee a F, (2.5.3), et on pose 

Hom5 (x, y)= Hom5 (LF(x), lF(y)). (1) 

Par la propriete universelle de LF, on obtiendrait les memes prefaisceaux, 
a isomorphisme canonique pres, en remplai;:ant lF par un E-foncteur 
cartesien pleinement fidele f: F -4 F' tel que F' soit scindee. Grace a 
!'equivalence (2.6.1.2 (1)) il est possible de considerer Hom5 (x, y) comme 
un S-objet de E, ce que nous ferons souvent. 

2.6.3.2. Les proprietes etablies au numero precedent s'etendent 
immediatement et l'on a une bijection 

Hom5 (x, y)-----=:..+ r(s, Hom5 (x, y)), (1) 
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et des accouplements 

Homs(x, y) x sHoms(Y, z)-4 Homs(x, z), (2) 

qui par passage aux sections sur S redonnent la loi de composition de Fs. 
Si x' et y' sont des images inverses de x et y par un morphisme S' -4 S 
de E, on a un isomorphisme canonique (et non plus egalite) 

Homs(x, y) x sS'-4 Homs,(x', y') (3) 

«compatible» avec (1) et (2) en un sens evident. Enfin, si u: F-4F' est 
un E-foncteur cartesien, Lu: LF -4 LF' est un E-morphisme de categories 
scindees et l'on a un S-morphisme 

Homs(x, y)-4 Homs(u(x), u(y)) (4) 

qui, par passage aux sections, redonne l'action de u sur les categories 
fibres en S. 

2.6.3.3. Si F est munie d'un clivage c, on peut calculer Homs(x, y) 
sans recours a LF. II sutlit de copier la definition donnee dans le cas d'un 
scindage, en tenant compte des isomorphismes de transitivite de l'image 
inverse. Ainsi, pour F = Fl(E), si les produits fibres finis existent dans E 
et si on les a choisis, pour tout couple (x, y) de S-objets de E, (i.e. d'objets 
de Fs), on retrouve par ce procede le S-prefaisceau habituel Homs(x, y). 
On pourrait aussi le decrire sans choisir de produits fibres grace au 
foncteur (2.6.1.2 (2)). 

2.6.5. Effet d'un changement de base 

2.6.5.1. Soit u: E-> E' un foncteur tel que E et E' appartiennent a U, 
fixejusqu'a la fin de ce paragraphe. Soit SEOb(E), S'=u(S). On notera 

(1) 

le foncteur induit par la composition avec u1s: E1s->E;s,, cf. (2.1.2), et 

u; (resp. ut) (2) 

l'adjoint a gauche (resp. droite) du precedent, (2.1.1). 

2.6.5.2. Soit G' E Fib(E'). Posons G = u.( G') = G' x E'E. Pour tout 
SEOb(E), la premiere projection de G induit sur les categories fibres un 
isomorphisme Ps: Gs~ G~,, S' = u(S), et, par suite, a tout couple (x, y) 
d'objets de Gs correspond un couple (x', y') d'objets de G~ .. On a un 
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isomorphisme canonique 

Hom8 (x, y) ~ u8.(Hom8 .(x', y')) (1) 

qui, par passage aux sections redonne, via (2.6.3.2 (1)) l'action du foncteur 
Ps sur les fleches. Cela est clair: il suflit de regarder la definition des 
Hom8 (x, y). 

2.6.5.3. Soit FEFib(E), soit F·=u·(F) et soit gu(F): F-P-xE'E le 
morphisme structural, (2.5.1). Pour tout SEOb(E) et tout couple (x0 , y0 ) 

d'objets de F8 , notant (x, y) les images de (x0 , y0 ) par gu(F) et (x', y') les 
images de ceux-ci par l'isomorphisme 

Ps: (P-xE.E)8 ~(F·)s•, S'=u(S), 

[ qui sont aussi les images de (x0 , y0 ) par le u-foncteur cartesien g~(F): 
F - P-, cf. (2.5.2 (2))], le foncteur gu(F) induit un morphisme 

(1) 

qui, compte tenu de l'isomorphisme (2.6.5 (1)), et de la propriete d'adjonc
tion de Us et Us. definit Un morphisme 

u8(Hom 8 (x0 , y0 )) - Hom8 ,(x', y'). (2) 

Celui-ci est un isomorphisme, du moins si les limites projectives finies 
existent dans E et si le foncteur u: E - E' les respecte. 

En effet, dans ce cas, le 2-foncteur u!cin admet un 2-adjoint a gauche 
u:cin, {2.3.2 (ii)), et l'on a un isomorphisme canonique 

(3) 

comme le montrent les definitions et l'unicite du 2-adjoint. Puisque 
LF: F - LF est une equivalence, on voit aisement qu'il suffit de prouver 
que !'analogue de (2) obtenu en supposant F scindee et en remplac;ant 
Urib(F) par u;cin(F) est un isomorphisme. Or le foncteur sous-jacent au 
2-foncteur u:cin est un adjoint a gauche du foncteur sous-jacent a u!cin 
et se calcule par le procede general pour les prefaisceaux d'ensembles 
munis de structures algebriques [SGA 4 III 1.8] d'ou la conclusion (1.9.4). 

2.6.5.4. Soit FEFib(E), soit F'=u+(F) et soit du(F): F'xE.E-F le 
morphisme structural, (2.5.3). Soit SEOb(E), S'=u(S). A tout couple 
(x', y') d'objets de F~. est associe, par l'isomorphisme (F' x E.E)s ~ F~., 
un couple (x, y) d'objets de (F' x E.E)s dont l'image par du(F) est un 
couple (x0 , y0 ) d'objets de F8 . Le foncteur du(F) induit un morphisme 
de prefaisceaux sur E18 

(1) 



§ 3. Extension a E d'une E-categorie fibree 53 

qui, par (2.6.5.2 (1)) et la propriete d'adjonction de u; et de Us· definit un 
morphisme de prefaiseaux sur E1s· 

Homs.(x', y')---+ u; (Homs(x, y)). 

Celui-ci est un isomorphisme comme le montre le calcul de u+(F). 

§ 3. Extension a E d'une E-categorie fibree 

3.1. Univers 

(2) 

3.1.1. Jusqu'a la fin du chapitre suivant, nous fixons deux univers U 
et V verifiant U EV. Sauf mention expresse du contraire, pour tout 
U-categorie E, on posera 

E= Hom(E0 , U-ens) (1) 

et si !'on doit considerer !'analogue relatif a V on la designera par Ev. En 
revanche, les 2-categories .?F~·6(E), g;~-6(£), .'l'a:'n(E), .'l'a'n(E) et leurs 
ensembles d'objets seront relatifs a l'univers V, ce que !'on indiquera 
parfois par l'indice V: par exemple .?i-£'6(E)v-

3.1.2. Enfin, si E est une U-categorie, on designera par 

r,: E---+E, r,(S)(T)=Hom(T,S), (02.4) (1) 

le foncteur habituel, ramene dans U grace au symbole r comme dans 
[SGA 4 I 1.3]. 

3.2. L'extension canonique a E 
Convention 3.2.1. Soit E une U-categorie element de V. Pour toute 

E-categorie fibree 
f: F---+ E 

nous designerons par 
Fjp, PEOb(E), (1) 

la categorie obtenue en appliquant le procede de (2.1.2) au foncteur 
compose 

Si F = E, on trouve la categorie E1p dont les objets sont les (S, s), S EOb(E), 
sEHom(r,(S), P)=P(S). Elle s'identifie canoniquement a la E-categorie 
fibree associee par le procede de [SGA 1 VI 8)] ou de [D 5 (a)] au 
prefaisceau de categories S = P(S), ou !'ensemble P(S) est considere 
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comme une categorie discrete. D'apres (2.1.2 (4)), le carre ci-dessous est 
CQrtesien F 

F ~ Fp 

fl if/P, PEOb(E), (2) 

E ~ E/P Sp 

et, pour tout E-foncteur cartesien m: F ~ G le foncteur 

mJP: F;P ~ G1p, PEOb(E), (3) 

est un E/P-foncteur cartesien car il se deduit de m par le changement de 
base EJP~E. 

Nous considerons toujours F;P comme une EJP-categorie fibree grace au 
foncteur JJP: F;P ~ E1p, (2.1.2 (1)). 

Pour terminer, remarquons que l'on a un isomorphisme canonique 
de £-categories, fonctoriel en S, 

(4) 

ou E18 designe comme toujours la categorie de Eau dessus de S. 

Definition 3.2.2. Soit E une U-categorie appartenant a V. Soit IJ: 
E ~ E le foncteur de (3.2.1 (1)). 

(i) Pour toute FEFib(E), on appelle extension canonique de Fa Ela 
E-categorie scindee 

p+ =!:0i~(F), (2.4.4). (1) 

(ii) Pour tout E-foncteur cartesien m: F ~ G, on appelle extension 
canonique de m a E le morphisme de £-categories scindees 

Cette terminologie est justifiee par (3.2.3) et (II 3.3.5) ci-dessous. 

3.2.2.1. On rappelle que l'on a un E-foncteur cartesien 

(2) 

(1) 

et que, pour toute E-categorie scindee G on a un isomorphisme (2.4.4 (ii)) 

Scint(G, F+)~ CartE(G, F), f =dr~(F) · IJ.(F), (2) 

et pour toute E-categorie fibree G une equivalence (2.5.4) 
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3.2.2.2. P'apres (2.4.4.1), pour tout PEOb(E), on a 

(1) 

ou F;P est decrite par (3.2.1 (1)), le foncteur ~mage inverse F+(P)--+ F+(Q) 
correspondant a un morphisme Q --+ P de E etant defini par la composi
tion avec le foncteur naturel E1Q--+ E/P. 

Corollaire 3.2.3. Sous les hypotheses de (3.2.2), on a un isomorphisme 
canonique de £-categories scindees 

(1) 

ou SF est la categorie des sections cartesiennes de F, (2.4.5). Le compose 

(2) 

est egal a dr,,(E). C'est une equivalence de categories. Pour F variable, les 
morphismes (2) definissent un morphisme de 2-foncteurs. 

Par la propriete universelle de SF (2.2.5), la relation dr,,(F)=vF · i 
caracterise i. C'est un isomorphisme car, pour tout SEOb(E), le foncteur 

i(S): F+(r,(S))--+SF(S) 

s'identifie au foncteur CartE(El'l(Sl• F)--+ CartE(E1s, F) induit par l'iso
morphisme E1s ~ El'l(Sl de (3.2.1 (4)). La seconde assertion du corollaire 
resulte du fait que v F est une equivalence. On notera qu'il resulte 
maintenant de (2.2.5) que, pour tout PEOb(E), des deux foncteurs 

(3) 

le premier est un isomorphisme et le second une equivalence. 

Proposition 3.2.4. Soient Eun U-site element de Vet FEFib(E). 

(i) Soit P = lim P; une limite inductive dans E. Le foncteur naturel -F+(P)--+ lim F+(P;) est un isomorphisme. 
~ ~ 

(ii) F+est un faisceau de categories sur E pour la topologie canonique. 

En effet, (ii) resulte de (i) qui resulte de [D 1.11 (iii)] et de la formule 
(3.2.2.2 (1 )) car E1p est limite inductive des E1p,-

Grace a la notion de champs nous parferons au chapitre suivant la 
correspondance entre £-categories fibrees et £-categories fibrees. Des 
maintenant nous pouvons donner une propriete de stabilite: 
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Proposition 3.2.5. Soit E une U-categorie qui appartient a V. Soit 
(F, G) uncouple d'elenients de Fib(E). 

(i) Les foncteurs 

CartE(F, G)~ Scint(F+, G+)~ Cartt(F+, G+) (1) 

sont des equivalences, ou n' est induit par le 2-foncteur F """p+ et ou 1 
est l'inclusion canonique. 

(ii) On a un carre commutatif dont toutes les fleches sont des 
equivalences de categories 

(2) 

dans lequel n = 1 n', cf. (1), ou P est induit par le 2-foncteur F' """F' x tE = 
rr.(F') [ cf.(2.4.4(1))et(2.3.l (2))],et ou y = CartE(SF, vG),<p = CartE(vF,G), 
cf. (1.3.1) et (2.4.5 (1)). 

Prouvons (ii). Modulo l'identification de (3.2.2.2) on a p+ x tE = SF 
et la commutativite de (2) resulte du fait que dr., est un morphisme de 
2-foncteurs, cf. (2.4.4 (1)). Le compose y p est une equivalence par (2.5.4). 
Enfin, par (l.5.1), <p et y sont des equivalences car ii en est ainsi de v F et 
vG. D'ou (ii). Bien entendu, (i) en resulte. 

Corollaire 3.2.6. Soit m: F--> G un E-foncteur cartesien, FEFib(E), 
GEFib(E). Pour que m soit fidele, pleinement fidele ou une equivalence, 
ii faut et ii suffit qu'il en soit ainsi de m+: p+--> G+, son extension 
canonique a E. 

La condition est necessaire en vertu de la formule (3.2.2.2 (1)) et de 
(1.5.1). Elle est suffisante car m «s'identifie» au morphisme deduit de m+ 
par le changement de base rr: E--. E, (3.2.3), (1.5.1 (c)). 

3.3. La E-categorie CART(F, G) 

3.3.1. Soit E une U-categorie appartenant a V, fixee jusqu'a la fin de 
ce numero. La construction que nous allons indiquer sera utilisee 
constamment dans les demonstrations du chapitre IV. 

3.3.1.1. Soient F et G des E-categories fibrees appartenant a V. Pour 
tout PEOb(E), on pose 

(1) 
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cf. (3.2.1 (1)). Pourtoutefleche f: P-4 Q de E, ona par(2.l.2)un diagramme 
de categories dont les carres sont cartesiens par (2.1.2 (4)) 

F F11 F G G11 G 
IQ~ IP IQ+-------'--'--- IP 

~X/ (2) 

E IQ ~ EI P . 

Par la propriete universelle du produit fibre (1.6.1 (ii)) on en deduit un 
foncteur 

(3) 

qui, a tout objet (resp. fleche) q de la premiere categorie, associe l'objet 
(resp. fleche) p de la seconde caracterise par 

(4) 

3.3.1.2. On en deduit immediatement que (1) et (4) definissent une E
categorie scindee 

CART+(F,G). (1) 

De meme, si l'on prend les arguments Pet Q dans Ob(E), les formules (1) 
et (4) definissent une E-categorie scindee 

CART(F,G). (2) 

3.3.1.3. Si l'on suppose que Q est l'objet final de E, le diagramme 
(3.3.1.1 (2)) s'identifie a 

F +-- f';p G +-- GIP 

~X/ (1) 

ou les fleches horizontales sont les foncteurs source. Par la propriete 
universelle du produit fibre et par (1.6.3 (i)), on en deduit un isomorphisme 

(2) 

Par ces isomorphismes, pour toute fleche f: P -4 Q de E, le foncteur 
CART+(F, G)(f) de (3.3.1.1 (3)) s'identifie au foncteur 

(3) 

induit par la composition avec le E-foncteur F;1 : f';p-4f';Q (2.1.2(1)). 
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3.3.1.4. On a un isomorphisme canonique de £-categories scindees 

CART(F, G)~ CART+(F, G) x tE (1) 

car le foncteur '1: E----) E, etant pleinement fidele, induit des isomorphismes 
E1s~E/q(S) et ~s~F/q(S)· 

3.3.2. Remarquons que, si F, G et H sont trois £-categories fibrees 
on a un isomorphisme de £-categories scindees 

et un accouplement, induit par la composition des foncteurs cartesiens, 
qui est un morphisme de categories scindees 

CART+(F, G) x CART+(G, H)----)CART+(F, H). (2) 

En particulier, si F = E, comme on a visiblement 

CART+(£, G)=G+ et CART(E, G)=SG, (3) 

on trouve un accouplement 

(4) 

qui, par restriction a E, grace aux equivalences v F: SF----) F et v G: 
SG----) G, donne un accouplement 

G x CART(G, H)----) H (5) 

dont !'interpretation est evidente. 

Proposition 3.3.3. Soit u: F----) Gun E-foncteur cartesien, F, GE Fib(E). 
Pour toute XEFib(E) 

(i) si u est fidele (resp. pleinement fidele) ii en est de meme du E
morphisme de categories scindees 

(ii) Siu est une equivalence ii en est de meme de CART+(x, u) et de 

Les morphismes (1) et (2) sont induits, argument par argument par 
les foncteurs de composition de (1.3) et possedent Jes memes proprietes 
algebriques (1.4). Les assertions de l'enonce resultent de (1.5). 
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Proposition 3.3.4. Soient F et G deux £-categories fibrees. 
(i) Si P = lim P; est une limite inductive dans E le foncteur naturel 

~ 

(1) 

est un isomorphisme 
(ii) CART+(F, G) est un faisceau de categories sur E pour la topologie 

canonique. 

L'assertion (i) resulte de (3.3.1.3 (1)), car F1p est limite inductive des 
F/P, et l'on applique [D 1.11]. D'ou (ii). 

Proposition 3.3.5. Soient F et G deux £-categories fibrees. 
(i) On a des £-equivalences de categories 

CART(F+, G+)~CART+(F, G)~ CART(F, G)+. (1) 

(ii) Pour tout PEOb(E) le foncteur naturel 

CART+(F, G)(P)~ ~(CART{F, G)/P/E/P) (2) 

est une equivalence de categories. 
(ii bis) Pour tout PEOb(E), pour qu'il existe un E/P-foncteur cartesien 

x: Pip~ G1p il faut et il suffit qu'il existe une section cartesienne de 
CART{F, G) au dessus de E/P. 

(iii) Le foncteur 

CartE{F, G)~~(CART{F, G)IE) 

est une equivalence de categories. 

3.3.5.1. On notera que (ii bis) ne fait que commenter (ii) et que l'on 
deduit (iii) de (ii) en y prenant pour P l'objet final de E. Quant au foncteur 
de (2) c'est le compose du foncteur evident (voir les definitions) 

CART+(F, G)(P)~ ~(CART(F, G)/P/E/P) 

et de !'inclusion habituelle 

lim(X/A) ~ Lim(X/ A), (1.1.5 (4)). 
- <------

(3) 

(4) 

Or (3) est un isomorphisme en vertu de (3.3.4 (i)) car Pest limite inductive 
des 11(S), {S, s)EOb(Etp)- Par ailleurs, (4) est pleinement fidele d'apres 
(1.1.5). Les morphismes de (3) et (4) etant fonctoriels en P definissent 
un E-morphisme de categories scindees 

(5) 
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D'apres (1.5.1) nous venons de demontrer que TC est pleinement fidele. 
Nous montrerons plus loin que TC est une equivalence, ce qui prouvera 
aussi (ii). 

3.3.5.2. Auparavant notons que CART+(F, G) et CART+(SF, SG) 
sont E-equivalentes car Fest E-equivalente a SF et Gest E-equivalente 
a SG. Or il existe un morphisme de £-categories scindees 

(6) 

ou la premiere est obtenue en appliquant aux £-categories fibrees p+ 
et G+ la construction donnee plus haut pour des £-categories fibrees. 
Pour definir le morphisme fJ, nous devons decrire, pour tout PEOb(E), 
un foncteur 

Cartt/P(F1jt°, G1t,)-+ CartE/P(Sf;p, SGw)- (7) 

C'est le foncteur induit par le changement de base de Ewa E1p, (2.1.2 (4)), 
(3.2.2) et (3.3.1). D'apres (3.2.5 (i)), le foncteur fJ est une equivalence de 
categories. 

3.3.5.3. 11 nous reste a montrer que le foncteur (5) est une equivalence, 
sachant qu'il est pleinement fidele. D'apres (1.5.1 (c)), cela signifie que, 
pour tout PEOb(E), (2) est une equivalence. Pour simplifier les calculs, 
notons que l'on peut supposer que E = E1p, car on a un isomorphisme 
canonique de (E1p)-categories scindees 

CART(F, G)1p~CART(f;p, Gw), PEOb(E), (8) 

induit par les isomorphismes evidents 

(Ew);Q ~ E1Q,, PEOb(E), QEOb(Ew), (9) 

ou Q' est l'image de Q par Ew-+E. 

3.3.5.4. 11 nous reste a prouver que, pour toute section cartesienne 

E-+ CART(F, G), (10) 

il existe un E-foncteur cartesien k: F-+ G dont l'image par (2), (ou P= 
objet final de £), est isomorphe a (10). Par definition, (10) est essentielle
ment uncouple de fonctions dont l'une associe a tout SEOb(E) un objet 

ks: F;s-+ G (11) 

de CART(F, G)(S) et dont l'autre associe a toute fleche f: T-+ S de Eun 
E-isomorphisme de E-foncteurs cartesiens 

(12) 
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ce couple etant assujetti a verifier 

(13) 

pour tout couple U ~ T ~ S de fleches composables de E (3.3.1.1 (2)) 
et (3.3.1.3 (2)). 

3.3.5.5. Pour tout SEOb(E), on a un isomorphisme canonique 

(14) 

et un objet de Fis s'identifie done a un couple 

(x,f), (15) 

ou xEOb(F) et ou f E0b(E1s) (done f: T-+ S est une fleche de E) tel que 
la projection de x soit T. De meme, une fleche de Fis s'identifie a un 

(m, f, g) (16) 

ou m est une fleche de F et (f, g) une fleche de E1s, (c'est a dire essentielle

ment un couple U ~ T ~ S de fleches composables de E), la projec
tion de n etant egale a g. 

3.3.5.6. Definissons k: F-+ G, (cf. (10)). Posons 

k(x)= ks(x, ids), SEOb(E), xEOb(Fs), (17) 

ce qui definit k sur les objets. Soit m: y-+ x une fleche de F de projection 
f: T-+ S. Nous connaissons une fleche de G de projection f et de but 
k(x), a savoir ks(m, j), ou 

J =(idsJ), J: J-+ids, (18) 

designe, dans E1s, le morphisme final de source f La source de k8 (m, j) est 
k8 (y, f). Considerons l'objet (y, idr) de F;r; son image par F;f: F;r-+ F;s 
est (y, j'). L'isomorphisme uf definit done un T-isomorphisme de G 

Nous poserons 
uiy, idr): kr(Y, idr)-+ k8 (y,f). 

k(m)=k8 (m,j) · uAy, idr). 

(19) 

(20) 

La projection de k(m) est f, sa source est k(y) et son but est k(x). Si m 

est cartesien il est clair que (m,j) est cartesien relativement a E et a E18 • 

11 en est done de meme de ks(m,f), done aussi de k(m), car uf est un 
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E-isomorphisme. Si m=idx, alorsf =ids et il est immediat que k(m)= 
idk<x>. Il nous suffit de verifier que, pour tout couple x ~ y ~ z de 
fleches composables de E se projettant sur S ~ T ~ V, on a 

k(m n)=k(m) k(n). (21) 

Pour calculer le compose 

appliquons a la fleche (n, g): (z, g)----+ (y, idr) de F';r l'identite qui exprime 
que u I est un morphisme de foncteurs. On trouve 

u J(Y, idr) · kr(n, g) = k{ (n, g) · u f(z, g). 

Or k{=ks·F;J et F;in,g)=(n,f,g), d'ou 

k(m) k(n)=ks(m,j) ks(n,f, g) uiz, g) ug(z, idu) 

=ks(mn,fg) uf(z, g) ug(z, idu) 

car ks est un foncteur. La relation (13) donne alors 

(23) 

(24) 

(25) 

ce qui prouve (21 ), car F';g (z, idu) = (z, g). Les formules (17) et (20) definissent 
done un E-foncteur cartesien k: F----+ G. 

3.3.5.7. Il reste a demontrer que l'image de k dans ~ (CART(F, G)/E) 
est isomorphe a la section cartesienne (10) dont on est parti. Nous devons 
done trouver, pour tout SEOb(E), un E-isomorphisme (de E-foncteurs 
definis sur F';s a valeurs dans G) 

(26) 

tel que, pour toute flechef: T----+ S de E, le carre ci-dessous soit commutatif 
dans CART(F, G) (T) 

(27) 

3.3.5.8. Construisons as. Soit (y,f)EOb(F';s); on a f EFl(E), f: T----+ S 
et yEOb(Fr), (15). Posons 

as(y,f)=uJ(Y, idf). (28) 
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Puisque (y, idr) est un objet de F;r, 

u J(Y, idr): kr(Y, idr)- k{ (y, idr) 

est bien un T-isomorphisme de G qui s'ecrit 

as(y,f): ks(y,f)-ks(y,f), (26), (17). 
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(29) 

3.3.5.9. Montrons que as est un morphisme de foncteurs. Soit (n,f, g) 
une fleche de F;s- D'apres (16), U ~ T ~ S est un couple de fleches 
composables de E et n: z-y une fleche de F de projection g. D'ou la 
source et le but de (n,f, g) 

(n,f,g): (z,fg)-(y,f), (15). (30) 

Pour prouver que as est un morphisme de foncteurs, nous devons prouver 

Par definition, le premier membre est egal a 
u iY, idr) k(n) = uiy, idr) kr(n, g) ug(z, idu), 

qui est egal au second membre d'apres (23) et (25). 

(31) 

(32) 

3.3.5.10. II nous reste a demontrer la commutativite de (27). C'est 
une egalite entre morphismes de foncteurs definis sur F;r- Nous devons 
done verifier que, pour tout objet (z, g) de F;r, gEFl(E), g: U - T, 
zEOb(Fu), on a 

ou encore, en revenant aux definitions, 

uf(z, g) ug(z, idu)=ufg(z, idu), 

qui n'est autre que (25). C.Q.F.D. 

(33) 

(34) 



Chapitre II 

Les champs 

§ 1. Proprietes diverses 

1.1. Topologie de la F-descente 

Definition 1.1.1. Soient E une categorie, F une E-categorie fibree, 
S un objet de E et R un crible de E1s (0 1.1). On dit que R est un crible 
de F-i-descente, i = 0, 1, 2, si le foncteur restriction 

CartE(E1s, F)- CartdR, F) 
est i-fidele (I 1.5.1.1 ). 

(1) 

1.1.1.1. Supposons que E soit une U-categorie. Soit 17(S) le prefaisceau 
represente par S et soit R' c17(S) le sous-prefaisceau attache a R par 
(0 2.4.1). Le foncteur (1) s'ecrit egalement 

(2) 

ou p+ designe !'extension canonique de F a Eu (13.2.2). En effet, on a 
un isomorphisme canonique R~E;R'· 

1.1.1.2. Soient S = (s;: S; - S), i EI, une famille de fleches de E et R 
le crible de E1s engendre par S (0 1.1.2). Pour que R soit de F-0-descente 
il faut et il suffit que le produit 

Fs- TI Fs, (3) 
iel 

des foncteurs image inverse associes aux s;: S;- S soit fidele [D 6.15]. 
Supposons que, pour toute fleche f: T- S de E, les produits fibres 
T; = T x sS; existent ( on dit que S est quarrable) et soit encore c un clivage 
de F (choix des foncteurs image inverse [D (1.5)]). On considere alors 
la categorie Desc(F/E, c, S) des families d'objets X;E0b(F8), iEl, munies 
d'une donnee de descente relativement a S [D 9.19]. D'apres [D 9.11 et 
9.19], le foncteur (1) s'inteprete al ors a equivalence pres comme le foncteur 

.1: Fs- Desc(F/E, c, S) (4) 
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qui, a tout xEOb(F5), associe la famine de ses images inverses sur les S; 
munie de sa donnee de descente naturelle [D (9.10)]. Ce qui donne une 
interpretation plus intuitive de la definition. 

Nous nous interesserons uniquement dans ce travail aux cribles 
et familles de descente universelle. 

Definition 1.1.2. Soient E une categorie et F une E-categorie fibree. 
On dit qu'un crible R de E18 , SEOb(E), est de F-i-descente universelle, 
i = 0, 1, 2, si, pour toute fleche f: T - S de E, l'image inverse R1 de R 
par f, (0 1.1.2), est un crible de F-i-descente. On dit qu'une famille 
(S;-S), iEl, de fleches de E est de F-i-descente universelle s'il en est 
ainsi du crible de E18 qu'elle engendre (0 1.1.2). 

1.1.2.1. D'une maniere generate, on dira aussi F -descente pour 
F-1-descente et F-descente effective pour F-2-descente. D'apres [D 6.18], 
la terminologie introduite est compatible avec celle de [D 6.19]. 

Proposition 1.1.3. Soient E une categorie, F une E-categorie fibree et i 
un entier O~i~2. Pour tout SEOb(E), on designe par J;(S) l'ensemble 
des cribles de E18 qui sont de F-i-descente universelle. 

(i) Les J;(S) sont les ensembles de raffinements d'une topologie 
sur E (appelee topologie de la F-i-descente). 

(ii) La topologie de la F-i-descente est la plus fine de celles pour 
lesquelles, pour tout SEOb(E), tout raffinement de S est un crible de 
F -i-descen te. 

(iii) Si E est une U-categorie et si p+ designe l'extension canonique 
de F a Eu, la topologie de lap+ -i-descente est la topologie induite sur 
Eu (0 3.5) par la topologie de la F-i-descente. 

(iv) Sous les hypotheses de (iii), pour qu'une fleche f: P- Q de E soit 
bicouvrante (0 3.5) pour la topologie de la F-i-descente il faut que, pour 
toute fleche Q' - Q de E le foncteur F+(p): F+(Q')- F+(P') soit i-fidele, 
ou p est la seconde projection de P' = P x QQ'. La reciproque est vraie 
si i = 2, ou si f est un monomorphisme. 

1.1.3.1. Les assertions (i) et (ii) resultent de [D 6.23]. Soit maintenant 
P = (~ - P) une famille de fleches de E et soit p: P' - P l'image de P, 
c'est a dire la borne superieure des images des F:- P. Prouvons que, 
pour que P soit de F + -i-descente ii f aut et ii suffit que F + (p): F + (P) -
F+(P') soit i-fidele. Soit R le crible de E1p engendre par P. Par definition, 
la premiere condition signifie que le foncteur 

(1) 
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est i-fidele, ce qui, par (I 2.5.5 (i)) et (I 3.2.2 (1)) signifie qu'il en est de 
meme du foncteur 

(2) 

Or il est immediat que R'---+ E1p s'identifie a E1P'---+ E/P et que, par suite, 
(2) est i-fidele si, et seulement si, le foncteur F + (P)---+ F + (P') l'est. 

1.1.3.2. Si P est couvrante pour la topologie canonique de £, on a 
P' = P. D'apres ce qui precede, P est done couvrante pour la topologie 
de lap+ -2-descente, car l'hypothese est stable par changement de base. 
Par ailleurs, la formation de P' commute aux changements de base et 
P'---+ P est un monomorphisme. Done (iii) resultera de (iv) car, d'apres 
(0 3.5.3), P est couvrante pour la topologie induite si, et seulement si, 
p: P'---+ P est bicouvrant. 

1.1.3.3. Soit f: P---+ Q un monomorphisme de£. Supposons que f soit 
bicouvrant pour la topologie de la F-i-descente. Pour tout SEOb(E) 
et toute fleche 17(S)---+Q, la premiere projection de P[S]=17(S)xQP est 
alors bicouvrante. D'apres (0 3.5.2 (iii)), cela signifie que le crible de E1s 
qui correspond a P [SJ par (0 2.4.1) est un raffinement pour la topologie 
de laF-i-descente. D'apres ( 1.1.1.1 (2)) le morphisme p+ (17(S))---+ p+ (P[S]) 
est done i-fidele. Par [D6.18], on en deduit que F+(Q)---+F+(P) est 
i-fidele. Doncf verifie la condition de (iv), car !'ensemble des morphismes 
bicouvrants est stable par changement de base. Inversement, supposons 
que f verifie la condition de (iv). Remontant le raisonnement precedent, 
on en deduit que, pour tout S E0b (E) et toute fleche 17 (S)---+ Q, la premiere 
projection de 17(S) x Qp est bicouvrante. 11 en est done de meme def, 
car les 17(S), SEOb(E), couvrent Q pour la topologie induite. Les condi
tions de (iv) sont done equivalentes lorsque f est un monomorphisme. 
Notons que ceci suffit a entrainer (iii), cf. (1.1.3.2). 

1.1.3.4. Soit f: P---+ Q une fleche de E qui soit bicouvrante pour la 
topologie de la F-i-descente. Done f est couvrant, done, d'apres (iii), 
f est un morphisme de p+ -i-descente. Par ailleurs, les diagonales d: 
P---+ P x Qp et d': P---+ P x Qp x Qp sont bicouvrantes (0 3.5). Les foncteurs 
p+ (d) et p+ (d') sont done i-fideles, d'ou l'on deduit, par le lemme des 
diagonales [D 7.17], que p+ (f) est i-fidele. D'ou l'on deduit que f verifie 
la condition de (iv) car !'ensemble des morphismes bicouvrants est stable 
par changement de base. 

1.1.3.5. 11 reste a prouver qu'une fleche f: P---+ Q de E qui verifie la 
condition de (iv) pour i = 2 est bicouvrante. Soit p: P x QP---+ P la seconde 
projection. Par hypothese, F+(f) et F+(p) sont des equivalences; done 
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aussi p+ (d), ou d: P----+ P x QPest la diagonale. Done d est bicouvrant par 
(1.1.3.3). De plus, appliquant a nouveau le lemme des diagonales [D 7.17], 
on trouve que f est couvrant pour la topologie de la p+ -2-descente, 
done aussi, pour la topologie induite d'apres (iii). Du fait que f est 
couvrant et d bicouvrant, on deduit immediatement que fest bicouvrant 
(0 3.5.2 (ii)). C.Q.F.D. 

1.2. Champs sur un site 

Definition 1.2.1. Soit E un site. 
(i) Une E-categorie fibree F est dite complete (resp. precomplete) 

si, pour tout SEOb(E) et tout raffinement R de S le foncteur restriction 

(1) 

est une equivalence (resp. est pleinement fidele). 
(ii) On appelle E-champ, (resp. E-prechamp) une E-categorie fibree 

complete (resp. precomplete). 
(iii) On appelle morphisme de E-champs un E-foncteur cartesien dont 

la source et le but sont des £-champs. 
(iv) On appelle morphismede morphismes de E-champs un E-morphisme 

de E-foncteurs dont la source et le but sont des morphismes de £-champs. 

1.2.1.1. S'il n'y a pas d'ambiguite, on omet le prefixe E. On notera que 
cette definition ne refere a aucun univers (0 1.2). 

1.2.1.2. D'apres (1.1.3 (i)), pour que F soit un champ (resp. prechamp) 
il faut et il suffit que la topologie de la F-descente effective (resp. F
descente) soit plus fine que celle du site. 

1.2.1.3. Un £-champ dont les fibres sont des groupoi:des sera appele 
un champ de groupoi:des. Siles fibres d'un champ F sont des U-topos 
(resp. categories additives) et si les foncteurs image inverse sont des 
morphismes de topos (resp. sont additifs) on dira que Fest un champ de 
U-topos (resp. de categories abeliennes). 

Definition 1.2.2. Taus les sites consideres seront elements de V et, le 
plus souvent, des U-sites (0 1.6). Si E est un site, on notera Champ(£) 
(resp. Prechamp(E)) l'ensemble des FEFib(E), (c'est a dire Fib(E)v, 
(I 3.1.1)), qui sont des £-champs (resp. E-prechamps). On notera 
<(//ianzji(E) (resp. &>teclianzji(E)) la 2-categorie dont l'ensemble d'objets 
est Champ(£) (resp. Prechamp(E)), les categories de morphismes et la 
loi de composition etant celles de ~i6(E), [cf. 1.1.8, ou V remplace U]. 
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1.2.2.1. De meme on notera Champsc(E) l'ensemble des FEScin(E) 
dont la E-categorie fibree sous-jacente est un champ. Enfin on notera 
<(fAa-mfioc(E) la 2-categorie dont l'ensemble d'objets est Champsc(E), 
les categories de morphismes et la loi de composition etant induites par 
celles de 9'cin(E), (I 1.9). 

1.2.2.2. Si, de plus, EE U, on notera ffe'i6 (E)u etc., les categories 
analogues relatives a U. 

Proposition 1.2.3. Soient Eun site element de Vet FuneE-categorie 
fibree. 

(i) Pour que F soit precomplete ii faut et ii suffit que, pour tout 
SEOb(E) et tout couple (x, y) d'objets de Fs, le prefaisceau Homs(x, y) 
soit un faisceau (sur E1s pour la topologie induite). 

(ii) Si la topologie de E est definie par une pretopologie fl, pour que 
F soit precomplete (resp. complete) ii faut et ii suffit que toute famille 
couvrante appartenant a fl soit de F-1-descente (resp. de F-2-descente). 

La premiere assertion resulte de [D 7.1] et la seconde des definitions 
et de (1.1.3 (i)). 

Proposition 1.2.4. Soient E un site element de V. Soit L = fl L; un 
iel 

produit dans la categorie ffe'i6(E), (I 1.8.2). Si les L; sont precompletes 
(resp. completes) ii en est de meme de L. 

1.2.4.1. De ceci, on deduit trivialement par (I 1.8.2 (ii)) que les produits 
indexes par un element de V existent dans la categorie Champ(£), sous
categorie pleine de Fib (E) dont les objets sont les champs. 

1.2.4.2. Soit SEOb(E) et R cE1s un raffinement de S. On a un mor
phisme de systemes projectifs de categories 

(1) 

defini par la composition avec le foncteur d'inclusion R c E1s. Par 
hypothese, (1) est pleinement fidele (resp. une equivalence) pour tout 
objet i de la categorie d'indices. Done aussi le foncteur 

fl CartE(E1s, L;)-----> fl CartE(R, L;) (2) 

obtenu par passage a la limite projective. D'ou la conclusion par 
(I 1.8.2 (ii)). 

1.2.4.3. En fait, le meme argument montre qu'une limite projective de 
prechamps est un prechamp [ utiliser [D 5.5]]. Mais le noyau d'un couple 
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de morphismes de champs peut ne pas etre un champ: on fait aisement un 
exemple. Pour parer a cet inconvenient, on introduit une categorie fibree 
~ L;, «plus grosse» que ~ L;. Le detail est laisse au lecteur qui 

s'inspirera du cas particulier traite dans (IV 2.5.1). 

Lemme 1.2.5. Soient Fun E-champ et G une sous-categorie pleine de F. 

Supposons que G soit une E-categorie fibree et que l'inclusion G-----+ F soit 
E-cartesienne. Alors G est un E-prechamp. Pour que G soit un E-champ 
il faut et il suffit que, pour tout SeOb(E), tout xeOb(Fs) qui appartient 
localement a Ob(G) soit S-isomorphe a un x'eOb(Gs)-

1.2.5.1. La premiere assertion resulte de (1.2.3 (i)). La demiere condi
tion de l'enonce signifie comme de juste que x eob( Gs) des que l'ensemble 
des f: T-----+ S tels que l'image inverse de x par f soit T-isomorphe a un 
objet de GT est un raffinement de S (c'est en tous cas un crible de E1s). 

La seconde assertion resulte immediatement de la definition. Sous les 
conditions de l'enonce, on dira que Gest un sous-champ plein de F. 

1.3. Champs sur un U-site 

Nous donnons ici quelques resultats intermediaires qui seront repris 
de maniere plus satisfaisante dans (3.3). 

Proposition 1.3.1. Soient Eun U-site element de Vet Fune E-categorie 
fibree. Les conditions suivantes sont equivalentes: 

(i) Fest un E-champ (resp. E-prechamp) 
(ii) l'extension canonique p+ de F a Eu est un champ (resp. pre

champ) sur E pour la topologie induite (0 3.5). 
(iii) pour tout morphisme bicouvrant f: P-----+ Q de E, le foncteur 

F+(J): F+(Q)-----+F+(P) est une equivalence (resp. est pleinement fidele). 

D'apres (1.1.3), on a (i) ~ (ii) => (iii). Inversement, (iii)=> (ii) d'apres 
la description de la topologie induite (0 3.5.3). 

Proposition 1.3.2.SoientEune U-categorie element de VetFeFib(E)v

(i) Pour que F soit un champ pour la topologie canonique de E il 
faut et il suffit que le foncteur naturel 

q,: F-----+r,+(r,.(F)), [r,: E-----+E, (02.4)] (1) 

soit une £-equivalence. 

(ii) S'il en est ainsi et si, de plus, E est un U-site, pour que F soit un 
champ pour la topologie induite sur E par celle de E, (0 3.5.2) il faut et il 
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suffit que le foncteur decrit plus bas 

a. i. (F)----"> F, [ ou E ~ E ~ E, (0 2.4] (2) 

soit une £-equivalence. 

1.3.2.1. Avant de prouver (i) explicitons (1). D'apres (I 2.5.4), on a une 
equivalence 

Cartt(F,F'+)~CartE(F',F'), F'=r,.(F). (3) 

Le fait que idr appartienne a l'image essentielle de (3) signifie qu'il 
existe un E-morphisme de champs <p: F __., F' + et un E-isomorphisme de 
E-morphismes de champs i: idr___:::__.dr/F')·r,.(<p), le couple (<p,i) 
etant unique a isomorphisme unique pres. On notera que ri.(<p) est une 
equivalence, [comme foncteur quasi-inverse de dr~(F) qui est une equiva
lence, (I 3.2.3)]. 

1.3.2.2. D'apres (1.1.3 (ii)), on sait que F' + est un champ pour la 
topologie canonique. La condition de (i) est done suffisante. Elle est 
necessaire. En effet, le foncteur (1) induit une equivalence sur les fibres 
desPEOb(E)qui sont representables, puisque ri.(<p)est une £-equivalence. 
11 suffit done d'appliquer [D 6.16] en notant que pour tout PEob(E) 
il existe une famille couvrante pour la topologie canonique {r,(S;)----">P}, 
S;Eob(E). 

1.3.2.3. Avant de prouver (ii), explicitons (2). Puisque a est adjoint a 
gauche de i, on a un morphisme de foncteurs 

m: idt----"> ia. (4) 

Choisissant un elivage de F, il en resulte, d'apres [D 1.17] un E-foncteur 
cartesien 

m*: (ia).(F)----">F, (ia).(F)~a. i.(F), (5) 

entre les deux categories deduites de F par les changements de base idt 
et i a. D'apres [D 1.17], pour tout PEOb(E), le foncteur 

(6) 

induit par m* sur les fibres en P s'identifie au foncteur image inverse 
relatif au morphisme m(P): p__., ia(P). 

1.3.2.4. Nous pouvons maintenant prouver (ii). Puisque F est un 
champ pour la topologie canonique nous savons que F ~ F' +, avec les 
notations de (1.3.2.1). Si F est un champ pour la topologie induite, F' 
est un £-champ d'apres (1.3.1) et les foncteurs (6) relatifs a F' + sont des 
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equivalences d'apres (1.1.3 (iv)), done aussi ceux relatifs a F, done la 
condition est necessaire. Elle est suffisante. En effet, la topologie induite 
sur E est engendree par les familles couvrantes de la topologie canonique 
et les morphismes de la forme m(P), P E0b(E) (0 3.5.3). D'ou la conclusion, 
car les premieres sont de F-2-descente par hypothese, et pour qu'un 
monomorphisme f: X ~ Y de E soit de F-2-descente, il faut et il suffit 
que le foncteur image inverse 

f*: Fy~Fx 

soit une equivalence, puisque X est objet final du crible de Y engendre 
par f. C.Q.F.D. 

Proposition 1.3.3. Soient Eun U-site, Fun £-champ, F+ son extension 
canonique a Eu et F* la restriction de F+ a Eu. 

(i) F* est un champ E pour la topologie canonique 
(ii) On a une equivalence 

E. (F*) ~ F' E. (F*) = F* X EE' 

qui est un morphisme de 2-foncteurs en FEChamp(E). 

(1) 

1.3.3.1. Par (1.3.1), F+est un champ sur E pour la topologie induite; 
puisque i: E ~ E est un morphisme de sites (0 3.6), il transforme familles 
couvrantes en familles couvrantes, d'ou l'on deduit trivialement (i), en 
raisonnant en termes d'objets munis d'une donnee de descente [D 9.19]. 
D'apres (1.3.2 (ii)), on a une equivalence 

[c'est a dire a.(F*)~F+] 

d'ou, par le changement de base 1J: E ~ E, une equivalence 

(2) 

(3) 

qui, par transitivite du changement de base et la formule E = a 11, s'ecrit 
egalement 

(4) 

D'ou !'equivalence (1) en composant avec 11.(F+)~ F (I 3.2.3 (2)). 

1.3.3.2. Si on definit (2) en utilisant le scindage canonique de F+, on 
trouve d'apres [D 1.17], que !'action de (2) sur les fibres en PEOb(E) est 
le foncteur 

(5) 

ou P ~ a (P) est le morphisme structural du faisceau associe. A vec ce 
choix, il est immediat que (1) est un morphisme de 2-foncteurs. 
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Definition 1.3.4. Soient E une categorie et F une E-categorie fibree. 
(i) Soit SEOb(E). On <lira que 
* F verifie la condition (U - P)s si la fibre F8 est une U-categorie (11.7.1), 
* F verifie la condition (U - p)8 si la fibre F8 est equivalente a une 

categorie element de u. 
(ii) On <lira que F verifie (U-P) (resp. (U- p)) si, pour tout SEOb(E), 

F verifie (U - P)s (resp. (U - p)8 ). 

Proposition 1.3.5. Soient E un U-site, F un £-champ et S;EOb(E), 
iE /, IE U, une famille de generateurs topologiques de E (0 1.6). Les 
conditions suivantes sont equivalentes: 

(i) pour tout iE/, le champ F verifie (U-P)s, (resp. (U-p)8,); 

(ii) F verifie (U - P) (resp. (U - p)); 
(iii) !'extension canonique p+ de Fa E verifie (U- P) (resp. (U - p)); 
(iv) le £-champ F* de (1.3.3) verifie (U - P) (resp. (U - p)). 

1.3.5.1. Pour !'equivalence des conditions (U- P), ii suffit de supposer 
que F est un E-prechamp. Par definition, (ii) ==> (i), on a (iii) ==> (ii) car 
F :::::;11. (F+) (I 3.2.3 (2)) et (iv)==> (iii) car a.(F*):::::; p+ (1.3.3.1 (2)). Montrons 
que (i) ==> (iv). On sait que les e(S;) forment une famille de generateurs 
topologiques de Eu. Par ailleurs les fibres de F* en les e(S;) sont equivalen
tes a celles de F en les S; (1.3.3). D'ou la conclusion, en utilisant les 
donnees de descente. 

Proposition 1.3.6. Sous les hypotheses de (1.3.5), soit u: F---+ G un 
morphisme de £-champs et soit r un entier, 0~r~2. Les conditions 
suivantes sont equivalentes: 

(i) u est r-fidele (11.5.1.1) 
(ii) u+ est r-fidele 

(iii) la restriction u* de u+ a E est r-fidele 
(iv) les foncteurs u; induits sur les fibres en les generateurs S; sont 

r-fideles. 

On reprend les arguments de la demonstration precedente, a ceci 
pres que (i) ==> (iv) est prouve par [D 10.1]. D'apres [D 10.2 et 10.3], 
on peut se contenter de supposer que F est un champ et G un pre
champ. 

1.4. E-foncteurs couvrants et bicouvrants 

Definition 1.4.1. Soient E un site element de V et u: F---+ G un E
foncteur cartesien, F, GEFib(E). On <lira que u est bicouvrant (resp. 
couvrant) s'il verifie les conditions suivantes: 
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(i) pour tout S EOb(E) et tout couple (x, y) d'objets de Fs le S-mor
phisme de prefaisceaux induit par u 

Homs(x, y) ~ Homs(u(x), u(y)), (1) 

((I 2.6.3) ou V remplace U) est bicouvrant (resp. couvrant (0 3.5)). 

(ii) pour tout SEOb(E) et tout yEOb(Gs) l'ensemble des f: r~s, 
f EOb(E1s) tels que l'image inverse de y par f soit T-isomorphe a un 
objet de l'image de u est un rajfinement de S. 

1.4.1.1. Dire que u est couvrant signifie done qu'il est « localement 
surjectif sur les objets et sur les fleches». Pour qu'il soit bicouvrant il 
faut de plus qu'il soit « localement injectif» sur les fleches. Le lecteur 
precisera ces assertions dans le style de (ii) en utilisant la caracterisation 
des morphismes bicouvrants donnee dans (0 3.5.3). 

1.4.1.2. On notera que les conditions envisagees ne dependent que du 

site et de u mais pas de l'univers V. 

Proposition 1.4.2. Soient Eun site et u: F ~Gun E-foncteur cartesien 
couvrant. 

(i) Pour tout E-prechamp X, le foncteur 

(1) 

est pleinement fidele. 

(ii) Si, de plus, u est un morphisme de categories scindees, pour tout 
E-prechamp scinde X, le foncteur 

(2) 

est pleinement fidele. 

1.4.2.1. Quitte a changer d'univers, nous pouvons supposer que E, F 

et G appartiennent a V. Par les proprietes universelles de SX, LF et LG 
(12.4.5 et 2.4.3), il suffit de prouver (ii). Par ailleurs, puisque u est un 
morphisme de categories scindees, il est le compose de trois morphismes 
de categories scindees 

F ~ G' ~ G" ~ G (3) 

ou G' est l'image de u, ou G" est la sous-categorie pleine de G dont les 
objets sont ceux de G qui, localement, appartiennent a G' et ou q et r sont 
les foncteurs d'inclusion. II suffit de prouver que les foncteurs Sci n E(p, X), 
ScinE(q, X) et ScinE(r, X) sont pleinement fideles. Pour le premier, cela 
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resulte immediatement du fait que p est surjectif sur les objets et sur les 
fleches. Pour le troisieme, cela est clair car r est une equivalence. 
Remplar;ant u par q, on peut done supposer que u: F---+ Gest un foncteur 
d'inclusion, que tout objet de G appartient localement a Ob(F) et que 
toute fleche de G appartient localement a Fl(F). 

1.4.2.2. Pour prouver (ii), ii reste done a demontrer que, sous les 
conditions que l'on vient d'enoncer, pour tout couple a, b: G =t X de 
morphismes de categories scindees et tout E-morphisme de E-foncteurs 
m: au---+ bu il existe un unique E-morphisme de E-foncteurs n: a---+ b tel 
que n*u=m. Pour tout SEOb(E) et tout yEOb(Gs), il existe un raffine
ment R de E1s tel que, pour tout objet f: T---+ S de R, !'image inverse yf 
de y par f appartienne a Ob(F). Puisque m est un morphisme de morphis
mes de categories scindees, !'application f 1--> m(yf) definit une section 
au dessus de R du faisceau Homs(a(y), b(y)) qui correspond done a un 
element v de Homs(a(y),b(y)). Puisque l'on doit avoir n*u=m, on doit 
avoir n(yf)=m(yf) pour tout jEOb(R) et l'on a done necessairement 
n(y)=v. D'ou l'unicite den. 11 reste a prouver qu'en procedant ainsi on 
definit un morphisme de foncteurs n: a---+ b car il est clair qu'il verifiera 
n*u=m. Soit done i: x---+ y une S-fleche de G, SEob(E). On doit verifier 
que 

m(y) a(i) = b(i) n(x). 

C'est une relation entre sections de Homs(a(x), b(y)) que l'on verifie 
apres localisation; on peut done supposer que i: x---+ y provient d'une 
fleche de F, d'ou la conclusion. 

Proposition 1.4.3. Sous Jes hypotheses de (1.4.1), si E est un U-site, 
pour que u soit bicouvrant (resp. couvrant) il faut et il suffit qu'il en soit 
ainsi du E-morphisme de categories scindees u+: p+---+ G+ deduit de u 
par extension canonique a E. 

1.4.3.1. Bien entendu on munit E de la topologie induite par celle de 
E (0 3.5). Puisque p+ x tE est E-equivalente a F, il est clair que la condi
tion est suffisante. 

1.4.3.2. La reciproque resulte du fait que tout objet Pde E est couvert, 
pour la topologie canonique done pour la topologie induite, par une 
famille { P;---+ P} ou les P; sont representables. 

Proposition 1.4.4. Soient E un U-site element de V et u: F---+ G un 
E-foncteur cartesien. Supposons que G soit un champ et que u soit 
couvrant. Si F verifie la condition (U -P) (resp. (U- p)) de (1.3.4) il en 
est de meme de G. 
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1.4.4.1. La condition (U - P) signifie aussi que les prefaisceaux 
Homs(x, y) sont isomorphes a des U-prefaisceaux. Si F verifie (U -P), 
puisque le faisceau associe a un U-prefaisceau est un U-faisceau, on voit 
immediatement que G verifie (U - P). 

1.4.4.2. Si F verifie (U- p) on sait deja que G verifie (U-P). Par suite, 
la sous-categorie pleine de G dont les objets sont ceux de l'image essentielle 
de u verifie (U- p). 11 en est de meme de G comme on voit en raisonnant 
comme dans la preuve de (1.3.5). 

Les resultats precedents concernaient les E-foncteurs couvrants. 
Quant aux foncteurs bicouvrants, nous les caracteriserons dans (2.1.4), 
ci-dessous. Mais pour cela nous utiliserons les resultats que voici. 

Proposition 1.4.5. Soient Eun site element de Vet u: F--. Gun E-fonc
teur cartesien. Si F est un prechamp !es conditions suivantes sont 
equivalentes 

(i) u est bicouvrant 
(ii) u est pleinement fidele et verifie (1.4.1 (ii)). 

Si, de plus, F est un champ, ces conditions equivalent a 
(iii) u est une equivalence. 

1.4.5.1. On notera que chacune des conditions envisagees est indepen
dante de V. Puisqu'il existe un univers W tel que VE W, on peut supposer 
que E est un U-site element de V. D'apres (1.4.3) on peut alors remplacer 
E par E ce qui permet de supposer que la topologie est definie par une 
pretopologie. On conclut alors par [D 10.3]. 

Proposition 1.4.6. Soient E un U-site element de V et u: F--. G un 
morphisme de E-prechamps qui soit bicouvrant, (done pleinement fidele 
(1.4.5)). Pour tout PEOb(E) et tout xEOb(G+(P)) il existe un mono
morphisme i: R--. P de E, couvrant pour la topologie insuite (0 3.5) et 
un yEOb(F+(R)) tels que u+(R)(y) soit isomorphe a c+(i)(x) dans 
G+(R). 

D'apres (1.4.3) et (1.3.6) on sait que u+: F+--. c+ verifie les memes 
hypotheses que u: F--. G. II existe done une famille couvrante (P;--. P);EI 
telle que !es images inverses de x par !es morphismes P;--. P appartiennent 
a l'image essentielle de u+. Designons par R--. P !'image de la famille 
(P;--. P). D'apres (O 3.5.3), on sait que R--. P est un monomorphisme 
couvrant et que la famille { P;--. R} est couvrante pour la topologie 
canonique de E. Puisque F+ et c+ sont des champs pour la topologie 
canonique de E, la conclusion en resulte par [D 10.3]. 
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§ 2. Champ associe a une categorie fibree 

2.1. Theoreme d'existence 

Definition 2.1.1. Soient E un site et F un E-champ. On appelle champ 
associe a Fun couple (F',f), ou F' est un E-champ et f: F---+ F' un E-fonc
teur cartesien tel que, pour tout E-champ X, le foncteur 

(1) 

soit une equivalence de categories. 

2.1.1.1. On notera que cette propriete caracterise «le» champ associe 
a £-equivalence pres. 

2.1.1.2. Si u: F---+ G est un E-foncteur cartesien et si (F',f) (resp. 
(G', g)) est un champ associe a F (resp. G), on appellera morphisme de 
champs associe a u un couple (u', i) ou u': F'---+ G' est un morphisme de 
champs et i: u' f ~ g u un E-isomorphisme de E-foncteurs. Le couple 
(u', i) est alors unique a isomorphisme unique pres. On s'autorise a 
l'appeler le morphisme de champs associe a u. 

2.1.2. II nous sera commode de prouver !'existence d'un champ 
associe a l'aide d'une construction fonctorielle qui sera exposee au numero 
suivant. 

Enom;ons des a present le resultat que nous avons en vue. 

Theoreme d'existence 2.1.3. Soit E un site. 

(i) Pour toute E-categorie fibree F il existe un champ associe a F. 

(ii) Soient F et F' deux £-categories fibrees et soitf: F---+ F' un E-fonc-
teur cartesien. Les conditions suivantes sont equivalentes: 

(a) F' est un champ et F est bicouvrant 
(b) (F',f) est un champ associe a F 

(iii) Si E est un U-site, les conditions de (ii) equivalent a 
(c) (F'+ ,j+) est un champ associe a p+ pour le site obtenu en munis

sant E de la topologie induite (0 3.5). 

(iv) Si E est un U-site et si F est une E-categorie fibree verifiant 
(U - P) ou (U - p), ii en est de meme de tout champ associe a F. 

2.1.3.1. Les assertions (i) et (ii) seront prouvees dans (2.2.5). On en 
deduit immediatement (iii), car les conditions de (a) sont stables par 
passage a E (1.3.1) et (1.4.3) et il suffit d'appliquer (ii) a £. Par ailleurs, 
(iv) resulte de (ii) et de (1.4.4). 
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2.1.3.2. Sous les conditions de (ii), si F est un prechamp le morphisme 

f: F-+ F' est pleinement fidele d'apres (1.4.5). 

2.1.3.3. Bien que la construction du champ associe fasse intervenir 
un univers, la condition (ii) se formule sans utiliser d'univers. 

Corollaire 2.1.4. Soit E un site element de V et soit u: F-+ G un 
E-foncteur cartesien, (F, GEFib(E)). 

(i) Les conditions suivantes sont equivalentes: 
(a) u est bicouvrant; 
(b) le morphisme de champs associe au (2.1.1.2) est une equivalence; 
(c) pour tout E-champ X le foncteur 

CartE(u, X): CartE(G, X)-+ CartE(F, X) 

est une equivalence de categories; 
(d) pour tout E-champ X le E-morphisme de categories scindees 

CART(u, X): CART(G, X)-+CART(F, X) 

est une £-equivalence. 

(ii) Sous les conditions de (i), pour tout E-prechamp X, le morphisme 
de categories scindees CART(u, X) est pleinement fidele. 

L'equivalence des conditions (a), (b) et (c) resulte immediatement du 
theoreme. Montrons qu'elles entrainent (d). Siu est bicouvrant, il en est 
de meme, pour tout PEOb(E), du foncteur u1p: Pip-+ G/P. Done, par (c), 
le foncteur 

CartE1p(u1p, X 1p)= CART(u, X)(P) (13.3.3) 

est une equivalence, ce qui prouve (d). Inversement, (d) entraine (c) d'apres 
(I 3.3.5 (iii)), ou, plus simplement, par passage aux fibres en l'objet final 
de E s'il en existe un. Entin (ii) resulte de (i), car si f: X -+ X' est un 
champ associe a X, le foncteur fest pleinement fidele d'apres (2.1.3.2). 

Corollaire 2.1.5. Soient E un site, F et G deux £-categories fibrees. Si 
Gest un champ (resp. prechamp) il en est de meme de CART(F, G). Si, 
de plus, E est un U-site et si E, F et G appartiennent a V, la E-categorie 
scindee CART+(F, G) est un champ sur E pour la topologie induite 
(0 3.5). 

2.1.5.1. Pour demontrer la premiere assertion, quitte a changer 
d'univers, on peut supposer que E est un U-site et que E, F et G appartien
nent a V. D'apres (I 3.3.5), CART+(F, G) est alors E-equivalente a 
!'extension canonique CART(F, G)+ de CART(F, G) a E; d'apres (1.3.1), 
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la seconde assertion est done equivalente a la premiere. Pour prouver 
celle-ci, nous devons montrer que, pour tout S E0b(E) et tout raffinement 
R c 17 (S) de S, le foncteur 

CART+(F, G)(17(S))~CART+(F, G)(R) 

est pleinement fidele (resp. une equivalence), cf. (I 3.3.5 (2)). D'apres 
(I 3.3.1.3 (2)), ceci signifie que le foncteur 

CartE(F;~<s>, G) ~ CartE(F;R, G) 

est pleinement fidele (resp. une equivalence). Ceci resulte du corollaire 
precedent, car le morphisme F;R ~ F;~<s> est bicouvrant. 

2.2. Champ scinde associe a one categorie fibree 

2.2.1. (Faisceaux de categories.) On <lira qu'une E-categorie scindee 
est un faisceau de categories s'il en est ainsi du prefaisceau de categories 
(sur E) defini par les foncteurs image inverse (I 1.9.3). Si Fest un faisceau 
de categories, ce n'est pas necessairement un champ (car les lim ne sont 

+--
pas les Lim), mais c'est un prechamp. Pour le voir il faut prouver que les 

+---
prefaisceaux Ho ms ( x, y) son t des faisceaux. Remarq uons q u 'un x EO b ( Fs), 
SEOb(E), s'interprete comme une section sur S du prefaisceau des objets 
de F (I 1.9.4). En explicitant la definition, on voit que Homs(x, y) est 
construit par des produits fibres evidents a partir des prefaisceaux 
d'objets et de fleches de F, des morphismes source et but entre ceux-ci 
et des sections definies par x et y. D'ou ce point. 

Lemme 2.2.2. Soient E un site element de V et FEScin(E). Il existe 
une E-categorie scindee K (F) et un morphisme de categories scindees 

tels que 
k(F): F ~ K(F) 

(i) K(F) est un faisceau de categories, 

(ii) k(F) est bicouvrant, 

(1) 

(iii) pour toute E-categorie scindee X qui est un faisceau le foncteur 

est un isomorphisme de categories, 

(iv) si, de plus, F est un prechamp tel que, pour tout PEOb(Ev), 
l'inclusion 

(3) 

soit une equivalence, K (F) est un champ. 
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2.2.2.1. Par les generalites de [SGA 4 II] sur les prefaisceaux d'en
sembles munis de structures algebriques, on est assure de !'existence du 
faisceau associe a un prefaisceau de categories. Traduit en termes de 
categories scindees, ceci prouve !'existence d'un morphisme de categories 
scindees k(F): F - K(F) qui verifie (i) et tel que (2) soit bijectif sur les 
objets. En utilisant (2.2.1) on voit que k(F) est bicouvrant, ce qui prouve 
(ii), puis (iii) par (1.4.2 (ii)). 

2.2.2.2. On notera que de (iii) il resulte qu'il existe un 2-adjoint a 
gauche (K, k) du 2-foncteur d'inclusion de la 2-categorie «des categories 
scindees qui sont des faisceaux de categories» dans la 2-categorie 
9'c1in(E), (I 2.2 et 1.9). 

2.2.2.3. Pour prouver (iv), notons d'abord que K(F) est un faisceau, 
done un prechamp. Soit W un univers tel que VE W. Par (1.1.1) il reste a 
prouver que, pour tout monomorphisme couvrant f: P - Q de Ev le 
foncteur restriction 

(4) 

est essentiellement surjectif, sachant deja qu'il est pleinement fidele. Soit 
xEOb(K(F)+(P)). Puisque Fest un prechamp et que k(F) est bicouvrant, 
on a la propriete de (1.4.6) qui assure qu'il existe un monomorphisme 
couvrant i: R-P et un x'EOb(F+(R)) tels que la restriction KF+(i)(x) 
de x a R soit isomorphe a !'image de x' par le foncteur 

(5) 

Par definition, x' est un objet de ~(F;R/E1R) et, puisque !'inclusion (3) 
est une equivalence, on peut supposer que x' est un objet de la «vraie» 
limite projective !Ll!!(F;R/E1R). Done kF+ (R)(x') est un objet de 
li!!!(KF;R/E1R). Puisque KF est un faisceau, x est done isomorphe a un 
objet de ~(KF;p/£1p) et, utilisant a nouveau le fait que KF est un 
faisceau, on en deduit que x appartient a !'image essentielle de 
li!!!(KF;Q/E,Q), done, a celle de KF+(Q), d'ou la conclusion. 

Definition 2.2.3. Soit Eun U-site appartenant a V et soit FE Fib(£). 
On pose AF= KS KL(F), (I 2.4.3) (I 2.4.5) (2.2.2). On note 

aF: F-AF (1) 

le E-foncteur cartesien compose des foncteurs 
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ou lF est defini par (12.4.3), k(*) par (2.2.2) et ou m(F) est caracterise par 
la relation 

v(KLF) · m(F)=idKLF• (cf. I 2.4.5). (3) 

On dira que (AF, aF) est le champ scinde associe a F. 

2.2.3.1. Les formules explicites donnant S, L et K montrent que A 
et a ne dependent pas de V, a isomorphisme canonique pres. 

2.2.3.2. Par construction AF est un faisceau de categories. De plus, 
on sait que IF et v(KLF) sont des equivalences (loc. cit.), done aussi mF. 
Done, par (2.2.2 (ii)), aF est bicouvrant, comme compose de morphismes 
bicouvrants. 

Theoreme 2.2.4. Soit Eun site element de V. 
(i) Le compose A= KS KL est un 2-foncteur 

A: ff~·t(E)~<t'liamftoc(E), (1.2.2.1), 

(ii) L'application F ~ aF est un morphisme de 2-foncteurs 

a: id§,t<E> ~ 0 · A, 

(1) 

(2) 

ou 0: <t'liamftoc(E)~ff~·t(E) est le foncteur oubli du scindage, (11.9) 
(1.2.2.1 ). 

(iii) Pour toute FEFib(E), le champ scinde associe a Fest un champ 
associe a F. 

2.2.4.1. Pour prouver que AF est un champ il suffit de voir que 
SK LF satisfait l'hypothese de (2.2.2 (iv)). Or K LF est un faisceau, done 
un prechamp. Done aussi SK LF qui lui est equivalente. L'autre hypo
these de (2.2.2 (iv)) est verifiee d'apres (I 3.2.3 (3)). Done AF est un objet 
de <t'liamftoc(E). Que A soit un 2-foncteur resulte du fait qu'il en est 
ainsi de K, Set L, ce qui prouve (i). 

2.2.4.2. D'apres les references donnees dans (2.2.3), on prouvera (ii) 
en montrant que F ~ m F est un morphisme de 2-foncteurs, ce qui, 
resulte immediatement de la propriete universelle de S(*) (12.4.5). 

2.2.4.3. Prouvons (iii). Pour tout E-prechamp X, le foncteur 
CartE(aF, X) est pleinement fidele car aF est bicouvrant, done couvrant 
(2.2.3.2) (1.4.2). 11 reste a prouver que, pour tout £-champ X, le foncteur 
CartE(aF, X) est essentiellement surjectif. Comme on a vu, AF ne 
depend pas de l'univers V, du moins a isomorphisme pres. Quitte a 
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changer d'univers, on peut done supposer que X appartient a V, ce qui 
permet de former AX. Ceci <lit, pour tout E-foncteur cartesien x: F ~ x, 
il existe un carre commutatif 

F ~ AF 

xl lAx 
X ----.r AX 

dans lequel aX est bicouvrant. Par (1.4.5), on sait done que ax est une 
equivalence, car X est un champ, d'ou la conclusion. 

2.2.5. Preuve du theoreme d'existence (2.1.3) 

On choisit des univers U et V tels que E soit un U-site et tels que E et F 
appartiennent a V. L'assertion (i) resulte alors de (2.2.4 (iii)). Si l'une des 
conditions (a) ou (b) de (ii)est verifiee, F' est un champ et, d'apres (2.2.4(iii)), 
on a un triangle commutatif a isomorphisme pres 

F'. 

Si (F', f) est un champ associe a F, le foncteur u est une equivalence par 
unicite du champ associe, done fest bicouvrant car a F l'est. Inversement, 
si fest bicouvrant il en est evidemment de meme de u. Puisque AF et F' 
sont des champs, u est done une equivalence d'apres (1.4.5). Done 
(a) <c> (b), ce qui prouve (ii). Joint a (2.1.3.1), ceci prouve le theoreme 
d'existence (2.1.3). 

Corollaire 2.2.6. Soient E un site et F un E-prechamp. Si c F: F ~ SF 
est un foncteur quasi-inverse de !'equivalence v F: SF~ F (I 2.4.5), le 
compose 

(1) 

est un champ associe a F. 

2.2.6.1. Si F est un prechamp scinde, on a une maniere canonique de -choisir c Fen imposant que ce soit un morphisme de categories scindees 
et que l'on ait v F · c F = idF (I 2.4.5). On a done dans ce cas un champ 
associe a F canonique et plus simple que AF. 

2.2.6.2. D'apres (2.2.2 (iv)) et (2.2.4.1), il est clair que KSF est un 
champ. Par ailleurs, le foncteur (1) est bicouvrant d'apres (2.2.2 (ii)), d'ou 
la conclusion. 
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Corollaire 2.2.7. Le foncteur sous-jacent au 2-foncteur A commute 
a £-equivalence pres aux produits finis et transforme un E-foncteur 
cartesien i-fidele (0 ~ i ~ 2) (I 1.5.1.1) en un E-foncteur cartesien (morphis
me de champs) i-fidele. 

2.2.7.1. On prouve d'abord la seconde assertion. Pour i = 2, elle est 
evidente car A est un 2-foncteur (prendre un quasi-inverse de m). Pour 
i=0 (resp. 1) il faut demontrer que, pour tout SEOb(E) et tout couple 
(x, y) d'objets de la fibre (AF)s le morphisme de faisceaux sur E1s induit 
par A(m): A(F)--+ A(G) 

Homs(x, y)--+ Homs(A(m)(x), A(m)(y)) 

est un monomorphisme (resp. isomorphisme). La question etant locale 
et le foncteur a(F): F--+ AF bicouvrant (1.4.1 (ii)), on peut supposer que 
x et y appartiennent a l'image de a(F), d'ou la conclusion (utiliser (1.4.1 (i)) 
et le fait que F Ha (F) est un morphisme de foncteurs ). 

2.2.7.2. La premiere assertion signifie que si F = TI F; est un produit 
fini dans la categorie Fib (E) (I 1.8.2) le E-foncteur nature! 

(1) 

est une £-equivalence. La limite projective de (1) est prise dans Champ (E), 
c'est done une limite projective dans Fib(E) (1.2.4). Par (2.1.3 (ii)), il 
suffit de prouver que le E-foncteur nature! F--+ TI AF; est bicouvrant. 
Cela est immediat en notant que ses «composantes», a savoir les a(F;): 
F;--+ A(F;), sont bicouvrantes et en utilisant le fait que !'ensemble d'indices 
est fini. 

§ 3. Images directe et inverse de champs 

3.1. Image directe 

Proposition 3.1.1. Soient E et E' deux sites et 1- 1 : E--+ E' un foncteur 
sous-jacent a un morphisme de sites 

l: E'--+ E, (0 3.3). (1) 

Pour tout £'-champ (resp. E'-prechamp) F' le produit fibre F = F' x E'E 
est un £-champ (resp. E-prechamp). 

3.1.2. Si les produits fibres finis existent dans E et si le foncteur 1- 1 

les respecte, !'assertion est evidente. En effet, on peut alors travailler 
avec des donnees de descente et ii suffit de verifier que, pour toute famille 
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couvrante (S; ~ S) de E le foncteur ,1 de (1.1.1.2 (4)) est une equivalence 
(resp. pleinement fidele). Or il est immediat qu'il s'identifie au foncteur 
analogue relatif a (F'/E') et a la famille image de (S; ~ S) par 1- 1 , laquelle 
est couvrante. 

3.1.3. Ce qui precede montre que, si E est un U-site, la proposition 
est demontree pour les morphismes de sites definis par les foncteurs 

(1) 

ou l'on munit E de la topologie induite (0 3.5). Pour le morphisme de 
sites defini par 

(0 3.6) (2) 

la proposition resulte de (1.3.1) et (1.3.2). Par transitivite du changement 
de base, elle est done prouvee pour le morphisme de sites defini par 

i:: E ~ Eu (0 3.6). (3) 

3.1.4. Pour le cas general, on choisit un univers V tel que E et E' appar
tiennent a V. D'apres (0 3.3.2 (5)), on a alors un diagramme commutatif 

E ~ E 

1-11 l~· 
E' ,· E-' 
~ V . 

D'apres (1.3.3), il existe alors un champ F' * sur E~ tel que F' * x t·E' soit 
equivalent a F'. D'ou la conclusion par transitivite du changement de 
base, car f* satisfait aux conditions de (3.1.2). 

Definition 3.1.5. Soit f: E' ~ E un morphisme de sites et soit u: E ~ E' 
le foncteur sous-jacent. Pour tout E' -champ F' on appelle image directe 
de F' par f et on note J;h(F) le £-champ F' x E'E deduit de F' par le 
changement de base E ~ E'. 

3.1.5.1. Si E et E' sont elements d'un umvers V, d'apres (I 2.3.1), 
/'image directe est un 2joncteur 

J:h: <fld,unft(E')v~<fldamft(E)v, F'vv-.F' X E'E, (1) 

qui est induit par le 2-foncteur u~ib: ffei6 (E') ~ ff£·t (E). 

3.1.5.2. Par transitivite du changement de base, on a transitivite a 
isomorphisme canonique pres de /'image directe, etant entendu que si 
E ~ E' ...-!-- E" sont des morphismes de sites dont les foncteurs sous
jacents sont E ~ E' ~ E", le compose Jg est defini par le foncteur vu. 
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3.1.5.3. Pour tout SEOb(E) et tout £'-champ F' on a un isomorphisme 
canonique entre /es categories fibres 

(1) 

qui est induit par la premiere projection du produit fibre. Soient alors 
(x', y') deux objets de F;, et soient (x, y) les objets leur correspondant 
par (1). D'apres (I 2.6.5.1), on a un isomorphisme canonique de jaisceaux 
sur S 

J~.(Homs(x, y)) ~ Homs, (x', y'), (2) 

ou j~. designe l'image de faisceaux d'ensembles relative au morphisme 
de sites E;s, ~ E1s-

3.1.5.4. Bien entendu, si F' verifie (U-P) ou (U - p) il en est de meme 
de J;h(F'). 

3.1.5.5. On notera que l'on a J;h(E') ~ E et que, pour tout £'-champ F', 
le foncteur 

Lim(F'/E') ~ Lim(F /E), F = j*·ch(E') -- -- ( 1) 

induit par le changement de base E ~ E', c'est a dire par la 2-fonctorialite 
de l'image directe, est une equivalence de categories. Si E admet un objet 
final e et si son image par le foncteur E ~ E' est un objet final de E' 
(ce qui est le cas le plus frequent) notre assertion est triviale. Le cas 
general s'y ramene par le raisonnement de (3.1.3). Le detail est laisse au 
lecteur. 

3.2. Image inverse de champs 

Definition 3.2.1. Soit f: E' ~ E un morphisme de sites et soit F un 
£-champ. On appelle image inverse de F par fun couple (F', <p), ou F' 
est un E' -champ et 

cp: F~J;h(F'), Jt(F')=F'xE'E, (1) 

un morphisme de £-champs, tel que, pour tout E' -champ G' le foncteur 
compose ci-dessous soit une equivalence de categories 

CartE,(F: G')~ CartE(f;h(F')J;h(G')) ~ CartF:(F, J;h(G')), (2) 

ou Dest induit par le 2-foncteur image directe J;h et <l> par la composition 
avec <p, c'est a dire 

<l> = CartdcpJt(G')). (3) 

3.2.1.1. L'image inverse est ainsi definie a equivalence pres et le 
lecteur fera aisement un exemple montrant qu'on ne peut esperer 
!'existence si l'on impose que (2) soit un isomorphisme. 
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3.2.1.2. Soient F et G deux £-champs et soit (F', q>) (resp. (G', y)) une 
image inverse de F (resp. G) par f: E' - E. On appellera image inverse 
d'un morphisme de E-champs u: F - G un couple (u', i), ou u': F' - G' 
est un morphisme de E' -champs et 

(4) 

est un isomorphisme de morphisme de £-champs. Bien entendu le couple 
(u', i) est unique a isomorphisme unique pres. De plus, si l'on impose 
seulement !'existence d'un isomorphisme i comme plus haut, on carac
terise u' a isomorphisme non unique pres. 

3.2.1.3. Sous les hypotheses de (3.2.1.2), on peut definir un foncteur 

I: CartdF, G)- CartE,(F', G') (5) 

qui explicite /'image inverse d'un morphisme de morphismes de champs. 
En effet, considerons le diagramme de categories 

(6) 

ou D est le foncteur induit par le 2-foncteur image directe et ou 
<l>=CartE(<f>J;h(G')), I'=CartE(F,y). Par definition de l'image inverse, 
le compose <PD est une equivalence de categories et, par suite, il existe 
un couple (I, i), unique a isomorphisme unique pres, ou I est comme dans 
(5) et i un isomorphisme de foncteurs 

i: <PDI~I'. 

Bien entendu, pour tout uECartE(F, G), le couple (I(u), i(u)) est une 
image inverse de u par fau sens defini plus haut. Enfin, si l'on abandonne i, 
le foncteur I n'est plus defini qu'a isomorphisme non canonique pres. 

3.2.1.4. Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter comment, a 
isomorphisme canonique pres, la formation du couple (I, i) est compa
tible avec les accouplements de composition. 

3.2.1.5. D'apres (3.1.5.5.), il est immediat que le couple (E', idE) est 
une image inverse du E-champ E par f: E' - E. Pour tout E-champ F 
et toute image inverse (F', q>) de F par J; on a done un joncteur 

AF: Lim(F/E)-Lim(F'/E') 
~ ~ 

(7) 
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et un isomorphisme de foncteurs 

AF: D · AF~ Lim (<p/E), (8) -Lim (F/E) ~ Lim (F'/E') -- -
\!",("'' ~ (9) 

~(ft(F')/E) 

ou Dest le foncteur de (3.1.5.5) et Lim (<p/E) est induit par la composition 
avec <p: F---> J;h(F'). Le couple (AF, AF) est unique a isomorphisme 
unique pres. 

3.2.1.6. Notons enfin que, si e est un objet final de E dont !'image e' 
par le foncteur E---> E' sous-jacent af: E'---> E est un objet final de E', on a 
un foncteur 

F ~ (f"Ch(F')) ~ F' 
e * e e'' 

(10) 

ou 'Pe est le foncteur induit par <p sur les categories fibres en e et 1 /'iso
morphisme canonique induit par la premiere projection F' x E'E---> F'. Le 
carre ci-dessous est alors commutatif, a isomorphisme canonique pres, 

Lim(F/E)~Lim(F'/E') -- -"·l l Ve" 

ou ve et ve' sont les foncteurs «valeurs en l'objet final» et sont des equi
valences (cf. [D 5.7]). 

3.2.1.7. Soit F' un champ sur E' et soit 

fctJ;h(F'), <p: J;h(F')---> J;h fctf;h(F'), (11) 

une image inverse de J;h(F'). Par la «propriete universelle» de !'image 
inverse ii existe un morphisme de E' -champ 

<p': f~tJ;h (F')---> F' 

et un E-isomorphisme de morphismes de E-champs 

i: 1:h ( <p') · <p ~ id J~h(F')' 

le couple (<p', i) etant unique a isomorphisme unique pres. 

(12) 

(13) 

Explicitons la definition de !'image inverse d'une maniere plus simple 
et parfois utile. 
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Proposition 3.2.2. Sous les hypotheses de (3.2.1 ), soit u: E ~ E' le 
foncteur sous-jacent a f: E' ~ E et soit <p', 

F ~ F' 

l l (1) 

un u-foncteur cartesien (I 1.1.1), ou Fest un £-champ et F' un £'-champ. 
Soit enfin <p: F ~ J;h(F') le E-morphisme de champs defini par <p' grace 
a la propriete universelle du produit fibre (11.6.1). Les conditions 
suivantes sont equivalentes: 

(i) (F', <p) est une image inverse de F par f 
(ii) Pour tout £'-champ G' le_foncteur 

CartE,(F', G')~ Cartu(F, G'), y..,..,.y<p', 

defini par la composition avec <p', est une equivalence de categories. 

(2) 

Ceci resulte immediatement de (11.6.1) et de la definition de J;h 
(I 2.3.1). 

Remarque 3.2.3. Par ce lemme on peut enoncer de maniere simple 
la transitivite de /'image inverse. En effet, soient E +1--- E' ~ E" des 
morphismes de sites definis par des foncteurs E ~ E' ~ E". Soient 
F, F', F" des champs sur E, E' et E", et soit F ~ F' --1'.'.'...... F", ou <p' est 
un u-foncteur cartesien et y" un v-foncteur cartesien. Supposons que <p' 
verifie la condition du lemme, autrement dit «fasse de F' une image 
inverse de F par J». Pour que y" <p' fasse de F" une image inverse de F 
par f g ii faut et ii sufjit que y" fasse de F" une image inverse de F' par g. 
Evidemment ! 

3.2.4.1. Sous les hypotheses de (3.2.1), soit Fun £-champ. Designons 
par 

fc!(F)= A(u;ib(F)) 

le champ scinde associe a u;ib(F), (2.2.3) et (12.5.1). Soit encore 

le morphisme de £-champs obtenu en composant 

F~ u. u•(F)~u. Au•(F), 

ou gu(F) est le morphisme de (I 2.5.1 (3)) et ou 

a= a(u·(F)), a: u·(F) ~ A(u·(F)), 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 



88 Chapitre II. Les champs 

est le morphisme structural du champ associe (2.2.3). [On n'a pas mis les 
indices fib par souci d'esthetique.] 

3.2.4.2. D'apres le calcul de u• et A (12.4.2.1) et (2.2.3.1), on voit que, 
a isomorphisme canonique pres, fct (F) ne depend pas de l'univers choisi. 

3.2.4.3. Supposons que les limites projectives finies existent dans E et 
que le foncteur u sous-jacent a f les respecte. Le foncteur image inverse 
de prefaisceaux d'ensembles respecte alors Jes limites projectives finies 
et transforme done un prefaisceau de categories F sur E en un pre
faisceau de categories sur E' que nous noterons u;cin(F), (12.3.2.1). De 
plus, nous avons deja remarque que u~ib(F)=u:cin(LF), ou LF est la 
categorie scindee libre associee a F (I 2.5.2.2, 2.4.3). En conclusion, pour 
calculer fc!(F), !'on peut remplacer F par le champ scinde libre LF, (qui 
est equivalent a F), prendre !'image inverse comme prefaisceau de 
categories de LF puis prendre le champ associe, ce que dit egalement la 
formule 

fct (F)= A(u;cin(LF)). (1) 

Proposition 3.2.5. Soit f: E' - E un morphisme de sites dont le 
foncteur sous-jacent est note u: E - E'. (On suppose E et E' elements de V.) 

(i) La formule (3.2.4.1 (1)) definit un 2-foncteur 

fct <t'damft(E)-<t'damft(E') (1) 

et la formule (3.2.4.1 (2)) un morphisme de 2-foncteurs 

"d 1·chj'* 
({): l 't!fliamft(E) - * ch· (2) 

(ii) Pour tout £-champ F le couple (fct(F), <p(F)) est une image 
inverse de F par f 

(iii) Si f est un morphisme de LI-sites et si F verifie (U - P) (resp. 
(U-p)) (1.3.3) ii en est de meme de f~t(F). 

L'assertion (i) resulte immediatement de (12.5.1) et de (2.2.4). Pour 
(ii) ii faut encore (I 2.5.2). Quant a (iii) elle est evidente si E et E' sont des 
sites elements de U. Par transitivite de !'image inverse, elle resultera de 
(3.3.1) ci-dessous qui permet de remplacer f par le morphisme de topos 
associe puis celui-ci par un morphisme de sites elements de U. 

Corollaire 3.2.6. Soient E " E' uncouple de foncteurs tels que v soit 
u 

adjoint a gauche de u, ce dernier definissant un morphisme de sites 
f: E' - E. Pour tout £-champ on a une E' -equivalence de champs 

A(F')~ f~t(F), F'=F x EE'=v.(F). (1) 
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En effet, ceci resulte immediatement de (I 2.5.6 (5)) qui fournit une 
equivalence F'-----> u•(F) et de la formule fc'l;(F)= A(u·(F)) quidefinitf~'l;(F). 

Exemple 3.2.7. Soient Eun site et Sun objet de E. On a un comorphis
me de site [SGA 4 III 3.3.1] 

(1) 

ou E1s est munie de la topologie induite. Si Jes produits finis existent 
dans E, on a un foncteur adjoint a droite du precedent 

E __, E1s, x ~(x x s;s), 

qui est sous-jacent a un morphisme de sites 

s: E1s----->E. 

(2) 

(3) 

Pour tout £-champ F, on as* (F) = F x iE1s) et, pour tout (E1s)-champ G, 

on a s* (F) = G X (E;s)E, OU le premier produit fibre est pris grace au 
foncteur (2) et le second grace au foncteur (1). 

Proposition 3.2.8. Soient f: E'-----> E un morphisme de sites, F un 
£-champ et (F', q,) une image inverse de F par f. Soient encore SEOb(E) 
et S' = u (S), ou u: E-----> E' est le foncteur sous-jacent a f. Pour tout couple 
(x, y) d'objets de Fs, on a un isomorphisme canonique de faisceaux 
sur E;s, 

j~*(Homs(x, y))~ Homs,(x', y'), (1) 

ou (x', y') est !'image du couple (x, y) par le foncteur compose 

(2) 

ou ljJ est induit sur Jes categories fibres par le E-morphisme structural 

(3) 

et l'isomorphisme 0 par la premiere projection de F". 

3.2.8.1. Dans (1), le symbole f/ designe !'image inverse de faisceaux 
d'ensembles par le morphisme de sites E;s,-----> E1s. Par la propriete 
universelle de !'image inverse, pour definir un morphisme (1) ii suffit de 
construire un morphisme de faisceaux sui- S 

Homs(x, y)-----> fs•(Homs,(x', y')), (4) 

ou f~. designe !'image directe relative au morphisme de sites fs: E;s------> E1s 
deduit def. D'apres (3.1.5.3), si (x", y") designe le couple correspondant a 
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(x', y') par l'isomorphisme F;' ~ F;, defini par la premiere projection de 
F" =F' x E'E, le but du morphisme (4) s'identifie a Hom 8 (x", y"), moyen
nantquoi,on prend pour(4)lemorphisme Hom8 (x, y)- Hom8 (<p(x),<p(y)) 
induit par <p: F - F", (I 2.6.3.2 (4)), ce qui est licite car, par definition de 
(x', y'), on a (x", y")=(<p(x), <p(y)). 

3.2.8.2. Nous allons d'abord montrer que le morphisme (1) ainsi 
construit est un isomorphisme lorsque les produits fibres finis existent 
dans E et que le foncteur u sous-jacent a f les respecte. On prend alors 
pour (F', <p) l'image inverse fournie par la formule (3.2.4.1 (1)), c'est a dire 
F' = A(u·(F)), et on considere le couple (x0 , y0 ), image de (x, y) par le u
morphisme g~(F): F - u·(F). D'apres (I 2.6.5.3), on sait que Hom8 ,(x0 , y0 ) 

est isomorphe a u;(Hom 8 (x, y)) et, par (1.4.1) et (2.1.3 (ii)), on sait que 
Hom8 ,(x0 , y0)- Hom8,(x', y') est bicouvrant, autrement dit que le 
second est le faisceau associe au premier. Par le calcul de l'image inverse 
d'un faisceau d'ensembles par le morphisme / 8 : E;8 , - E18 , on en deduit 
la proposition dans ce cas. 

3.2.8.3. Si l'on ne suppose pas !'existence de produits fibres finis 
dans E, on ne peut appliquer (12.6.5.3). Cependant, par le meme raisonne
ment que dans (3.1.3), on est ramene a prouver la proposition pour le 
morphisme de sites defini par le foncteur E -----4 E. Dans ce cas, comme 
on verra au numero suivant, le foncteur <p: F - J;h fch (F) est une £
equivalence et le morphisme (4) est alors un isomorphisme, ce qui donne 
la conclusion par [SGA 4 III 4.4 et 4.5]. 

3.2.8.4. Par passage aux sections l'isomorphisme (1) redonne !'action 
de <p sur les fleches des fibres du £-champ F. De plus (1) est compatible 
avec les accouplements de composition et la fonctorialite en F de 
Hom 8 (x, y). 

Corollaire 3.2.9. Soit /: E' - Eun morphisme de U-sites elements de V. 
(i) Sim: F - Gest un morphisme de £-champs, m': F' - G' une image 

inverse de m par f et si m est i-fidele (i=O, 1 ou 2 (I 1.5.1.1)) il en est de 
meme de m'. 

(ii) Le foncteur Champ(E)-Champ(E')sous-jacent au 2-foncteur 
image inverse fch (3.2.5 (1)) commute a equivalence pres aux produits 
finis. 

3.2.9.1. Nous supposerons pour simplifier que les limites projectives 
finies existent dans E et que le foncteur u: E - E' sous-jacent au mor
phisme de site f les respecte. Le cas general s'en deduit «par passage au 
topos», i.e. en utilisant (3.3.1) et (3.3.3) ci-dessous. 



§ 3. Images directe et inverse de champs 91 

3.2.9.2. L'assertion (i) est evidemment independante du choix des 
images inverses, on peut done supposer que m' = f~'l:(m)= A(u;ib(m)). D'ou 
(i) par (I 2.5.2.1 (ii)) et (2.2.7). 

3.2.9.3. L'assertion (ii) signifie que si F = f1 F'; est un produit fini de 
£-champs, le morphisme de E' -champs naturel 

J~'/:(F)--+ TIU~t(F;)) (1) 

est une E'-equivalence. Le foncteur d'inclusion Cham p(E)c Fib(E) 
commute aux produits (1.2.4.1). L'assertion (ii) resulte done de la defini
tion de fc'l:, (fc'l: = A u;ib), de (I 2.5.2.1 (i)) et de (2.2. 7). 

3.3. Champs sur un site et sur le topos associe 

Theoreme 3.3.1. Soit f: E'--+ E un morphisme de U-sites tel que le 
foncteur image directe j~: E~--+ Eu soit une equivalence de categories. 

(i) Pour tout couple (F', G') de £'-champs le foncteur 

(1) 

induit par le 2-foncteur image directe J;h est une equivalence de categories. 

(ii) Pour tout couple (F, G) de £-champs le foncteur 

(2) 

induit par le 2-foncteur image inverse f~'I: est une equivalence de categories. 

(iii) Si F est un £-champ, F' un E' -champ et <p: F --+ J;h (F') un mor-
phisme de £-champs, les deux conditions suivantes soot equivalentes 

(a) (F', <p) est une image inverse de F; 
(b) <pest une £-equivalence. 
(iv) Si F' est un E' -champ, le morphisme <p': f~'l: J;h (F')--+ F' de 

(3.2.1. 7) est une E' -equivalence. 
(v) Pour qu'un E-champ F verifie la condition (U-P) (resp. U- p)) 

il faut et il suffit qu'il en soit ainsi de son image inverse. De plus, pour 
qu'un E' -champ F' verifie la condition (U-P) (resp. (U- p)) il faut et il 
suffit qu'il en soit ainsi de son image directe. 

Lemme 3.3.2. Soit f: E'--+ E un morphisme de U-sites. Pour que les 
conditions (i) a (iv) de (3.3.1) soient verifiees il suffit que la condition (i) 
le soit, ainsi que 

(iii bis) pour tout £-champ F il existe un £'-champ F' et une £
equivalence F ~ j~ (F'). 
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3.3.2.1. En effet, (i) prouve que leE'-champ F' de (iii bis) est une image 
inverse de F par f, d'ou (iii), par unicite de l'image inverse. Par ailleurs, 
(ii) resulte de (i) et (iii) car dans le diagramme (3.2.1.3 (6)) qui definit 
(3.3.1 (2)) tousles foncteurs sont des equivalences. Enfin, pour prouver (iv), 
il suffit de prouver que, pour tout £'-champ X', le foncteur CartE,(X', q>') 
est une equivalence. D'apres (i), il suffit pour cela de prouver que le 
foncteur j~(q>') est une £-equivalence. Or, par construction (3.2.1.7), ce 
dernier est un quasi-inverse du morphisme «structural» <p: j~ (F') ~ 
j~ f* f* (F'), celui-ci etant une equivalence d'apres (iii). 

3.3.2.2. On notera que, d'apres (iii), (v) est consequence de 
(vbis) pour qu'un £'-champ F' verifie (U-P) (resp. (U-p)) ii suffit 

qu'il en soit ainsi de son image directe. 

3.3.2.3. Notons maintenant que si f, g et h sont trois morphismes 
de sites verifiant f g = h et si deux d'entre eux verifient Jes conditions 
de (3.3.2), ii en est de meme du troisieme. Par ailleurs, si le foncteur 
sous-jacent a f: E' ~ E est une equivalence, on a trivialement (iii bis) 
et (v) et on a (i) d'apres (12.5.7 et 2.5.8). Considerant le diagramme 
commutatif 

E' ~ E' e 

de (0 3.3.2.5), on en deduit qu'il suffit de prouver (3.3.1) dans le cas 
particulier suivant. 

Proposition 3.3.3. (Passage au topos.) Soient E un U-site et 

(1) 

le morphisme de U-sites dont le foncteur sous-jacent est i:;: E ~ E 
(0 3.6 (1)). 

(i) e verifie l'hypothese de (3.3.1). 
(ii) Soit F un £-champ. Posons F* = F+ x EE et soit f: F ~ F* x EE 

un £-quasi-inverse de (3.1.4 (1)). Le couple (F*, f) est une image inverse 
de F pare. 

3.3.3.1. L'assertion (i) est ici pour memoire (0 3.6). Prouvons que e 
verifie les conditions (i)-(v) de (3.3.1), ce qui achevera de prouver (3.3.1), 
done aussi (3.3.3), car (3.3.3 (ii)) resulte de (3.3.1 (iii)). Le morphisme de 
sites e verifie (v bis) d'apres (1.3.5) et (iii bis) d'apres (1.3.3). Prouvons 



§3. Images directe et inverse de champs 93 

que E° verifie (3.3.1 (i)). Si F et G sont deux £-champs, le foncteur 

CartE(F, G)----> CartE(a.(F), a.(G)) 

induit par le changement de base a: E----> E (faisceau associe) est une 
equivalence d'apres (I 2.5.7) ou l'on remplace U par un univers convenable 
V. De plus, a est sous-jacent a un morphisme de sites pour les topologies 
canoniques, done a 0 (F) et a 0 (G) sont des champs sur E pour la topologie 
canonique. D'apres (1.3.2 (i)) et (I 3.2.5 (ii)) le foncteur induit par le 
changement de base 1J: E----> E 

CartE(a.(F), a 0 (G))----> CartE(ri. a 0 (F), ri. a 0 (G)) 

est done une equivalence. Par transitivite du changement de base, ceci 
prouve que E° verifie (3.3.1 (i)) car, par definition, B=ari. Ce qui acheve de 
prouver (3.3.1). 

3.3.3.2. Par definition F* est la restriction a.Ede !'extension canonique 
p+ de Fa E (1.3.3). C'est done le £-champ scinde defini par 

F*(P)= CartE(E1p, F)~~(f';p/E1p), PEOb(E), (2) 
OU 

(3) 

et ou E/P est la categoric dont les objets sont les couples (S, s), S EOb(E), 
sEHomE(ri(S), P)~P(S). 

3.3.3.3. Par ailleurs, lorsque la topologie canonique de E est plus fine 
que celle du site, on as= i 1J (0 2.5.2 (4)) et F* x EE est done canoniquement 
isomorphe a p+ x EE. Le foncteur f: F ~ F* x EE s'explicite alors de 
fa9on plus commode comme un quasi-inverse de !'equivalence 

p+ x EE~ F (I 3.2.3 (2)). (4) 

Remarque 3.3.4. On resume (3.3.3) en disant que, par image directe et 
inverse, la donnee d'un champ sur E equivaut a la donnee d'un champ sur 
le topos associe .E. Notons egalement que le lemme de comparaison 
[SGA 4 III§ 3.4.4] (0 3.7) permet, en pratique, de verifier les hypotheses 
de (3.3.1). 

Proposition 3.3.5. (Passage a£.) Soient Eun U-site et 

rj: E---->E (1) 

le morphisme de sites [E est munie de la topologie induite par celle de E 
(0 3.5)] dont le foncteur sous-jacent est 

11: E---->E, ri(S)(T)=Hom(S, T). (2) 
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(i) Le morphisme rj verifie les conditions (i) a (v) de (3.3.1). 
(ii) Pour tout £-champ F, le couple (F+, f), ou F+ est !'extension 

canonique de Fa E et ou f: F ~ F+ x tE est un quasi-inverse de (I 3.2.3 (2)) 
est une image inverse de F par rj. 

3.3.5.1. Si la topologie de E est discrete, la topologie induite sur E est 
la topologie canonique. Montrons d'abord que, pour ces topologies, Jes 
assertions de la proposition precedente, sauf (3.3.1 (v)), restent valables 
en supposant seulement que E est une U-categorie. Elles sont independan
tes de l'univers U; rempla9ons U par un univers V tel que U EV et EE V. 
Le morphisme rj verifie Jes hypotheses du lemme de comparaison (0 3.7) 
ou V remplace U, d'ou Jes assertions (i) a (iv) de (3.3.1). On deduit alors 
(3.3.5 (ii)) du fait que F+ est un champ sur E pour la topologie canonique 
(1.1.3 (ii)) et de (3.3.1 (iii)). 

3.3.5.2. Montrons comment (3.3.5) resulte de ce qui precede (on ne 
peut pas appliquer (3.3.1) car E n'est pas, en general, un U-site). La 
topologie induite de E etant plus fine que la topologie canonique, on a 
(3.3.1 (i)). D'ou (3.3.5 (ii)), car F+ est un champ sur E pour la topologie 
induite (l.3.2). Les 2-foncteurs image directe et inverse relatifs aux 
topologies de l'enonce sont done induits par Jes 2-foncteurs analogues 
obtenus en munissant E et E de la topologie discrete et de la topologie 
canonique. D'ou Jes conditions (ii), (iii) et (iv) de (3.3.1). Quant a (v) elle 
resulte des precedentes et de (1.3.5). 

3.3.5.3. En resume, grace au changement de base '7: E ~ E et au 
2-foncteur F ~ F+, les £-categories jibrees (resp. E-charnps) correspondent 
aux champs sur E pour la topologie canonique (resp. induite). 

3.4. Le champ des faisceaux sur un site 

Definition 3.4.1. Soient Eun site et rune categorie. 
(i) On note 

Faisc(E; r) (1) 

la categorie des faisceaux sur Ea valeurs dans r [SGA 4 II 5.1]. 

(ii) On appelle categorie scindee des faisceaux sur E a valeurs dans r 
et on note 

F AISCIN (E; r) (2) 

celle obtenue en associant a tout SEOb(E) la categorie Faisc(E,s; V), 
ou E,s est munie de la topologie induite (0 3.1.4), et a toute fleche f: T ~ S 
le foncteur . . 

Fa1sc(E,s; r)~ Fa1sc(E,r; r) (3) 

obtenu par composition avec le foncteur E1/ E,r ~ E,s· 
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3.4.1.1. Si E est un U-site et si "f/" est la categorie 

U-ens, U-gr ou U-ab 

95 

(4) 

des ensembles, groupes ou groupes abeliens appartenant a U, on ecrira 

E, Fagr(E) ou Fab(E) 

au lieu de Faisc(E; "f/") et 

(5) 

FAISCIN(E), FAGRSC(E) ou FABSC(E) (6) 

au lieu de F AISCIN (E; "f/"). 

3.4.1.2. On notera que la definition ne necessite aucune hypothese 
sur E ou Y; de meme pour le lemme que voici. 

Lemme 3.4.2. Soient E un site et "f/" une categorie. 
(i) Le foncteur 

Faisc(E, "f/") ~ ~(FAISCIN (E; 1/")/E) 

est un isomorphisme et /'inclusion 

(1) 

~ (F AISCIN (E; 1/")/E) ~ ~ (F AISCIN (E; 1/")/E) (2) 

est une equivalence de categories. 

(ii) Soit x: X--+ E une E-categorie discrete munie de la topologie 
induite (0 3.1.4). On a un isomorphisme canonique de X-categories 
scindees 

FAISCIN (X; "f/") ~ FAISCIN (E; "f/") x EX. (3) 

3.4.2.1. Rappelons que l'inclusion (2) est definie par le scindage de 
FAISCIN(E; "f/") et qu'elle est pleinement fidele, (I 1.1.4(4)). Montrons 
seulement comment construire un foncteur quasi-inverse du compose 
de (2) et de (1). Si F est une section cartesienne de FAISCIN (E, V), on 
construira un prefaisceau F' sur E en posant, pour tout SEOb(E): 

F'(S)=F(S) (ids), 

ce qui est licite car (F(S) est un faisceau sur E1s et ids un objet de E1s- De 
meme, pour une fleche f: T--+ S de E, on posera 

F' (f) = F(S) (/) F(f) (idr), 

ou /: (T/S)--+ids est, dans E1s, le morphisme final. On acheve alors la 
preuve de (i) sans difficulte. 

3.4.2.2. Puisque x: X--+ E est discret, pour tout S EOb (X), le foncteur 
X 1s--+Xfx<SJ est un isomorphisme [D 6.1 a 6.3] ce qui prouve (ii) par 
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(0 3.1.4). Ayant ainsi localise au dessus d'un objet de E on procede de 
meme au dessus d'un objet de E. 

Proposition 3.4.3. Soient E un site dont la categorie sous-jacente est 
une U-categorie et soit Y une categorie. Soit encore 

(1) 

la E-categorie scindee obtenue en associant a tout PEOb(E) la categorie 
Faisc(E/P; "f/) des faisceaux sur E1p munie de la topologie induite 
(0 3.1.4) a valeurs dans "f/. 

(i) On a un E-isomorphisme canonique de £-categories scindees 

FAISCIN+(E; V) x tE~FAISCIN(E; "f/) 

induit par les isomorphismes E18 ~E1~<Sl• SEOb(E) (I 3.2.1 (4)). 

(ii) On a une £-equivalence 

F AISCIN + (E; "f/) ~ F AISCIN (E; "f/) +, 

(2) 

(3) 

ou la seconde categorie est I' extension canonique a Ede F AISCIN (E; "f/); 
de plus, (3) est un morphisme de categories scindees. 

(iii) Pour tout PEOb(E) on a une equivalence 

Faisc(E1p, "f/)~~(FAISCIN(E; V)JP/E/P). (4) 

Les isomorphismes E18 ~E1~<Sl sont fonctoriels en S (I 3.2.1 (4)), ce qui 
prouve (i). Pour definir (3), il suffit d'associer a tout faisceau F sur E1p la 
section cartesienne de F AISCIN (E; "f/) sur E1p definie par les restrictions 
de Faux E;s----" E1p, (S, s)EOb(E1p)- On obtient trivialement un morphisme 
de £-categories scindees et c'est une equivalence d'apres le lemme 
precedent. D'ou (ii), puis (iii) par passage aux fibres. 

Proposition 3.4.4. Soit E un U-site et Y une categorie ou les limites 
projectives indexees par une categorie element de U existent. La categorie 
scindee des faisceaux sur E a valeurs dans "f/ est un champ. 

D'apres (3.4.3 (iii)), il suffit de prouver que, pour X EOb(E) et tout 
raffinement R de X, le foncteur restriction 

Faisc(E1x, Y)----" Faisc(R, "f/) (1) 

obtenu par composition avec !'inclusion R----" E1x est une equivalence. 
Par (3.4.2 (ii)), on peut supposer que E1x = E. On obtient un foncteur 
quasi-inverse de (1) en posant, pour tout faisceau F sur R 
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En effet, la formule (2) a un sens bien que Rs ne soit pas necessairement 
element de U: prendre une U-famille de generateurs topologiques (S;) 
de E et remplacer Rs par la sous-categorie pleine S' de Rs dont les objets 
sont de la forme S;---+S. On a lim(FIS')=lim(FIRs) car Fest un faisceau 

+--- +---
sur R et lim(FIS') existe car S' appartient a U. Pour voir que F' est un 

+---
faisceau, on note que (F'IR) est isomorphe a F, done est un faisceau sur R 
pour la topologie induite par celle de E et que, d'apres (2), R est un 
raffinement de E pour la topologie la plus fine sur E telle que F' soit un 
faisceau. Pour ces arguments, on a utilise implicitement le fait que F est 
un faisceau si, et seulement si, pour tout VEOb('Y), le prefaisceau 
d'ensembles S """Hom(V, F(S)) est un faisceau. Les dernieres verifications 
sont triviales. 

Coro Ilaire 3.4.5. La .E-categorie scindee F AISCIN + (E, 'Y) est un 
champ sur E pour la topologie induite (0 3.5). 

En effet, elle est .E-equivalente a !'extension canonique a.Edu champ 
FAISCIN(E, 'Y) en vertu de (3.4.3 (iii)) et l'on applique (1.3.1). 

3.4.5.1. Lorsque 'Y = U-ens, on l'omettra dans la notation. En 
particulier, la .E-categorie scindee 

FAISCIN+(E) 
definie par 

p vv->(EJPf, PEOb(E), 

(1) 

(2) 

ou E1p est munie de la topologie induite, est un champ sur E pour la 
topologie induite. Lorsque E est munie de la topologie discrete, on 
retrouve la categorie scindee des prefaisceaux d'ensembles (I 2.6.1). 
D'apres (I 2.6.1.3), celle-ci est .E-equivalente a FL(E), resultat que nous 
allons generaliser. 

Proposition 3.4.6. Soient E un U-site et X---+ P une fleche de E. 
(i) Les conditions suivantes sont equivalentes 
(a)le prefaisceau sur E1prepresente par X (a savoir S """Homp(17(S), X)) 

est un faisceau pour la topologie induite (0 3.1.4) 
(b) le carre 

X ~ a(X) 

l l 
P~a(P) 

est cartesien ( ou a est le foncteur faisceau associe ). 
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(ii) Ces conditions sont stables par changement de base. Elles sont 
verifiees si, pour tout SEOb(E) et tout morphisme 17(S)-4P, la premiere 
projection 17(S) x pX -41J(S) Jes verifie. 

(iii) Si la topologie canonique de E est plus fine que celle du site, ces 
conditions equivalent a 

(c) pour tout faisceau F sur E et tout morphisme F --4 P, le produit 
fibre F x pX est un faisceau. 

3.4.6.1. Designons par F la sous-categorie pleine de FL(.E) dont Jes 
objets sont Jes fleches X --4 P verifiant la condition (a). D'apres (12.6.1.3), 
on a une £-equivalence 

Fl(.E) ~ PREFSCIN+ (E), (X/P) """'Romp(*, X), (1) 

qui, par definition de F et de F AISCIN+ (E), induit une equivalence 

F ~FAISCIN+(E). (2) 

II en resulte en particulier que F est un champ sur E pour la topologie 
induite. 

3.4.6.2. Si Pest unfaisceau, la condition (a) signifie trivialement que X 
est un faisceau; elle est done, dans ce cas, equivalente a (b). La fibre 
de F en P est alors 

(3) 
En particulier, on a 

FIE= Fl(E). (4) 

3.4.6.3. Prouvons (i). Puisque P--4 a(P) est bicouvrant et que Fest un 
champ sur E pour la topologie induite, le foncteur changement de base 

(5) 

est une equivalence de categories (1.3.2 (ii)). On a done (b)=(a), car a(X) 
est un objet de F a(Pl et Fest une .E-categorie fibree. Prouvons que (a)=(b). 
Supposons done que X E0b(Fp)- Puisque le foncteur changement de 
base (5) est une equivalence de categories, ii existe un faisceau X' et un 
carre cartesien 

l l (6) 

P~a(P). 

Puisque le foncteur faisceau associe commute aux produits fibres finis, 
a(i): a(X)-4a(X') est un isomorphisme, d'ou !'on deduit (b) car (6) est 
cartesien. 
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3.4.6.4. Prouvons (ii). Ces conditions sont stables par changement de 
base car F est une E-categorie fibree. La seconde assertion se verifie 
aisement sur (a) grace a la description de la topologie induite donnee 
dans (0 3.1.4). On peut aussi noter que F est un champ done que la 
condition (a) est locale et que tout PEOb(E) est recouvert (pour la 
topologie induite) par des r,(S), SEOb(E). Prouvons (iii). On a (b)=>(c) 
car la condition (b) est stable par changement de base et, lorsque P est 
un faisceau, elle signifie que X en est un. lnversement, si la topologie 
canonique de E est plus fine que celle du site, on a (c)=>(b) d'apres la 
seconde assertion de (ii), car les r,(S), SEOb(E), sont des faisceaux. 

Definition 3.4.7. Soient Eun U-site et PEOb(E). On appelle faisceau 
sur P une fleche X ~ P de E verifiant les conditions de (3.4.6 (i)). On 
designe par 

(1) 

la sous-categorie pleine de Fl(£) dont les objets de projection P sont les 
faisceaux sur P; on designe par 

FAISC(E) 

la E-categorie fibree qui s'en deduit par le changement de base '1: E ~ E; 
cette derniere est appelee la categorie fibree des faisceaux sur E. 

3.4.7.1. Bien entendu, (1) n'est autre que la categorie appelee F dans 
la preuve de (3.4.6). 

3.4.7.2. Si Pest un faisceau, on a 

FAisc+(E)p=E1~, PEOb(.E), 
et done 

Fl(.E)=FAISC+(E) X tE 

(2) 

(3) 

car, lorsque Pest un faisceau, la condition (b) signifie simplement que X 
est un faisceau. 

Proposition 3.4.8. Soit E un U-site. 

(i) On a une £-equivalence de champs (pour la topologie induite) 

qui induit sur les fibres des equivalences de categories 

(2) 
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qui s'ecrivent, lorsque Pest un faisceau, 

E/P~(E/Pf, PEOb(E). (3) 

(ii) Pour tout PE Ob(£), le foncteur image inverse associe au morphisme 
p--, a(P) (ou a(P) est le faisceau associe a P) est une equivalence de 
categories 

FAisc+(Et<P)--, FA1sc+(E)p, PEOb(E), (4) 

qui, composee avec (2), fournit une equivalence 

(£)/a(P)--> (E/p(, PEOb(E). (5) 

3.4.8.1. On a (i) d'apres (3.4.6.1) et (ii) d'apres (3.4.6.3 (5)). 

Corollaire 3.4.8.2. Pour tout U-topos E, la E-categorie fibree Fl(E) 
est un £-champ. 

Corollaire 3.4.9. Soit E un U-site. Posons 

F AISC (E) = Fl (E) X EE. (1) 

(i) On a des equivalences de £-champs 

FAISC(E)~ FAisc+(E) x tE ~ FAISCIN(E), (2) 

la premiere etant un isomorphisme si E est un site standard. 
(ii) Pour tout PEOb(E), on a une equivalence 

~(FAISC(E)/P/E/P)~(E/P)-. (3) 

3.4.9.1. On a deux foncteurs i e, 1J: E ==t E et un morphisme de 
foncteurs µ: 1J--, i e, car, par definition, e(S) = a(11(S)). D'ou, par [D 1.17], 
un E-foncteur cartesien 

(i e). (F AISc+ (E))--> 11.(F Aisc+ (E)) (4) 

entre les categories deduites de FAisc+ (E) par ces deux changements de 
base et le foncteur (4) induit sur les fibres en SEOb(E) le foncteur image 
inverse attache a µ(S): i e(S)--> 11(S). Celui-ci est une equivalence d'apres 
(3.4.8 (ii)), d'ou la premiere equivalence de (2), par definition de sa source 
et de son but. La seconde est fournie par (3.4.3 (i)) et (3.4.8 (i)). 

3.4.9.2. 11 reste a prouver (ii). Or le premier membre de (3) est la 
fibre en Pde !'extension canonique de F AISC (E) a E et le second membre 
est celle de FAISCIN+ (E). Ces deux categories sont E-equivalentes 
d'apres (3.4.9 (i)) et (3.4.3 (ii)). 
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Commentaire 3.4.10. D'apres ce qui precede, un faisceau sur PE Ob(£) 
s'interprete au choix comme 

(1) une fleche X-+ Pde E verifiant (3.4.6 (i)) 
(2) (si Pest un faisceau), une fleche X -+Pde£; 
(3) un faisceau sur E/P pour la topologie induite (0 3.1.4); 
(4) une section cartesienne au dessus de E/P du champ des faisceaux 

FAISCIN(E) ou de FAISC(E). Dans le langage de (1) et (2) le foncteur 
changement de base associe a une fleche Q - P de E n'est autre que 
X ~Xx pQ et dans le langage de (3) et (4) c'est la composition avec le 
foncteur E/Q-+E;p· 

Notons que, sur la forme (3), il apparait que ces foncteurs changement 
de base sont des morphismes de topos, autrement <lit ils commutent aux 
limites projectives finies et aux limites inductives quelconques. 

Les considerations precedentes s'etendent aisement au cas des prefais
ceaux d'ensembles munis de structure algebrique (lll 1.1) [SGA 4 ll 5.3]. 
Nous traiterons le cas des groupes. 

3.4.11. Soit C une categorie. On designe par Gr( C) la categorie des 
groupes de C (Ill 1.1.1). Siles produits finis existent dans C, on a, pour 
toute categorie X un isomorphisme canonique 

Gr(Hom(X, C))~ Hom(X, Gr(C)) (1) 

fonctoriel en C. Profitant de cette remarque, nous allons construire, 
etant donne un £-champ F, un £-champ dont les fibres sont les Gr(Fs)
Bien entendu, la proposition ci-dessous vaut pour toute espece de struc
ture algebrique, a condition d'y remplacer produit fini par limites projec
tives finies. 

Proposition 3.4.11.1. Soit F une E-categorie fibree telle que les pro
duits finis existent dans les fibres de F et soient respectes par les foncteurs 
image inverse. 

(i) 11 existe une E-categorie fibree Gr(F/E) et un isomorphisme 
entre foncteurs definis sur (Cat1E)0 a valeurs dans (Cat) 

Gr(CartE(X, F)) ~ CartE(X, Gr(F/E)), (1) 

[ou X-+ E est une E-categorie appartenant a V, c'est a dire un objet de 
Cat1E]. 

(ii) De plus, on a un E-foncteur cartesien fidele et conservatif 
(0 3.8.1) 

Gr(F/E)-+F (2) 

appele foncteur objet sous-jacent. 
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(iii) Si Fest complete (resp. precomplete) pour une topologie sur E, 
il en est de meme de Gr(F/E). 

3.4.11.2. On notera que (i) caracterise Gr(F/E) a isomorphisme unique 
pres. En particulier, prenant pour X la E-categorie finale {S} definie par 
un objet S de E, on trouve un isomorphisme canonique 

Gr(Fs)~ Gr(F/E)s, SEOb(E). (1) 

Le detail de la preuve de (i) est laisse au lecteur. 

3.4.11.3. Le foncteur (2) est defini grace a la propriete universelle (i) 
a partir des foncteurs objets sous-jacents 

(2) 

11 est fidele et conservatif car il en est ainsi de ceux-ci (I 1.5.1). Puisqu'il 
est fidele et conservatif, le foncteur (2) permet de decrire les foncteurs 
image inverse de Gr(F/E) a partir de ceux de F. 

3.4.11.4. L'assertion (iii) resulte immediatement de (i) et de la defini
tion (1.2.1). 

3.4.11.5. Soit E une categorie ou les produits fibres finis existent. On 
posera 

GREL(E)= Gr(Fl(E)/E) (1) 

et on l'appellera la E-categorie des groupes relatifs de E. Sa fibre en 
SE Ob (E) est done la categorie des groupes de E1s, appeles aussi S-groupes 
de E. Si E est un site standard, c'est un E-prechamp et si E est un U-topos, 
c'est un £-champ en vertu de (3.4.8.2). 

Proposition 3.4.12. Soit E un U site. On pose 

FAGR(E)=GREL(E) x tE 

et on l'appelle le champ de faisceaux de groupes sur E. 

(i) On a des equivalences de categories 

(1) 

FAGR(E)~ Gr(FAISCIN(E)/E)~ FAGRSC(E), (3.4.1 (6)). (2) 

(ii) L'extension canonique de FAGR(E) a £ est £-equivalente a 

Gr(FAISC+(E)/E) et a FAGRSC+(E), (3) 
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OU FAGRsc+(E) est la E-categorie scindee obtenue en associant a tout 
PEOb(E) la categorie des faisceaux de groupes sur E/P [(3.4.3) ou "//" = 
categorie des groupes appartenant a U]. 

3.4.12.1. La premiere equivalence figurant dans (2) est obtenue a 
partir de FAISC(E)---> FAISCIN (E), (3.4.9 (2)) par passage aux categories 
Gr(*/E). 

La seconde exprime «qu'un faisceaux de groupes est un groupe de la 
categorie des faisceaux » [SGA 4 II § 2.3.5], ainsi que di verses compati
bilites. Pour prouver (ii), on utilise (3.4.3 (2)) qui fournit une £-equivalence 

FAG RSC+ (E)---> FAGRSC(E)+ 

et !'argument precedent, applique a (3.4.8 (1)). 

3.4.12.2. Interpretons (ii). Soit PEOb(E). Un objet de 

G r(FAISC + (E)/E)p 

(4) 

est, d'apres (3.4.11.2 (1)), un groupe de la categorie des faisceaux sur P, 
(4.3.7) qui s'explicite comme un groupe G de la categorie E/P dont l'objet 
sous-jacent est un faisceau sur P. Si Pest un faisceau, G «est» simplement 
un groupe de la categorie E/P. Son image par (3.4.12 (3)) est un objet de 
FAGRSC+(E)p, a savoir le faisceau de groupes Homp(IJ(*), G) (sur le site 
E/P). Enfin, ce dernier determine une section cartesienne de FAG RSC (E) 
sur E1p (3.4.3 (ii)), autrement dit (13.2.2.2) un objet de la fibre en P de 
!'extension canonique a Ede FAGRSC(E). 

Remarque 3.4.13. En vertu de (3.3.1) et (3.4.12 (1)), GREL(E) est une 
image inverse de FAGR(E) par le morphisme de sites defini par le 
foncteur i;: E---> E. Par ailleurs, en appliquant au U-topos Ela proposition 
precedente on trouve une £-equivalence 

GREL(E) ~ FAGRSCE) (1) 

qui interprete done l'image inverse de FAGR(E) comme le champ 
scinde des faisceaux de groupes sur E. Enfin, en vertu de (3.3.8), on sait 
que 

FAGRSC(E)*=FAGRSC(E)+ xtE (2) 

est une image inverse de FAGRSC(E) laquelle est E-equivalente a 
FAGR(E). D'ou une £-equivalence 

FAGRSC(E)~FAGRSC(E)*, (3) 
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qu'il est facile d'expliciter. Un objet de la premiere de projection PEOb(.E) 
est un faisceau de groupes G sur E/P. Son image est la restriction de Ga 
E1p, consideree comme une section cartesienne de FAGRSC(E) sur E/P 
(3.3.3.2 (2)). 

3.5. Les faisceaux Aut8(x) des S-automorphismes 

3.5.1. Soient E un U-site et F un £-champ. On designera par 

Feart (1) 

la sous-categorie de F qui a memes objets et dont les fleches sont les 
fleches cartesiennes de F (done, dans la fibre en SE Ob (E), les S-iso
morphismes). On dira que part est le champ de groupoides sous-jacent 
a F; c'est en effet un champ dont les fibres sont des groupoides et le 
foncteur d'inclusion Feart---, Fest un morphisme de champs. Si u: F---, G 
est un morphisme de £-champs, on notera 

ueart: Feart _, Geart (2) 

le morphisme induit par u sur les champs de groupoides sous-jacents. 

3.5.2. Supposons de plus que F verifie (U -P) (1.3.4). Pour tout 
xEOb(Part) de projection SEOb(E), on obtient un U-faisceau de groupes 

(1) 

sur le site E15 (0 3.1.4) en munissant le fausceau Hom 5 (x, x) calcule dans 
rar1 [(I 2.6.3.1) et (1.2.3 (i))] de la loi de composition definie par l'accouple
ment de composition (I 2.6.3.2 (2)). La bijection (I 2.6.3.2 (1)) induit un 
isomorphisme de groupes 

(2) 

Pour tout S-isomorphisme m: x---, y de Feari, on a un morphisme de 
faisceaux de groupes sur E15 

lnt(m): Aut5 (x)---> Aut5 (y) (3) 

defini par lnt(m)(a)=mam- 1 , et (2) est fonctoriel en x. On en deduit un 
E-foncteur cartesien 

AUT(F): part---> FAGRSC(E), 

AUT(F)(x)= Aut5 (x), xEOb(F5 ), 

(4) 

(4 bis) 

dont le but est le champ scinde des faisceaux de groupes (3.4.1.1 (6)). En 
effet, si Fest scindee, la formation de Hom 5 (x, y) commute (sans isomor-
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phisme canonique) a la formation de l'image inverse (I 2.6.2.1 (5)). Dans, 
ce cas, (4) est done un morphisme de champs scindes. Dans le cas general, 
les Aut5 (x) sont definis en plongeant part dans le categorie scindee libre 
associee L(Fcart) (I 2.4.3), ce qui justifie (4). 

3.5.3. Si u: F------> G est un morphisme de champs, le morphisme uc•rt 
induit pour tout xE0b(F5), SEOb(E), un morphisme de faisceaux de 
groupes sur E15 

Aut5 (x)------> Aut5 (u(x)), (I 2.6.3.2 (4)). (1) 

Par passage aux sections (3.5.2 (2)), celui-ci redonne l'action de u sur les 
S-isomorphismes. On resume les autres proprietes de compatibilite des 
morphismes (1) en disant qu'ils definissent un morphisme de morphismes 
de champs 

AUT(u): AUT(F)------> AUT(G). uc•rt, (2) 

ce qui est aise a verifier. 



Chapitre Ill 

Torseurs. Cohomologie de degre 1 

§ 1. Objets a operateurs dans on topos 

1.1. Introduction: Objets a operateurs dans one categorie 

Nous nous contenterons de fixer nos conventions en renvoyant a 
[SGA 1] pour plus de details. 

Definition 1.1.1. Soit E une categorie. On appelle groupe de E un 
couple (G, m) ou G est un objet de E et m une application qui, a tout 
SE Ob (E), associe une loi de groupe sur !'ensemble G (S) = Hom (S, G) de 
telle sorte que, pour toute fleche f: T---+ S de E, !'application 

G(f): G(S)---+ G(T), G(f)(s)=sf, 

soit un morphisme de groupes. 

1.1.2. De meme un objet a groupe d'operateurs a droite (resp. gauche) 
de E est un (P, G, m), ou Gest un groupe de E et m une famille d'applica
tions m(S): P(S) x G(S)---+ P(S), S EOb(E), verifiant les conditions habi
tuelles. Si Gest un groupe de E, un G-objet a droite (resp. gauche) est un 
objet a groupe d'operateurs a droite (resp. gauche) dont le groupe sous
jacent est egal a G. On designera par 

Oper(E; G) (resp. Oper(E; G0)) 

la categorie des G-objets a droite (resp. gauche) de E et par 

Oper(E) 

(1) 

(2) 

celle des objets a operateurs a droite de E. Comme il s'agira toujours de 
groupes d'operateurs nous ne le precisons plus. 

Definition 1.1.3. Soit F = (P, G, m) un objet a operateurs a droite (resp. 
gauche) de E. On designe par F et on appelle symetrique de F, l'objet 
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a operateurs a gauche (resp. droite) defini par 

F=(P,G,m'), m'(S)(p,g)=m(S)(m,g- 1), SEOb(E). (1) 

On notera que si Gest abelien on ne peut distinguer entre G-objets a 
droite et a gauche mais que F n'est pas, en general, isomorphe a F. 

1.1.4. D'un enonce concernant les G-objets a droite, !'operation F""" F 
permet de deduire un enonce concernant les G-objets a gauche. Desormais, 
lorsque nous ne preciserons pas ii sera toujours entendu que le groupe opere 
a droite. 

Definition 1.1.5. Soit (P, G, m) un objet a operateurs de E. On <lira que 
G opere librement (resp. que (P, G, m) est un pseudo-torseur) si, pour tout 
SEOb(E), le groupe G(S) opere librement sur P(S) (resp. librement et 
transitivement). 

Ces conditions sont «algebriques», c'est-a-dire s'expriment a l'aide 
de limites projectives finies si celles-ci existent dans E. Ainsi pour que 
(P, G, m) soit un pseudo-torseur il faut et il suffit que le morphisme 

u: PxG->PxP, u(S)(p,g)=(p,m(S)(p,g)), SEOb(E), (1) 

soit un isomorphisme. On notera que cette condition n'empeche pas P(S) 
d'etre vide, d'ou le prefixe pseudo, cf. (1.4.1). 

1.1.6. Jusqu'a la fin de ce numero on suppose que les limites projectives 
existent dans E. 

Soit SEOb(E). On appelle S-groupe (resp. S-objet a operateurs) de E 
un groupe (resp. objet a operateurs) de la categorie E1s des objets de E 
au-dessus de S. De meme, si G est un S-groupe, on appellera S-G-objet 
de E un G-objet de Eis· C'est done objet P-> S de E1s muni d'un mor
phisme P x sG-> P assujetti a des conditions «algebriques» evidentes. 
11 en resulte que si f: T-> S est une fleche de E, le changement de base 
X""" X X s T transforme S-objets a operateurs en T-objets a operateurs, 
ce qui permet de definir une E-categorie fibree (cf. II 3.4.11.1) 

OPER(E) (1) 

dont la fibre en SEOb(E) est la categorie Oper(E1s) des objets a opera
teurs (a droite) de Eis· Si G est un groupe de E, on definit de meme la 
E-categorie fibree 

OPER(E; G) (2) 

dont la fibre en S est la categorie Oper(E1s; G x S) des S-(G x S)-objets 
a operateurs a droite, (par abus de langage on <lira aussi S-G-objet a 
operateurs). 
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1.1.7. Pour etudier les objets a operateurs de E on munit E d'une 
topologie moins fine que la topologie canonique. Le foncteur 

a: E~E, e(S)=Hom(*,S), (02.5(3)), (1) 

est alors pleinement fidele et commute aux limites projectives finies. 11 
induit done un a1oncteur cartesien pleinement fidele 

OPER(a): OPER(E) ~ OPER(E), (2) 

qui «identifie» les S-objets a operateurs aux a(S)-objets a operateurs du 
topos E qui soot representables. Par une variante triviale de (II 3.4.11), 
on voit que OPER(E) est un £-champ ainsi que OPER(E; G) ou Gest 
un groupe de E, d'ou il resulte que OPER(E) (resp. OPER(E; G), ou G 
est un groupe de E} est un E-prechamp. Comme nous allons voir il est 
tres aise de calculer avec les objets a operateurs d'un topos, ce qui permet 
de calculer avec ceux d'un site standard, a condition de disposer de 
crteres de representabilite (c'est-a-dire de criteres d'effectivite pour 
certaines donnees de descente sur certains objets de E) pour suppleer au 
fait que OPER(E) n'est pas, en general, un champ. 

1.2. Les objets HomG(P, Q) dans un topos 

Soient Tun U-topos, (I 3.1.3), fixe dans tout ce paragraphe. 

Definition 1.2.1. Soient S EOb(T), G un S-groupe de T et P et Q des 
S-G-objets de P. On notera HomG(P, Q) (resp. HomG(P, Q)) le faisceau 
(resp. l'ensemble) des S-morphismes de P dans Q dans le T-champ 
OPER(T, G), (1.1.6.(2)). 

1.2.2. Par definition, ce soot des faisceaux sur T1s, qui soot done 
representables par des objets de T1s puisque T est un U-topos. 

1.2.3. De meme, si u: G ~ H est un morphisme de S-groupes de T, 
si Pest un S-G-objet et Q un S-H-objet, on posera 

OU 
(2) 

est le G-objet deduit de Q par u. On les appellera respectivement faisceau 
et ensemble des u-morphismes de P dans Q. 

1.2.4. Le fait que les HomG(P, Q) soot representables assure en parti
culier que, si P est un S-G-objet a droite de T, le S-groupe AutG(P)= 
HomG(P, P) opere a gauche sur Pde facon nature/le. De plus, pour tout 
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S-groupe A, il ya correspondance bijective entre les structures de A-objet 
a gauche de P telles que les operations de A commutent a celles de G, 
et les morphismes de S-groupes A-> Aut6 (P). On dira que A opere sur P 
par G-automorphismes si l'on s'est donne un tel morphisme. 

1.2.5. Sous ces conditions, soit encore Q un S-G-objet de T. Par 
composition des S-morphismes dans le T-champ OPER(T, G), le S
groupe Aut6 (P) opere a droite sur Hom 6 (P, Q); done aussi A par le 
morphisme u: A----> A ut6 (P). Si l'on note 

m: Px 8A---->P (1) 

le morphisme definissant les operations de A sur P, les operations de 
A sur Hom 6 (P, Q) que l'on vient de definir sont donnees par 

n: Hom 6 (P, Q) x 8A----> Hom6 (P, Q) 

n(S')(f, a)(p) = f (m(S')(p, a)), S'EOb('I;8). 

(2) 

1.2.6. Supposons qu'un S- groupe B opere a gauche sur Q par G
automorphismes. Par composition des S-morphismes dans OPER(T; G), 
on fait operer Ba droite sur Hom6 (P, Q); on prouve que le morphisme 

n': Hom6 (P, Q) x 8B----> Hom 6 (P, Q) 

n'(S')(f, b)=m'(S')(f(p), b), S'EOb(T18,), 
(1) 

donne les <lites operations, OU m': Q X sB----> B definit les operations de 
B sur Q. On notera que B opere sur Hom 6 (P, Q) par A-automorphismes. 

Proposition 1.2.7. Soient Tun topos, Gun groupe de T et Pun G-objet 
de T. Soit Gd le G-objet a droite obtenu en faisant operer G sur lui-meme 
par les translations a droite. Soit enfin e la section unite de G. 

(i) le morphisme 

n: Hom6 (Gd, P)----> P, n(m)=m(e), (1) 

est un isomorphisme de G-objets et de Aut6 (P)-objets. 

(ibis) On a une bijection canonique 

Hom6 (Gd,P)~Hom(e,P)=P(e), mHm· e, (2) 

ou e est l'objet final de T. 
(ii) Si P =Gd, le morphisme (1) est un isomorphisme de groupes 

Aut6 (Gd)~G (3) 

dont l'inverse est fourni par les translations a gauche. 

Evident. 
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Proposition 1.2.8. Soient T un U-topos et G un groupe de T. La 
categorie G=Oper(G; T) des G-objets a gauche de Test un U-topos. 
Le foncteur « oubli des operations de G »: 

OJ*: G ~ T, OJ*(X, m)=X, (1) 

est fidele et conservatif; ii commute aux limites inductives et aux limites 
projectives quelconques. 

1.2.8.1. La seconde assertion explique done comment calculer Jes 
limites inductives et projectives dans G. Notons deja que G est une 
U-categorie car OJ* est fidele. Considerons le foncteur 

OJ*: T~G, OJ*(E)=HomT(G,E), 

ou !'on fait operer Ga gauche sur OJ*(E) par la «formule» 

(g · f)(g') = f(g' g). 

(2) 

Nous laissons au lecteur le soin de verifier que OJ* est un adjoint a droite 
de OJ* et plus precisemment que, pour tout X EOb(G) et tout E EOb(T), 
!'application 

HomT(OJ*(X), E) ~ Hom6 (X, HomT(G, E)) 

f1------>F, F(x)(g)=f(gx), 

fournit un isomorphisme bifonctoriel. 

Lemme 1.2.8.3. Soit X: J ~ G un foncteur et soit X la limite projective 
(resp. inductive) du compose OJ* X: I~ T. 

(i) 11 existe une unique action s de G sur X telle que, pour tout 
iEOb(J), le morphisme structural X ~X(i) (resp. X(i)~X) soit un G
morphisme. 

(ii) Le couple (X, s) est une limite projective (resp. inductive) du 
foncteur X. 

Dant le cas des limites inductives, on prouve (i) en utilisant le fait que, 
dans T, les limites inductives sont universelles (0 2.6.2), d'ou il resulte 
que G x X est une limite inductive du foncteur i~G x OJ*(X(i)), ce qui 
fournit !'action s: G x X ~ X par passage a la limite. On acheve aisement 
la demonstration. On raisonne de meme dans le cas des limites projectives 
en utilisant la « formule» evidente 

lim(X x X(i))=X x lim(X(i)). 
~ ~ 

Ayant ainsi demontre !'existence des limites inductives et projectives 
indexees par une categorie appartenant a U et le fait que OJ* les respecte, 



§ 1. Objets a operateurs dans un topos 111 

on acheve la preuve de (1.2.8) grace au lemme (1.2.8.4) ci-dessous. On 
peut l'appliquer car w* est evidemment conservatif et admet un adjoint 
a gauche 

(1) 

ou G opere sur G x E grace aux translations a gauche de G. 

Lemme 1.2.8.4. Soit f: C-. C' un foncteur conservatif commutant 
aux limites projectives finies et aux limites inductives. On suppose que C' 
est un U-topos et que, dans C, les limites projectives finies et les limites 
inductives indexees par une categorie appartenant a U existent. 

(i) La categorie C verifie les conditions (a), (b) et (c) de (0 2.6). 
(ii) Si f admet un adjoint a gauche g, C est un U-topos et f est le 

foncteur image inverse sous-jacent a un morphisme de topos C'-. C. 

Prouvons (i). La condition (a) (existence de limites projectives finies) 
fait partie des hypotheses. Prouvons que toute limite inductive de C est 
univers~lle. Son image par f est une limite inductive de C', elle est 
universelle car C' est un U-topos, d'ou la conclusion car f commute 
aux produits fibres finis et est conservatif. De la condition (b), il nous 
reste a prouver que les sommes directes sont disjointes. Soit X = LI X;. 
Pour tout j, le morphisme structural; Xi-. X est un monomorphisme 
car il en est ainsi de son image par f qui est le morphisme structural de 
f(X)-. f(X) = LI f(XJ Puisque les limites inductives existent dans C 
et que f les respecte, C admet un objet initial dont l'image par f est 
un objet initial de C'. Puisque f commute aux produits fibres finis et 
est conservatif, le produit fibre X; x xXi, i =t, j, est un objet initial de C, 
ce qui prouve la condition (b). Nous laissons au lecteur le soin de verifier 
la condition (c). 

Prouvons (ii). Remarquons que, sous les hypotheses de (i), le foncteur 
fest fidele car il est conservatif et le noyau d'un couple de fleches X ~ Y 
de C existe. Done C est une U-categorie. De plus, puisque les limites 
inductives sont universelles dans C, toute famille epimorphique de C 
est couvrante pour la topologie canonique, c'est-a-dire epimorphique 
effective universelle. Pour prouver que C admet une U-famille de genera
teurs topologiques, il suffit done de trouver une famille (X;), iEJ, /EU, 
d'objets de C, telle que, pour tout X EOb(E) la famille M de tous les 
morphismes d'un des X; dans X soit epimorphique, ce qui sera vrai si 
son image par fest epimorphique car fest conservatif. Soit alors (X;), 
iEJ, /EU, une U-famille de generateurs topologiques de C' et soi~ 
g: C'-. C !'adjoint a gauche def La famille X;=g(X;) convient car, 
pour tout X EOb( C), la famille f (M) est couvrante. En effet, puisque g 
est adjoint a gauche def, celle-ci est dominee par la famille de tous les 
morphismes x;-. f (X), qui est couvrante par hypothese. 
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Remarque 1.2.8.5. De la demonstration de (1.2.8.4), on deduit que 
si (E;), i E J, IE U, est une U-famille de generateurs topologiques du topos 
T, la famille des 

W1(E;)=GXE; 

est une U-famille de generateurs topologiques du topos G. II serait bon 
de savoir si la conclusion de (1.2.8 (ii)) est verifiee meme lorsque l'on 
ne suppose pas que f admet un adjoint a gauche. 

1.2.8.6. Puisque w* commute aux limites projectives et admet un 
adjoint a droite w*, c'est le foncteur image inverse d'un morphisme de 
topos 

w:T~G (1) 

dont le foncteur image directe est w*. On a ainsi trois foncteurs dont 
chacun est adjoint a gauche de celui qui est ecrit sous lui 

OU 
w1(E)=GxE (2) 

w*(X)=X"' (oubli des operations de G) 

w*(E)=HomT(G, E) 

ou G opere sur w 1 (E) grace aux translations a gauche de G et sur w* (E) 
grace aux translations a droite de G. 

Lemme 1.2.8.7. On a trois foncteurs dont chacun est adjoint a gauche 
de celui qui est ecrit sous lui 

OU 

r*(E)=Er 

'*(X)=XG 

(1) 

(operations triviales) 

ou xa est plus le plus grand sous objet de X sur lequel G opere triviale
ment. De plus, r* est le foncteur image inverse et'* le foncteur image 
directe d'un morphisme de topos 

r: G-T. (2) 

Enfin, le compose r w est le morphisme identique du topos T. 
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La preuve de la premiere assertion est laissee au lecteur. La seconde 
en resulte car !'existence de w1 prouve que w* commute aux limites 
projectives. Enfin la derniere s'exprime par l'egalite evidente entre 
foncteurs 

(3) 

que l'on exprime en disant que le morphisme west une section de r: G ~ T. 

Proposition 1.2.8.8. On a deux foncteurs quasi-inverses l'un de l'autre 

e*:T ~ G16• 

et 
e*: G16• ~ T 

e*(X)=Xe, 

OU Xe est la fibre de xro ~ G; en la section unite de G g. 

(1) 

(2) 

Pour une description en clair de e*, disons que l'on fait operer G 

sur G x E par translation a gauche et que qu'on le considere comme un 
Gg-objet de G grace a la premiere projection. La demonstration est 
laissee au lecteur, mais, en vue de calculs ulterieurs, donnons, pour tout 
objet p: X ~Gg de G16., l'isomorphisme nature! 

C'est 
e*e*(X)_____:::._,x_ 

(g, X)H g X, 

l'isomorphisme inverse etant XH(p(x), p(x)- 1 x). Bien entendu, e* et e* 
definissent un morphisme de topos 

(3) 

Proposition 1.2.8.9. On a trois foncteurs dont chacun est adjoint a 
gauche de celui qui est ecrit sous lui 

1,(X ~Gg)=X comme objet de G 

1*(X)=GgxX 

1*(X ~Gg)= HomiG, Xe)= HomG (G<l), X), 
/Gg 

(1) 

ou G<l) est l'objet G x G sur lequel G opere par translations a gauche sur 
le premier facteur, considere comme Gg-objet de G grace a la premiere 
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projection. De plus, 1* est le foncteur image inverse et 1* le foncteur 
image directe d'un morphisme de topos 

(2) 
Enfin, on a 

IB=W (c'est-a-dire c* 1*=w*). (3) 

Demonstration. Notons deja que le morphisme i n'est autre que le 
morphisme habituellement attache a un objet d'un topos. On prouve 
d'abord que c* 1* = w*, ce qui est evident. 11 est evident que 11 est adjoint 
a gauche de 1*, ce qui, par unicite de l'adjoint, fournit un isomorphisme 
canonique 

(4) 

Puisque B* est quasi-inverse de c*, on sait que 1* admet un adjoint a 
droite, note 

(5) 

qui s'explicite comme il est <lit dans l'enonce, la seconde expression etant 
justifiee par le fait que c* est une equivalence de categories. Ace propos, 
precisons que, la structure de G-objet de i*(X -G8)= HomG (G<1l, X) 

tGg 

est donnee par les translations d droite de G sur le second facteur de 
G(l)=G X G. 

Remarque 1.2.8.10. Puisque c*: G16g - T est une equivalence de 
categories et que c* 1*=w*, le foncteur oubli w*: G- T s'interprete 
comme le foncteur z*, 1*(X)=X x G8 , c'est-a-dire comme un foncteur 
localisation puisque le morphisme final G 8 - e est couvrant dans G. 

1.3. Le produit contracte P ~ Q ; extension du groupe structural 

Definition 1.3.1. Soient G un groupe de T et P (resp. Q) un G-objet 
a droite (resp. gauche) de T. On designe par PX Q le quotient du produit 
P x Q par le groupe G operant «diagonalement» 

P x Q x G-Px Q, (p, q, g)i.,,,.(pg,g-1 q). (1) 

1.3.1.1. Comme toutes les limites inductives, le produit contracte 
PX Q existe dans T et represente le foncteur 

Tvv>Hom(P x Q, T)6, TEOb(T), (1) 

ou l'exposantG designe l'ensemble des elements invariants par G. De 
plus, Jes limites inductives etant universelles (0 2.6.1) (0 2.7), le produit 
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contracte existe dans les fibres du T-champ OPER [T] et il est stable 
par Jes foncteurs image inverse. 

1.3.1.2. Si un groupe A opere a gauche sur P (resp. sur Q), par G-auto
morphismes, ii opere sur P x Q de maniere compatible avec la relation 

d'equivalence definie par G. 11 opere done sur PX Q. 

1.3.1.3. Soient G un groupe de T et P un G-objet de T. D'apres ce 

qui precede, le groupe G opere a droite sur le produit contracte PX G 
obtenu en faisant operer G sur lui-meme par translations a gauche. De 

meme, Aut6 (P) opere a gauche sur PX G, par G-automorphismes. Ceci 
dit, on a un isomorphisme compatible avec ces structures d'objets a 
operateurs 

(1) 

obtenu en composant (idp, e): P~P x G, ou e est la section unite de G, 

et la projection structurale P x G ~PX G. 

Proposition 1.3.2. Soient u: G ~ G' un morphisme de groupes de T, 
m: P~P' un u-morphisme d'objets a operateurs a droite et n: Q~Q' un 
u-morphisme d'objets a operateurs a gauche. Le morphisme m x n: P x Q 
~ P' x Q' passe au quotient et definit un morphisme 

(1) 

Si, de plus, v: A~ A' est un morphisme de groupes, si A opere sur P par 
G-automorphismes, si A' opere sur P' par G'-automorphismes et si 
m: P ~ P' est un v-morphisme, le morphisme n est un v-morphisme 
pour les operations de A et A' obtenues par passage au quotient. 

Remarque 1.3.3. Sous Jes hypotheses de (1.3.1), le groupe Aut6 (P) 

opere par fonctorialite sur le produit PX Q. En effet, on a vu que la forma

tion de PX Q commute au changement de base. On voit aisement que 
l'on retrouve ainsi Jes operations obtenues par passage au quotient a 
partir de !'action de Aut6 (P) sur P. 

Proposition 1.3.4. (Symetrie.) Soit P un G-objet a droite et Q un 
G-objet a gauche sur lequel opere a droite par G-automorphismes un 
groupe H. On a un H-isomorphisme canonique de H-objets a gauche 

( 1) 
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Proposition 1.3.5. (Associativite.) Sous Jes hypotheses de (1.3.4), soit 
encore Run H-objet a gauche. On a un isomorphisme canonique 

(1) 

La demonstration est laissee au lecteur. 

Proposition 1.3.6. (Extension du groupe structural.) Soit u: F-----, G un 
morphisme de groupes de T. Pour tout F-objet P, designons par 

Pu: p-----,"P, "P=P ~ Gd, (1) 

le compose 

p (ictp,eJ PxG -----,p~G 
d d 

ou e est la section unite de Get ou le produit contracte P ~ Gd est defini 
en faisant operer F a gauche sur Gd par Jes translations a gauche. 

(i) Pu est un u-morphisme. 
(ii) Pour tout morphisme de groupes (de T) v: G-----, H et tout H-objet 

R le morphisme 

n: Homv("P,R)----->Homv.(P,R), n(n)=n-Pu, (2) 

est un isomorphisme pour Jes structures de AutH(R)-objets definies dans 
(1.2.5). 

(iii) Pour tout G-objet Q !'application 

HomG("P,Q)-----,HomF(P,Q"), n1---->n-Pu, (3) 

est bijective, (pour Q" cf. 1.2.3 (2)). 

On dira que "Pest deduit de P par extension a G de son groupe structural 
F, (au moyen de u: F----->G). 

Les assertions (i) et (iii) resultent de la propriete universelle qui 
definit P ~ Gd. Elles montrent que P ,,.,..up est un adjoint a gauche du 
foncteur Q ,,..,..Q", (restriction a F du groupe structural), le morphisme 
d'adjonction etant Pu: P-----, (" P)". Enfin, puisque le produit contracte 
est stable par changement de base, (ii) resulte de (iii). 

1.3.7. On resume Jes proprietes de stabilite en disant que !'on a defini 
un morphisme de T-champs 

OPER(T;u): OPER(T;F)----->OPER(T;G), p,,..,.."P, (1) 

(1.1.6 (1)) et un morphisme de morphisme de champs 

p,,..,..pu, Pu: P----->("P)", (2) 
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tels que, pour tout S-G-objet Q et tout S-F-objet P !'application (1.3.6 (3)) 
soit bijective. 11 est evident que la donnee de (2) avec la propriete susdite 
caracterise (1) a isomorphisme unique pres parmi les morphismes de 
champs. 

Definition 1.3.8. On <lit que F opere transitivement sur P (ou mieux 
que P est un F-espace pseudo-homogene) si le morphisme 

p X F ~PX P, (p,f)H (p, pf), (1) 

est un epimorphisme de T. On <lit que P est un F-espace homogene de T 
si, de plus, le morphisme final P ~ e est un epimorphisme. 

Corollaire 1.3.8.1. Sous les hypotheses de (1.3.7), si F opere librement 
(resp. transitivement) sur P alors G opere librement (resp. transitivement) 
sur "P. Si P est un pseudo-torseur (resp. un F-espace homogene) il en 
est de meme de "P. 

1.3.8.2. La preuve est laissee a la sagacite du lecteur qui utilisera 
(3.1.1) ci-dessous et remarquera que P est pseudo-homogene (resp. 
homogene) si, et seulement si, le quotient P/F est un sous-objet de l'objet 
final de T (resp. un objet final de T), (3.1.1.2). 

Corollaire 1.3.9. Soit u: F ~Gun morphisme de groupes de T. Soient 
Pet Q deux S-F-objets. Le morphisme de champs OPER(u) induit sur 
les faisceaux de S-morphismes des morphismes 

µ: HomF(P, Q)~ HomG("P, "Q) 

J: AutF(P)~ AutG("P) 

y: AutF(Q)~ AutG("Q). 

(1) 

(2) 

(3) 

De plus, µ est un y-morphisme et un b-morphisme pour Jes operations 
decrites dans (1.2.5) et (1.2.6). 

Evidemment. C'est une maniere de dire comment un groupe A 
operant sur P par G-automorphismes opere sur "P. Les formules (1.3.6 (1)) 
et ( 1.3.3) permettent de decrire autrement Jes <lites operations. En utilisant 
(1.2.5), le lecteur explicitera en ces termes les compatibilites resumees 
par le corollaire. 

1.4. Torseurs dans un topos 

Definition 1.4.1. Soient Tun U-topos et SEOb(T). On appelle torseur 
a droite (resp. gauche) de T sur S un S-objet a operateurs a droite (resp. 
gauche) de T, soit (P, G, m), tel que: 
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(a) le morphisme P - S est un epimorphisme 
(b) le morphisme 

u: PxsG-PxsP, u(p,g)=(p,m(p,g)), 

est un isomorphisme. 

(1) 

1.4.1.1. On rappelle que la seconde condition signifie que P est un 
pseudo-torseur (1.1.5). La premiere condition n'est pas «algebrique». 
Elle signifie qu'il existe une famille epimorphique {S; - S} telle que les 
ensembles P(S;)=Homs(S;, P) soient non vides. 

1.4.1.2. On appellera torseur de T un e-torseur, ou e est l'objet final 
de T. Moyennant quoi, pour tout SEOb(T), un S-torseur est la meme 
chose qu'un torseur de T;s· 

l.4.1.3. Un morphisme de topos f: T - T' commute aux limites pro
jectives finies et transforme done objets a operateurs en objets a opera
teurs. De plus il commute aux limites inductives et transforme done 
epimorphismes en epimorphismes, done torseurs en torseurs. 

Definition 1.4.2. Soient SEOb(T), et Gun S-groupe de T. On appelle 
G-torseur a droite (resp. gauche) sur S un torseur a droite (resp. gauche) 
sur S dont le groupe sous-jacent est egal a G. 

Conformement a nos conventions (1.1.4) nous dirons souvent torseur 
pour torseur a droite. Le G-objet Gd est un torseur car il admet une section, 
done verifie (a). On dira que c'est le torseur trivial. 

Lemme 1.4.3. Soient SEOb(T) et G un S-groupe de T. Pour qu'un 
pseudo-torseur P sous G sur S soit G-isomorphe a Gd il faut et il suffit 
qu'il admette une section. Pour qu'un G-objet P soit un torseur il faut 
et il suffit qu'il soit localement isomorphe a l'objet trivial Gd. 

La premiere assertion resulte immediatement de (1.2.7 (ibis)) et de la 
definition (1.1.5). La seconde egalement, par descente. 

1.4.4. Les conditions de (1.4.1) sont done locales. La sous-categorie 
pleine du T-champ OPER(T), (1.1.6 (1)), dont les objets de projection 
SEOb(T) sont les S-torseurs est done un T-champ que l'on appellera le 
champ des torseurs de T et que l'on notera 

TORS(T) (ou parfois TORS). (1) 

Si G est un groupe de T on designera par 

TORS(T; G) (ou encore TORS(G)) (2) 
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le champ des G-torseurs (a droite) defini de maniere evidente a partir de 
OPER(T; G), (1.1.6 (2)). 

Entin on designera par 

Tors(T) (resp. Tors(T; G)) (3) 

la categorie des torseurs (resp. G-torseurs) de T, isomorphe a la fibre de 
(1) (resp. (2)) en un objet final de T. 

Theoreme 1.4.5. («TORS(T; G) est une gerbe».) Soit G un groupe 
de T. 

(i) Deux G-torseurs sont localement G-isomorphes. 
(ii) Tout G-morphisme de G-torseurs est un isomorphisme. 

Le sous-titre est explique par (2.1.1) ci-dessous. L'assertion (i) resulte 
de (1.4.3) car tout G-torseur admet localement une section d'apres 
(1.4.1 (a)). Puisque TORS(G) est un champ, on peut supposer dans (ii) que 
les torseurs sont triviaux et !'on conclut par (1.2.7 (ibis)). 

Proposition 1.4.6. Soit u: F - G un morphisme de groupes de T. 

(i) Pour tout F-torseur P, le G-objet Pr Gd de (1.3.6) est un G
torseur. 

(ii) Le foncteur OPER(T, u) de (1.3.7 (1)) induit un morphisme de 
T-champs 

TORS(T, u): TORS(T, F)- TORS(T, G), (1) 

(iii) Soient P un F-torseur, Q un G-pseudo-torseur et m: P - Q un 

u-morphisme. Le morphisme nature! P ~ Gd - Q est un G-isomorphisme. 
En particulier, Q est un G-torseur. 

(iv) Sous Jes hypotheses de (iii), pour tout morphisme de groupes 
v: G - H et tout H-objet R, le morphisme 

est un isomorphisme de AutH(R)-objet a gauche. 

(i) resulte de (1.3.8) et prouve (ii). Sous Jes hypotheses de (iii), le 
morphisme final P - e est couvrant et domine Q - e, done Q est un 
torseur, ce qui prouve (iii) car tout G-morphisme de torseurs est un 
isomorphisme. De (iii) on deduit (iv) par (1.3.6 (ii)). 

Corollaire 1.4.7. Soit u: F- Gun morphisme de groupes de T. Soient 
P un F-torseur et Q un G-torseur. 
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(i) Homu(P, Q) est un torseur a gauche sous AutG(Q) operant par 
composition des morphismes. 

(ii) Sim: P - Q est un u-morphisme, il existe un unique morphisme 
de groupes de T 

(1) 

tel que m soit un V-morphisme pour les operations decrites dans (1.2.4). 
(iii) Sous les conditions de (ii) le morphisme V s'identifie au mor

phisme induit par Tors(u), (cf.1.3.9 (2)), quand on identifie Q et Pf G = "P 
grace am: P-Q. 

(iv) Sous les hypotheses de (1.4.6 (iv)) le morphisme (2) qui y figure 
est un isomorphisme de Auta(R)-torseurs a gauche lorsque R est un 
H-torseur. 

Prouvons (i). On peut localiser et supposer que P et Q sont triviaux 
auquel cas il existe un u-morphisme m: P - Q. En supposant que v = idG 
et Q = R dans (1.4.6 (iv)), le morphisme m qui y figure donne un iso
morphisme de AutG(Q)-objets a gauche 

car tout G-morphisme de Q est un isomorphisme. D'ou (i). Dans (ii), 
l'unicite de V est evidente car on peut localiser et appliquer (1.2.7 (ii)). 
On acheve de prouver (ii) et (iii) en verifiant que, d'apres ( 1.4.6 (iii)), la 
condition «m est un U-morphisme» signifie precisement que V s'identifie 

au morphisme induit par Tors(u) quand on identifie Q et P ~ Gd grace 
a m. Bien entendu, (iv) est juste un commentaire. 

Definition 1.4.8. Soient Aun groupe de T et Pun A-torseur (a droite). 
On appelle groupe adjoint de Pet l'on note 

ad(P)= AutG(P) (1) 

le faisceau des G-automorphismes de P. Soient encore 

(2) 

un morphisme de groupes et un u-morphisme de torseurs. On appelle 
morphisme adjoint de met l'on note 

ad(m): ad(P)-ad(Q) (3) 

!'unique morphisme de groupes de T tel que m soit un ad (m)-morphisme 
de torseurs a gauche (1.4.7 (iii)). 
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1.5. Oppose d'un torseur; bitorseurs 

Proposition 1.5.1. Soient A et B deux groupes de T et P un B-objet 
a droite ou A opere a gauche par B-automorphismes (1.2.4) (on <lira que P 
est un A-B-biobjet). Les conditions suivantes sont equivalentes 

(i) Pest un B-torseur a droite et le morphisme A- AutB(P) est un 
isomorphisme; 

(ii) Pest un B-torseur a droite et un A-torseur a gauche. 

1.5.2. Chacune des conditions implique que P est localement B
isomorphe a Bd, d'ou la conclusion par (1.2.7 (ii)) et (1.4.3). On obtient 
evidemment une autre condition equivalente a (i) en y echangeant les 
roles de A et B, car (ii) est symetrique. 

Definition 1.5.3. On appelle bitorseur de T un triplet (A, P, B), ou A 
et B sont des groupes de T et ou P est un A-B-biobjet satisfaisant les 
conditions de (1.5.1). On <lira egalement que P est un A-B-bitorseur. 
Si G est un groupe de T, on appelle G-bitorseur un bitorseur dont les 
deux groupes sous-jacents sont egaux a G. 

1.5.3.1. D'apres un (1.4.8), un B-torseur a droite P definit un ad (P)-B
bitorseur. 

1.5.3.2. Si F est un T-prechamp et si x et y sont deux objets de la 
fibre de Fen l'objet finale de T, le faisceau lsome(x, y) est un pseudo
torseur a droite sous Aute(x) et un pseudo-torseur a gauche sous Aute(Y) 
operant par composition des morphismes. Par suite, pour que x soit 
localement isomorphe a y il faut et il suffit que lsome(x, y) soit un 
A ute (y )-A ute (x )-bitorseur. 

Proposition 1.5.4. Soit BITORS(T) le champ des bitorseurs de T. 
(i) Le morphisme de T-champs 

BITORS(T)- TORS(T), (A, P, B)vv>(P, B) (1) 

est une T-equivalence. 
(ii) On obtient un foncteur quasi-inverse en associant a tout torseur 

(P, A) le bitorseur (ad (P), P, A) et a tout morphisme de torseurs (m, u): 
(P, A)-(Q, B), le morphisme de bitorseurs 

(ad (m), m, u): (ad (P), P, A)- (ad (Q), Q, B). 

Resulte immediatement de (1.5.3) et de (1.4.7 (iv)). 
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Convention 1.5.5. 

1.5.5.1. Soit & = (A, P, B) un bitorseur. Nous designerons par 

&0 = (B, P, A) (et dans les formules par P 0 ) (1) 

le bitorseur obtenu en faisant operer B a gauche et A a droite par le 
procede de (1.1.3). 

1.5.5.2. Soit P=(P,A) un torseur a droite. Soit&=(ad(P),P,A) le 
bitorseur qui lui est associe canoniquement. Nous designerons par 

P0 = (P, ad (P)) (et dans Jes formules par P 0 ) (2) 

le torseur a droite sous-jacent au bitorseur &0 • (On l'appellera l'oppose 
de P). 

1.5.5.3. Bien entendu, G s'identifie canoniquement a Autad(Pl(P0)= 
ad (P0 ) et c'est pourquoi nous conviendrons de le faire operer a gauche 
sur P0 • 

1.5.5.4. Bien entendu, P""' P0 est une auto-equivalence du champ 
TORS(T), mais ne conserve pas les sous-categories TORS(T, A). 

Proposition 1.5.6. Soient A un groupe de T et P un A-torseur. Soit 
Z le centre de A. 

(i) Le morphisme 

U: Z---+Hom(P,P), U(z)(p)=pz, (1) 

identifie Z et le centre ad (P). Ce dernier est egalement le faisceau des 
automorphismes de P qui sont compatibles avec Jes operations de A et 
de ad(P). 

(ii) Pour que A soit abelien il faut et il suffit que le morphisme de 
champs 

BITORS(T; A)---+ TORS(T; A), (A, P, A)vv->(P, A), (2) 

soit une T-equivalence, ou BITORS(T; A) est le T-champ des A-bitor
seurs. 

La preuve est laissee au lecteur. 

Corollaire 1.5.7. Soit Aun groupe abelien de T. Pour tout A-torseur P, 
on a un isomorphisme de groupes de T 

U: A~ad(P), U(a)(p)=pa, (1) 

par lequel on identifie le ad (P)-torseur P 0 au A-torseur P de (l.1.3). 
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1.6. Produit contracte par un torseur 

Soit T un U-topos fixe dans tout ce numero. 

Theoreme 1.6.1. Soient (P, G) un torseur de T et X un G-objet a gauche. 
(i) 11 existe un morphisme d'objets de T 

a: P x X ~ Hom 6 (P, X) (1) 

caracterise par la condition 

a(p,x)(p)=x, pour tout (p,x)EPxX. (2) 

(ii) De plus a passe au quotient et definit un isomorphisme de A ut6 (X)
objets a gauche 

(3) 

et un isomorphisme de Aut6 (P)-objets a gauche 

(4) 

1.6.1.1. Rappelons que X designe le G-objet a droite deduit de X par 
(1.1.3). Bien entendu Aut6 (X) opere a gauche sur X et sur X par G
automorphismes. Les structures en cause dans (3) sont decrites par 

(1.3.1.2) et (1.2.6). De meme, Aut6 (P) opere a gauche sur P J X par 
(1.3.1.2) et a droite sur Hom 6 (P, X) par (1.2.5). Ce qui explique que (4) 
s'ecrive autrement que (3) bien que les morphismes de T sous-jacents 
soient les memes. 

1.6.1.2. La premiere assertion est triviale car P est un G-torseur et 
le seul morphisme possible est 

a: PxX~Hom 6 (P,X), a(p,x)(q)=g- 1 x, (5) 

ou gEG est defini par q=pg; il convient evidemment. De plus il passe 
au quotient et definit un morphisme (de T pour !'instant): 

(6) 

1.6.1.3. Prouvons que b est un isomorphisme. On peut localiser et 
supposer que P=G4 • Soit 

(7) 
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ou e est la section unite de G, l'isomorphisme d'objets de T sous-jacent a 
(1.2.7 (1)). Le compose 

(8) 

n'est autre que ca (g, x) = g x, d'ou l'on deduit que c b est un isomor
phisme, done aussi b. 

1.6.1.4. Les assertions de (ii) resultent maintenant de verifications 
trivial es. 

Remarque 1.6.2. Sous les hypotheses du theoreme, soit u: G - G' un 
morphisme de groupes de T, m: P - P' un u-morphisme de torseurs 
et n: X - X' un u-morphisme d'objets a gauche. Par la fonctorialite du 
produit, (cf. 1.3.2), on en deduit un morphisme 

(1) 

et par le theoreme, un morphisme 

(2) 

qui fait apparaitre Hom comme un foncteur covariant en son premier 
argument lorsque celui-ci est un torseur. Ceci s'explique en verifiant que 
(2) est egal au compose 

HomG(P, X)~ Homu(P, X')~ HomG,(P', X') (3) 

ou v est induit par la composition avec n et ou µ est l'inverse de l'iso
morphisme induit par la composition avec m, (1.4.6 (iv)). 

Corollaire 1.6.3. Soient Gun groupe, X un G-objet, u: A - AutG(X) 
un morphisme de groupes et P un A-torseur. 

(i) Le G-objet Pf X est localement G-isomorphe a X. 

(ii) On a un isomorphisme canonique de AutG(X)-torseurs a droite 

A A 
PAB-lsomG(X,PAX), B=AutG(X), (1) 

induit par le u-morphisme de torseurs 
A 

m: P-lsomG(X,PAX), m(p)(x)=(p,x)', (2) 

ou (p, x)' designe l'image de (p, x) par la projection P x X - P ~ X. 

La premiere assertion resulte immediatement de (1.3.1.3). Ceci prouve 
que le but de (1), qui est evidemment un pseudo-torseur sous AutG(X) 
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operant par composition des morphismes, est en fait un torseur. Par 
ailleurs, il est immediat que m(p) est bien un G-isomorphisme, done 
que l'ecriture de (2) est licite. D'ou la conclusion par (1.4.6 (iii)). 

Comme on verra dans (2.3.6), ce corollaire montre comment Pf X est 
obtenu «en tordant X par P». 

Proposition 1.6.4. Soient u: G-+ H un morphisme de groupes, P un 
G-torseur et Q un H-torseur. 

(i) On a un isomorphisme de AutG(Q)-torseurs a gauche 

h: Q~P0 ~HomJP,Q), 

pour les structures decrites par (1.3.1.2) et (1.2.6). 

(1) 

(ii) De plus, h est compatible avec les operations de AutG(P) decrites 
par (1.3.1.2) et (1.2.5). 

(ii bis) Siu est un isomorphisme, h est un isomorphisme de AutG(Q)
A utG (P)-bitorseurs. 

Ceci resulte immediatement de (1.6.1) et (1.6.3). 

Corollaire 1.6.5. Soit (A, P, B) un bitorseur. On a un isomorphisme 
de A-bitorseurs 

B 0 p I\ p ~Ab, (1) 

et un isomorphisme de B-bitorseurs 

(2) 

ou Ab (resp. Bb) est le A-bitorseur obtenu en faisant operer A sur lui
meme de fa~on evidente. 

Corollaire 1.6.6. Soient G un groupe et P un G-torseur. On a un 
isomorphisme 

(1) 

compatible avec les structures naturelles de G-torseur a gauche et de 
A utG (P)-torseur a droite. 

Ces corollaires resultent immediatement de la proposition. 

Remarque 1.6.7. Soient G un groupe de T et P un G-torseur. Pour 
tout G-objet a gauche X de T, le groupe adjoint ad (P) de P opere a 
gauche sur le produit contracte PX X. On a done d'apres (1.3.2) un 
foncteur 

Oper(T,G0)-+Oper(T,ad(P)0), p,,,,.pX.x. (1) 
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Celui-ci est une equivalence car Y ~ P0 '-. Yest un foncteur quasi-inverse 
de (1), ou B=ad(P). En particulier, (1) commute aux limites projectives 
et inductives quelconques. (Pour le calcul de celles-ci, cf. (1.2.8).) En 
particulier il transforme groupes en groupes, ce qui permet de «tordre» 
par P un groupe A de T sur lequel G opere par automorphismes de 
groupes. C'est un cas particulier d'un phenomene general (2.3). On peut 
recrire !'equivalence (1) avec les notations de (VIII §4). Soit Pun G'-G
bitorseur et soit BG, (resp. BG) la categorie des G'-objets (resp. G-objets) 
de T. On a une equivalence de topos 

B ~ B x~P/\Gx. n: G--+ G', (2) 

De plus, si G opere trivialement sur X, la seconde projection de P x X 

induit un isomorphisme PX X -4 Xt, ou X 1 est le G' -objet obtenu en 
faisant operer G' trivialement sur X. Ces isomorphismes definissent un 
isomorphisme de foncteurs 

(3) 

ou i-i: T -4BG et i-i,: T -4BG, sont les foncteurs «operations triviales». 
Ceux-ci munissent BG et BG, d'une structure de T-topos et (3) montre 
que (2) est une equivalence de T-topos (VIII §0). 

1.7. Torseurs sur on site 

Definition 1.7.1. Soit E un U-site. 
(i) On appelle torseur sur E un torseur du topos E des U-faisceaux 

d'ensembles sur E (1.4.1). 
(ii) Soit SEOb(E), on appelle S-torseur sur E un c(S)-torseur du 

topos E (B: E -4 E, (0 2.5.2)). 
(iii) Soit G un faisceau de groupes sur E. On appelle G-torseur (resp. 

S-G-torseur, SEOb(E)), un G-torseur (resp. c(S)-G-torseur) du topos E. 

1.7.1.1. On posera 

Tors(E)= Tors(£), (1.4.4 (3)), 

et on l'appellera categorie des torseurs sur E. On posera 

TORS(E)=TORS(E) x tE, (1.4.4 (1)), 

(1) 

(2) 

et on l'appellera champ des torseurs sur E. De meme, si Gest un faisceau 
de groupes sur E (autrement dit [SGA 4 II 2.5.3] un groupe du topos £) 
on definira encore par reference a E Ia categorie 

Tors(E; G)= Tors(£; G) (3) 



§ 1. Objets a operateurs dans un topos 127 

et le champ 
TORS(E; G)=TORS(E; G) x 1;;E (4) 

des G-torseurs sur E. 

1.7.1.2. Un objet de la fibre en SEOb(E) de TORS(E) est done un 
~-torseur s~r E, c'est-a-dire un torseur de EMS)· Par !'equivalence 
E1,(s)-----> (E1s) on en deduit un torseur sur le site E;s · Plus precisement, 
de (II 3.4.8 (ii)), on deduit des E-equivalences de champs 

TORS(E)~ TORSC(E) 

TORS(E; G)~TORSC(E; G), 

(5) 

(6) 

ou Gest un faisceau de groupes sur E et ou l'on a defini le champ scinde 
des torseurs et le champ scinde des G-torseurs par 

TORSC(E), S ~ Tors(E1s), - SEOb(E), (5') 

TORSC(E; G), S ~ Tors(E1s; Gs), SEOb(E), (6') 

ou Gs designe la restriction de G au site E;s· 

1.7.1.3. Par une consequence facile de (II 3.4.2) on a des equivalences 
de categories 

Tors(E) ~ ~(TORS(E)/E) 

Tors(E; G)~~(TORS(E; G)/E). 

(7) 

(8) 

Remarque 1.7.2. (Site standard.) Si E est un site standard (I 3.1.5), on 
appelle torseur de Eun objet a operateurs P = (P, G, m) (1.1.2) de E dont 
l'image par le foncteur e: E-----> E est un torseur de E, autrement <lit e(P) 
est un torseur sur E. Ceci signifie que P est un pseudo-torseur et que le 
morphisme final P-----> e est couvrant pour la topologie du site. En effet, le 
foncteur e est pleinement fidele et, de plus, pour qu'un morphisme de E 

soit couvrant il faut et il suffit que son image pare soit un epimorphisme 
de E. Le foncteur e induit un foncteur pleinement fidele de la categorie 
des torseurs de E dans celle des torseurs sur E, qui permet «d'identifier» 
la premiere a la sous-categorie pleine de la seconde formee des torseurs 
representables. Si E est un U-topos (done un U-site [SGA 4 VI 7.3.1]) le 
foncteur e est une equivalence [SGA 4 II 2.4.14] ce qui nous permettra 
de ne pas distinguer entre torseurs de E (1.4.1 ou 1.7.2) et torseurs sur E 

(l.7.1). 

En utilisant les resultats acquis pour le champ des faisceaux d'en
sembles nous allons indiquer rapidement comment decrire a £-equiva
lence pres !'extension canonique a E du champ des torseurs sur un 
U-site E. 
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Proposition 1.7.3. Soient E un U-site et X EOb(.E). Soit encore 
P = (P, G, m) un objet a operateurs de E1x. Les conditions suivantes sont 
equivalentes: 

(i) !'image de P par le foncteur 

(1) 

(I 2.6.1.3) est un torseur sur le site E1x; 

(ii) P est un pseudo-torseur, G est un faisceau de groupes sur X 
(II 3.4.12.2) et le morphisme P ~ X est couvrant (pour la topologie 
induite par E sur E (0 3.5)). 

1.7.3.1. On dira alors que P est un torseur sur X. Si X est unfaisceau 
ii est immediat ( cf. (ii)) que ces conditions signifient que Pest un X-torseur 
de E. 

1.7.3.2. Le lemme resulte de (II 3.4.8 (2)) qui assure que (1) induit une 
equivalence entre la categorie des faisceaux sur X (II 3.4. 7) et celle des 
faisceaux sur le site E1x. On notera que (ii) entraine que P ~ X est un 
faisceau sur X car il est localement isomorphe au morphisme G ~ X 
obtenu en oubliant la structure de groupe de G. 

1.7.3.3. Soit X EOb(.E). Par une consequence facile de (II 3.4.10) on 
trouve des equivalences entre Jes categories 

1) des torseurs sur X (1.7.3) 
2) (si XEOb(E)), des X-torseurs de E 
3) des torseurs sur le site E1x 

4) des sections cartesiennes au-dessus de E1x du champ TORS(E) 
des torseurs sur E. 

Nous donnerons un seul enonce en forme: 

Proposition 1.7.4. Soit E un LI-site. Soit 

(1) 

la sous-categorie pleine de la .E-categorie fibree OPER(.E) (1.1.6 (1)) dont 
Jes objets de projection X EOb(.E) sont Jes torseurs sur X (l.7.3). Le 
foncteur FAISC+ (E) ~ FAISC(E)+ de (II 3.4.3 (3)) induit une £-equiva
lence de champs 

(2) 

ou la seconde designe !'extension canonique a .Ede TORS(E). 

Resulte immediatement du lemme precedent, [passage de 1) a 4)]. 
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§2. Torseurs et objets a faisceaux d'operateurs dans un champ 

Jusqu'a la fin du chapitre, E designe un U-site. 

2.1. Gerbes. Factorisation canonique d'un champ 

Definition 2.1.1. Soit E un site. On appelle E-gerbe un £-champ de 
groupoides G tel que 

(i) ii existe un raffinement R de E tel que, pour tout SEOb(R) la 
categorie fibre Gs soit non vide 

(ii) pour tout SEOb(E) deux objets quelconques de la categorie fibre 
Gs sont localement isomorphes. 

2.1.1.1. On notera que la seconde assertion signifie que, pour tous 
x, yEOb(Gs), le faisceau d'ensembles Homs(x, y) ( = lsoms(x, y)) qui est 
a priori un pseudo-torseur (a droite) sous Auts(x) est en fait un torseur 
(sur S). 

2.1.1.2. La condition (i) est evidemment verifiee si G admet une 
section s [necessairement cartesienne puisque tous Jes morphismes de G 
sont E-cartesiens]. Dans ce cas on dit que G est une gerbe triviale ou 
encore que (G, s) est une gerbe trivialisee. Bien entendu, si E admet un 
objet finale !'existence d'une section de G equivaut a Ob(Ge)=!=p. 

2.1.1.3. On notera enfin que Jes conditions (i) et (ii) signifient que la 
projection G ~ E est couvrante (II 1.4.1 ). 

2.1.1.4. On appelle morphisme de gerbes un morphisme de champs 
(II 1.2.1) dont la source et le but sont des gerbes; de meme pour les 
morphismes de morphismes de gerbes. 

Exemple 2.1.2. Si A est un faisceau de groupes sur E, le champ 
TORS(E; A) des A-torseurs est une E-gerbe (1.4.5). Elle est trivialisee 

par la section definie par le torseur trivial Ad. 

Proposition 2.1.2.1. Soient E un U-site et G un £-champ. Pour que 
G soit une E-gerbe il faut et il suffit que G* soit une Eu-gerbe. 

2.1.2.2. La condition est suffisante, car on a une £-equivalence 
G ~ G* x tE (II 1.3.3) et car le foncteur s: E ~ E transforme famille 
couvrante en famille couvrante. lnversement, si G est un champ de 
groupoides, il en est de meme de G* d'apres les formules (II 3.3.3.2 (2)). 
Si, de plus, G est une gerbe, on montre que G* verifie Jes conditions (i) et 
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(ii) de (2.1.1) en notant que tout objet de E est couvert par une famille 
i;(S;), S;EOb(E). 

2.1.2.3. En vertu de (II 3.3.3 et 3.3.1), la donnee d'une gerbe G sur E 
est done equivalente a celle d'une gerbe G* sur le topos associe E, Jes 
caregories de sections de Get G* etant equivalentes d'apres (II 3.3.1 (i)). 

Definition 2.1.3. Soient E un site et C un £-champ. On appelle 
sous-gerbe de C une sous-categorie G de C telle que la restriction a G 
de la projection C ~ E fasse de G une E-gerbe et telle que !'inclusion 
G ~ C soit un foncteur E-cartesien. On dit qu'une sous-gerbe de C est 
pleine si, pour tout SEOb(E) et tout couple (x, y) d'objets de Gs, tout 
S-isomorphisme x ~ y de C appartient a G. On dit qu'une sous-gerbe 
est maximale si elle l'est pour !'inclusion. 

2.1.3.1. On notera l'abus de langage: une sous-gerbe pleine est une 
sous-categorie pleine de ccart (II 3.5.1 (1)), et non de C. Si G c G' sont 
deux sous-gerbes pleines de C, !'inclusion est un foncteur bicouvrant 
comme on voit aisement, done est une equivalence (II 1.4.5). Par ailleurs, 
toute sous-gerbe G de C est contenue dans une sous-gerbe maximale 
dont les objets de projection SEOb(E) sont Jes xEOb(Cs) qui sont 
localement isomorphes a un objet de Gs. Ceci permet de ne considerer 
que des sous-gerbes maximales. 

2.1.3.2. Soit s une section cartesienne de C. On appelle gerbe engendree 

par s la sous-gerbe maximale G(s) de C dont les objets de projection 
SEOb(E) sont Jes objets de Cs qui sont localement S-isomorphe a s(S). 
Elle est evidemment triviale. Si t est localement isomorphe a s, on a 
G(s)=G(t). 

2.1.3.3. Pour tout SEOb(E), designons par 

Obis( C) (S) 

!'ensemble des classes a S-isomorphisme pres d'objets de Cs· et par 

Oblocis( C) (S) 

(1) 

(2) 

!'ensemble des classes d'objets de Cs localement S-isomorphes. Les 
foncteurs changement de base 

f*: Cs~ CT, f: T ~s, JEFI(E), 

en font deux prefaisceaux d'ensembles Obis(C) et Oblocis (C) sur E. De 
plus, on a un morphisme de prefaisceaux d'ensembles 

Obis( C) ~ Oblocis(C). (3) 
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Par ailleurs, pour tout SEOb(C), soit 

Ger(C) (S) (4) 

!'ensemble des sous-gerbes maximales du (£15)-champ C15 = C x iE15). Si 
f: T-s est une fleche de E et si GEGer(C)(S), il est immediat que la 
(E1T)-categorie deduite de G par le changement de base Eu: E1T-E15 
appartient a Ger( C) (T), d'ou un prefaisceau d'ensembles Ger( C) sur E 
appelefaisceau des sous-gerbes maximales de G. 

Proposition 2.1.4. Soient E un site et G un £-champ. 
(i) Le morphisme (3) fait de Oblocis ( C) un prefaisceau separe 

associe a Obis ( C). 
(ii) En associant a tout xEOb(C5), SEOb(E), la sous-gerbe de C15 

engendree par x on definit un morphisme de prefaisceau d'ensembles 

Obis( C) - Ger( C) (1) 

qui fait de Ger( C) unfaisceau associe a Obis( C). 
(iii) On a un monomorphisme de prefaisceaux d'ensembles 

Oblocis( C) - Ger( C). 
(iv) On a un isomorphisme canonique entre !'ensemble des sous

gerbes maximales de C et H 0 (E, Ger(C)). 

La demonstration est laissee au lecteur. 

2.1.5. Factorisation canonique d'un champ 

2.1.5.1. Soient E un U-site et F un faisceau d'ensembles sur E; a F 
correspond un £-champ scinde a fibres discretes F' dont la fibre en 
SEOb(E) a pour ensemble d'objets et pour ensemble de fleches F(S). 
Pour tout £-champ C, la categorie CartE( C, F') est evidemment discrete, 
done determinee par son ensemble d'objets CartE(C, F'). En particulier, 
le faisceau Ger( C) des sous-gerbes maximales de C definit un £-champ 
scinde a fibres discretes note 

Ger(C). (1) 

En attachant a tout objet x de C de projection SEOb(E) la sous-gerbe 
maximale de C15 qu'il engendre, on definit un E-foncteur cartesien 

g: ccar1 -Ger(C) (2) 

ou ccart designe le champ de groupoides sous-jacent a C (II 3.5.1). Grace 
a g, nous allons caracteriser Ger( C) par la propriete universelle suivante 
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Proposition 2.1.5.2. Soit C un champ sur un U-site E. Pour tout 
faisceau d'ensembles F sur E, si F' designe le champ de groupoi:des 
attache a F, les applications 

Hom(Ger( C), F) ~ CartE(Ger( C), F') ~ CartE( ccart, F') 

sont bijectives. 

Pour la premiere, cela est immediat, pour la seconde on note que 
Ger( C) est le champ associe a la categorie scindee a fibres discretes G' 
attachee au prefaisceau Obis( C) de (2.1.3.3) et que !'application ci
dessous est bijective 

CartE(G', F')~ CartE(ccari, F'). 

Notons maintenant que Ger( C) muni de la topologie induite par 
celle de E est un site, isomorphe a E/Ger(C) (0 3.1.4). 

Proposition 2.1.5.3. Soit C un champ sur un U-site E. Le foncteur 
g: ccart~ Ger(C) fait de ccart une gerbe sur le site Ger(C). 

Puisque Ger(C) et g ne dependent manifestement que de cart, on 
peut supposer que C = ccart, autrement <lit que C est un champ de 
groupoi:des, ce qui simplifie les notations. 11 suffit de prouver que, pour 
tout yEOb(Ger(C)), le foncteur g1Y: C1Y~ Ger(C)1Y fait de C1Y une gerbe. 
Or, puisque Ger( C) est scindee a fibres discretes, le foncteur nature! 
<p: Ger( C)1Y ~ E18 est un isomorphisme de sites, ou S est la projection 
de y. 11 nous suffit done de prouver que <p · g1Y: C1Y ~ E18 est une gerbe. 
Cela est clair: a isomorphisme pres, c'est la sous-gerbe maximale de C18 

correspondant a y. 

Remarque 2.1.5.4. Les constructions precedentes prennent un aspect 
plus seduisant lorque E est un U-topos et C un £-champ de groupoi:des 
dont les fibres sont U-petites. Dans ce cas, Ger( C) est un objet du topos E, 
note G pour simplifier, defini par la propriete universelle que l'on a <lite 
et Ger(C) est le <<topos induit» E;G· Le foncteur g: c~E1G definit une 
gerbe sur E;G· On verifie aisement que la donnee de GEOb(E) et d'une 
gerbe C sur E1G permet de construire un champ de groupoi:des sur E en 
composant la projection C ~ E1G et le foncteur d'oubli E1G ~ E. On 
precise sans peine ce resultat en decrivant la 2-categorie des £-champs 
de groupoi:des a fibres U-petites en termes d'objets de E et de gerbes 
U-petites sur ces objets. 

Proposition 2.1.5.5. Soit f: E' ~Eun morphisme de U-sites et soit C 
un £-champ. 
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(i) Siles fibres de C sont des groupoi:des ou des categories discretes, 
il en est de meme de celles de f * ( C). 

(ii) Le foncteur naturel 

f* ( ccart)---+ f * ( qcart 

est une equivalence de champs sur E'. 

(iii) Le morphisme naturel 

Ger(!* ( C))---+ f * ( Ger( C)) 

est un isomorphisme de faisceaux sur E'. 

(1) 

(2) 

Les morphismes (1) et (2) sont definis grace a (i), a l'aide des proprietes 
universelles de f*(C)cart et de Ger(f*(C)). Soit E le topos associe a E. 

La proposition est evidente si l'on prend pour f le morphisme E---+ E 

defini par le foncteur i;: E---+ E; en effet, cela resulte du calcul de l'image 
inverse dans ce cas et du fait que les champs sur un site sont les memes 
que ceux sur le topos associe (II 3.3.3). Ceci permet de supposer que f 

est un morphisme de topos, done que le foncteur sous-jacent u: E---+ E' 

commute aux limites projectives finies. On peut alors utiliser la formule 

f*(C)= A(u;cin(LF)), (II 3.2.4.3 (1)), (3) 

pour calculer l'image inverse de C. Puisque F est equivalente a LF, 
l'assertion (i) est evidente. On demontre ensuite (ii) en utilisant le fait 
que, pour une E-categorie scindee C, la categorie scindee ccart se calcule 
par limites projectives finies a partir des prefaisceaux d'objets et de 
fleches de C; ceci permet d'etablir que u;cin(L(Ccar1)) est equivalente a 
(u;cin(LC))car\ on conclut alors en utilisant le fait que, pour toute E'
categorie fibree F, on a une equivalence A(Fcar1)---+ (AF)cart, ou A 
designe le 2-foncteur champ associe, ce qui resulte des proprietes des 
morphismes bicouvrants (II 1.4.1, 2.1.3). Ayant ainsi prouve (i) et (ii), on 
en deduit (iii) formellement en utilisant la propriete universelle (2.1.5.2) 
de f*(Ger(C)). 

Corollaire 2.1.5.6. L'image inverse d'une gerbe par un morphisme de 
sites est une gerbe. 

En effet, si C est une gerbe, son image inverse est un champ de 
groupoi:des d'apres (2.1.5.5 (i)). De plus, les conditions (i) et (ii) de (2.1.1) 
signifient que Ger( C) est le faisceau final. D'apres (2.1.5.5 (iii)), il en est 
done de meme de f*(Ger(C))=Ger(f*(C)), d'ou la conclusion. 

Corollaire 2.1.5.7. Soit f: E'---+ E un morphisme de U-sites et soit A 

un faisceau de groupes sur E. L'image inverse de la gerbe TORS(£, A) 
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des A-torseurs sur E est la gerbe des A'-torseurs sur E', ou A'= f*(A), 
et le foncteur nature! Tors(£, A)~ Tors(E', A') de (II 3.2.1.5 (7)) est 
P~f*(P). 

Soit s la section cartesienne de T= TORS(£, A) definie par le torseur 
trivial et soit s' la section cartesienne de l'image inverse T' de T qui lui 
correspond par fonctorialite de l'image inverse de champs. D'apres 
(II 3.2.8), on a un isomorphisme canonique A'~ Aut(s'). D'apres (2.2.6) 
ci-dessous, on en deduit une equivalence de E' -champs 

T' ~ TORS(£', A'), (x/S)~ lsom 8 (s'(S), x), 

ce qui prouve la premiere assertion. (On verifiera sans peine que !'utilisa
tion de (2.2.6) n'introduit pas de cercle vicieux.) Soit p la section carte
sienne de T correspondant a un A-torseur P. D'apres (II 3.2.8) et (1.2.7), 
on a des isomorphismes 

Isom (s', p')~ /*(Isom (s, p))~ f*(P), 

d'ou la conclusion. Le lecteur aura note que nous avons omis uncertain 
nombre de verifications; il pourra consulter (V 1.3.4) qu'il trouvera 
peut-etre plus satisfaisant de ce point de vue. 

Remarque 2.1.5.7.1. Le morphisme (2.1.5.5 (2)) definit une application 
de !'ensemble des sous-gerbes maximales de C dans celui des sous
gerbes maximales de f*(C) que l'on peut decrire comme suit. Si Gest 
une sous-gerbe maximale de C, l'image inverse de !'inclusion G ~ C est 
un morphisme i: f*(G) ~ f*(C). Puisque G ~ cart est pleinement fidele, 
il en est de meme de son image inverse d'apres (II 3.2.9); en vertu de 
(2.1.5.5 (i)), le morphisme i induit done une equivalence entre f*(G) et 
une sous-gerbe maximale de f*(C). Cette derniere est l'image de G par 
!'application envisagee plus haut comme on voit en considerant le 
morphisme Ger(G)~Ger(C) induit par G~ C. 

Corollaire 2.1.5.8. Soient X un U-topos et X une famille conservative 
de points de X (0 3.13). Pour qu'un morphisme de X-champs m: C---+ C' 
soit i-fidele, i = 0, 1, 2, il faut et il suffit que, pour tout x EX, il en soit ainsi 
du morphisme mx: ex~ c~ induit par m entre les fibres en X de C et C'. 

Par definition, la fibre en x d'un X -champ C est la categoric des 
sections de l'image inverse de C par x: U-ens ~ X 1 . Puisque U-ens est 
le topos associe au site finale, les champs sur U-ens s'interpretent comme 

1 On ne confondra pas cette notion avec celle de fibre de C au dessus d'un objet de X 
(I 1.0.1) bien que la fibre de C au point x soit la fibre au dessus de l'objet final de U-ens de 
!'image inverse de C par x. 
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les champs sur e et la fibre Cx permet done de reconstruire x*(C) a 
equivalence pres (cf. II 3.3); de plus, la condition de l'enonce signifie 
aussi que, pour tout xEX, l'image inverse de m par x est i-fidele (II 3.3). 
D'apres (II 3.2.9), la condition est necessaire. Pour montrer qu'elle est 
suffisante pour i = 0 (resp. i = 1 ), il suffit de montrer que, pour tout couple 
(u, v) d'objets de C de projection SEOb(X), le morphisme de faisceaux 
µ: Hom 5 (u, v)- Hom 5 (m(u), m(v)) est un monomorphisme (resp. un 
isomorphisme), ce qui se verifie fibre par fibre, d'ou la conclusion par 
(II 3.2.8). Dans le cas ou i = 2, d'apres (II 1.4.5), il reste a prouver que m 
est localement surjectif sur les objets, et pour cela, il suffit de prouver que 
Ger(m): Ger( C) - Ger( C') est un isomorphisme, ce qui se verifie fibre 
par fibre, d'ou la conclusion par (2.1.5.5 (ii)). 

Aux chapitres VII et VIII, les constructions qui precedent nous 
serviront comme un procede de «devissage» dont le principe est explique 
par les propositions ci-dessous. 

Proposition 2.1.5.9. Soit f: X 0 - X un morphisme de U-sites. 
(i) Si, pour tout faisceau d'ensembles F sur X, !'application F(X) -

F0(X0) est bijective, alors, pour tout X-champ C, le foncteur C(X)
C0(X0) est pleinement fidele et !'application Ger(C)(X)-Ger(C0)(X0) 
est bijective, ou F0 =f*(F) et C0 =f*(C). 

(ii) Sous les conditions de (i), soit Cun X-champ. Pour que le fonc
teur C(X) - C0 (X 0) soit une equivalence, il suffit que, pour toute sous
gerbe maximale G de C, le foncteur G(X)- G0(X0) soit une equivalence. 

Pour prouver la premiere assertion de (i), on considere le faisceau 
Hom(x, y) attache a deux objets de C(X) et l'on applique (II 3.2.8). On 
acheve la preuve de (i) grace a (2.1.5.5 (iii)). Pour prouver (ii), il suffit de 
considerer un objet x0 de C0(X0), la sous-gerbe maximale G' qu'il 
engendre et la sous-gerbe maximale G de C dont l'image inverse est G' 
et d'appliquer l'hypothese a G. 

2.1.5.10. Soit f: X 0 - X un morphisme de U-sites et soit P un sous
champ plein (II 1.2.5.1) du champ des faisceaux de groupes sur X, c'est a 
dire essentiellement une propriete de nature locale P portant sur les 
couples (S, A), ou SEOb(X) et ou A est un faisceau de groupes sur S. 
On <lira qu'un X-champ C est un P-champ si, pour tout objet x de C se 
projettant sur un objet S de X, le faisceau Aut5 (x) est un P-groupe, 
c'est a dire est tel que P(S, A). On suppose que le groupe nul est un 
P-groupe. Pour tout faisceau (resp. champ) F sur X, on pose F0 = f*(F). 

Proposition 2.1.5.11. Avec les notations de (2.1.5.10), les conditions 
suivantes sont equivalentes: 
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(i) Pour tout SE Ob (X) et tout P-champ C sur X 1s, le foncteur 
C(S)-4 C0 (S0 ) est une equivalence; 

(ii) Pour tout SEOb(X) et tout P-champ C sur X 1s, sis: X 01s0 -4 X 1s 
designe le morphisme induit par f, le morphisme de champs C -4 s* s* ( C) 
est une equivalence; 

(iii) (a) Pour tout SEOb(X) et tout faisceau d'ensembles F sur S, 
!'application F(S)-4 F0 (S0 ) est bijective, 

(b) Pour tout S EOb(X) et tout P-faisceau de groupes A sur S, le 
foncteur 

Tors(S, A)-4 Tors(S0 , A 0 ) 

est une equivalence de categories. 

N otons que, d'apres (2.1.5. 7), la condition (iii)(b) n'est autre que (i) 
ou !'on impose que C soit une P-gerbe triviale. Par ailleurs, puisque 
tout champ a fibres discretes est un P-champ, car le groupe nul est un 
P-groupe, la condition (iii)(a) est la forme que prend (i) lorsque l'on y 
impose que C soit a fibres discretes. Done (i) = (iii). Puisque le morphisme 
u: C -4 s* s* ( C) induit sur les fibres en S le foncteur C (S)-4 C0 (S0 ), on 
a (ii) = (i). Prouvons que (iii) = (ii). Pour tout champ C sur un objet S 
de X et tout objet S' de X 1s, le foncteur induit par u: C -4 s* s* (S) entre 
les fibres en S' n'est autre que le foncteur u': C'(S')-4 C~(S~), ou C' = C15,; 

ceci d'apres (II 3.2.7) et la transitivite de !'image inverse de champs. 
D'apres la proposition precedente, (iii) implique que les foncteurs u' sont 
tous pleinement fideles, done aussi u. 11 reste a prouver que u est une 
equivalence. D'apres (2.1.5.9 (ii)), on peut supposer que C est une P
gerbe. D'apres (II 2.1.5), !'assertion (ii) est de nature locale. On peut done 
supposer que C est une gerbe triviale, d'ou la conclusion. 

Remarque 2.1.5.12. Bien que les definitions et enonces necessaires 
ne soient donnes que plus bas, expliquons des maintenant comment les 
propositions ci-dessus s'interpretent en termes de cohomologie. Tout 
d'abord, (2.1.5.9 (i)) assure que, si pour tout faisceau d'ensembles F sur 
X, !'application H 0 (X,F)-4H 0 (X0 ,F0 ) est bijective, alors, pour tout 
faisceau de groupes F sur X, !'application H 1(X, F)-4 H 1(X0 , F0 ) est 
injective. Dans (2.1.5.11) la condition (iii)(a) signifie que cette condition 
reste satisfaite apres restriction a tout objet de X. La condition (iii)(b) 
signifie alors que, pour tout SEOb(X) et tout P-groupe A sur S, !'applica
tion injective H 1(S, A)-4 H 1(S0 , A 0 ) est egalement surjective. De (i) on 
deduit que ceci implique que toute P-gerbe sur un objet S de X dont 
!'image inverse sur S0 est triviale est elle-meme triviale. Ceci assure que, 
pour tout P-groupe commutatif A, !'application H 2 (S, A)-4 H 2 (S0 , A 0 ) 

est injective. Ceci assure egalement que, pour tout P-lien L, !'image 
inverse de !'ensemble H 2 (S0 , L 0 )' des classes neutres de H 2 (S0 , L0 ) par 
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!'application H 2 (S,L)~H2 (S0 ,L0 ) est H 2 (S,L)', ce qui est encore un 
resultat «d'injectivite». En resume, d'un resultat de bijectivite pour les 
Hi, i = 0, 1, stable par localisation, on deduit un resultat d'injectivite pour 
H2 . Les resultats ci-dessus seront utilises pour le theoreme de changement 
de base propre, les hypotheses ne sont plus stables par localisation et 
nous devrons utiliser une variante plus sub tile de (2.1.5.11) dans laquelle 
on «localise» grace a des morphismes entiers. 

2.2. Morphismes d'une gerbe triviale dans un champ 

Definition 2.2.1. Soient Eun site, Cun £-champ, SEOb(E) et Aun 
faisceau de groupes sur E. 

(i) Un S-A-objet a operateurs de C est uncouple (x, u), ou xEOb(Cs) 
et ou u: As~ Auts(x) est un morphisme de faisceaux de groupes sur E1s, 
(As= la restriction de A a E1s)-

(ii) Si (x, u) et (y, v) sont deux S-A-objets a operateurs de C on 
designe par 

Homs, A (x, y) (resp. Homs,A(x,y)) (1) 

!'ensemble (resp. le faisceau) des S-morphismes x ~ y qui sont compa
tibles avec Jes operations de A (lesquels sont appeles morphismes d'objets 
a operateurs). 

2.2.1.1. On definit de maniere evidente le champ des A-objets a opera
teurs de C 

OPER(A; C), (2) 

Jes faisceaux (1) n'etant autres que les faisceaux de S-morphismes dans 
celui-ci 

2.2.1.2. On pose encore 

Oper(A; C)=~(OPER(A; C)/E) (3) 

et on l'appelle categorie des A-objets a operateurs de C. A isomorphisme 
canonique pres elle s'interprete comme la categorie des couples (x, u), ou 
x est une section cartesienne de C et u: A~ Aut(s) un morphisme de 
faisceaux de groupes sur E. Si E admet un objet final e, on a comme 
toujours une equivalence 

Oper(A; C)~OPER(A; C)e. (4) 

2.2.1.3. Soit m: G ~ C un morphisme de champs. Soient encore 
SEOb(E) et xEOb(Gs)- On traduira le fait que m induit un morphisme de 
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faisceaux de groupes 

Auts(x)~ Auts(m(x)) (II 3.5.3) 

en disant que mfait operer Auts(x) sur m(x). 

Theoreme 2.2.2. Soient C un £-champ, (G, s) une E-gerbe trivialisee 
et posons 

A=Aut(s). (1) 

On a une equivalence de categories 

CartE(G, C)~ Oper(A; C) (2) 

qui a tout E-morphisme de champs m: G ~ C associe (ms, u), ou ms est 
la section image des par met ou u: Aut(s)~ Aut(ms) est le morphisme 
de faisceaux de groupes induit par m. 

2.2.2.1. Nous laisserons au lecteur le soin de definir un morphisme de 
£-champs 

CART(G, C)~OPER(A; C) (3) 

qui sera une £-equivalence par une consequence facile de la definition 
(compatibilite avec la restriction a E1s, SEOb(E)). 

2.2.2.2. Considerons la sous-categorie pleine s de G dont les objets 
sont les s(S), SEOb(E). 11 est immediat que le foncteur d'inclusion s ~ G 
est bicouvrant (11.4.1) autrement dit que Gest le champ associe a s. Par 
la «propriete universelle» du champ associe (II 2.1.1), le foncteur 
CartE(G, C)~ CartE(s, C) est une equivalence et il reste a montrer que 
le foncteur 

(4) 

est une equivalence de categories, ce qui resulte aisement des definitions. 

Corollaire 2.2.3. Sous les hypotheses de (2.2.2), soit m: G ~ C un 
morphisme de champs. Soit encore 

Aut(m) (1) 

le faisceau des automorphismes de m dans le champ CART ( G, C). On a un 
monomorphisme 

Aut(m)~ Aut(ms), a vv->a(s), (2) 

qui identifie Aut(m) au centralisateur du morphisme A=Aut(s)~ 
Aut(ms) induit par m. 
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Ceci n'est que la traduction en termes de faisceaux de la remarque 
suivante qui explicite en partie le fait que (2.2.2 (2)) est pleinement fidele. 

Corollaire 2.2.4. Sous les hypotheses de (2.2.2), soient m, n: G =! C 
deux morphismes de champs et soient (x, u) et (y, v) leurs images par 
(2.2.2 (2)). Soit encore i: x ~ y un isomorphisme de sections cartesiennes. 
Pour qu'il existe un isomorphisme de morphismes de champs J: m ~ n 
tel que hs=i il faut et il suffit que i soit un A-morphisme c'est-a-dire 
que le diagramme de faisceaux de groupes ci-dessous soit commutatif: 

Aut(s)~ Aut(ms) 

~llnt(i) 

Aut(ns), (x= ms, y= ns). 

Corollaire 2.2.5. (Compatibilite.) Soit f: C ~ C' un morphisme de 
champs, soit (G, s) une gerbe trivialisee et posons A= Aut(s). On a un 
diagramme commutatif 

CartE(G, C)~ Oper(A; C) 

Fl k (1) 

CartE(G, C')~ Oper(A; C'), 

ou les fleches horizontales sont les equivalences de (2.2.2 (2)), ou F = 
CartE(G,f) et ou F' est induit de maniere evidente par la composition 
avec f: C ~ C'. 

Corollaire 2.2.6. Soit (G, s) une gerbe trivialisee. Posons A= Aut(s). 
On a une £-equivalence 

P: G~TORS(E;A) (1) 

P(x)= lsoms(s(S), x), xEOb(Gs), SEOb(E), (2) 

ou P(x) est considere comme un torseur a droite sous As=Aut5 (s(S)) 
grace a la composition des morphismes. 

2.2.6.1. On peut verifier directement que la formule (2) « definit » un 
morphisme de champs; il est plus rapide d'appliquer (2.2.2) et de definir P 
(a isomorphisme unique pres) en lui imposant d'appliquer s sur la section 
definie par le torseur trivial Ad et d'induire sur les faisceaux de S-auto
morphismes l'isomorphisme A= Aut(s)~ AutA (Ad) defini par les 
translations a gauche (1.2.7 (ii)). 
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2.2.6.2. Dans les deux cas il est immediat que Pest bicouvrant (II 1.4.1) 
done une equivalence (II 1.4.5). Done, toute gerbe trivialisee est E-equiva
lente (de maniere «essentiellement canonique») a la gerbe des A-torseurs. 

2.2.6.3. Ayant defini (1) par (2.2.2), on en deduit la formule (2). En 
effet, on a des isomorphismes canoniques 

lsoms(s(S), x) __::__, lsoms(P (s(S)), P (x)) __::__, P (x) (3) 

ou le premier est induit par P et ou le second est celui de (1.2.7 (1)). Le 
compose est un isomorphisme de A-torseurs en vertu des conditions 
imposees a P. 

Le numero suivant n'est qu'un long commentaire de la proposition 
(2.2.2). De meme, les numeros 5 et 6 commentent le corollaire (2.2.6). 

2.3. Objets tordus 

Proposition 2.3.1. Soient Eun U-site, Cun £-champ et A un faisceau 
de groupes sur E. 11 existe un couple (Tw, i), unique a isomorphisme 
unique pres, tel que 

(i) Tw est un morphisme de champs 

Tw: TORS(E,A)xEOPER(A,C)-.C, «twist», (1) 

(ii) i est un isomorphisme de morphismes de champs 

s ' OPER(A; C) ;l C 
Tw(Ad, ) 

(2) 

ou Aa est le torseur trivial et ou s(x, u)=x est le foncteur oubli des 
operations de A, 

(iii) pour tout SEOb(E) et tout A-objet (x, u) de Cs (2.2.1 (i)), le 
morphisme u: A-. A uts(x) qui definit Jes operations de A sur x est 
egal au compose 

ou le premier morphisme est defini par les translations a gauche de A, 
le second par le foncteur Tw et le troisieme par l'isomorphisme i(x, u). 

2.3.1.1. Soit T la sous-categorie pleine du champ des A-torseurs 
TORS(£, A) (1.7.1.1 (4)) dont !'unique objet de chaque fibre est le torseur 
trivial. On a un morphisme de champs 

(1) 
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qui, a un objet (Ad, (x, u)) associe x et qui, a une fleche (a,f), a: Ad--+ Ad, 
f: (x,u)----+(y,v), associe le morphismef-u(a)=v(a)·f, ou u(a) et v(a) 
sont obtenus en identifiant a a un element de A(S) grace aux translations a 
gauche (1.2.7 (iii)). Soit main tenant Tw: TORS(E, A) x EOPER(A; C)----+ C 
un morphisme de champs et soit Tw': T x EO PER (A; C)----+ C sa restric
tion. On a une bijection canonique entre l'ensemble des isomorphismes 
de morphisme de champs i': s'----+ Tw' et celui des isomorphismes de 
morphismes de champs i: s ~ Tw (Ad, ) verifiant la condition (iii) de 
l'enonce. La demonstration est facile: noter que T n'a qu'un objet dans 
chaque fibre. Le theoreme a demontrer affirme done l'existence et 
l'unicite d'un couple (Tw, i') prolongeant s'. Par la propriete universe/le 
du champ associe (II 2.1.1), on conclut en notant que l'inclusion 
TxEOPER(A,C)----+TORS(E;A)xEOPER(A,C) fait du second un 
champ associe au premier. En effet, ce foncteur est bicouvrant (II 1.4.1) 
car il en est ainsi de l'inclusion de T dans TORS(E; A) et la conclusion 
resulte de (II 2.1.3 (ii)). 

2.3.1.2. En resume, on a defini Tw par la condition d'etre fonctoriel, 
compatible avec la localisation (morphisme de champs) et par la 
donnee pour tout A-objet (x, u) de C, d'un isomorphisme i(x, u): x ~ 
Tw(Ad, (x, u)), fonctoriel en (x, u), compatible avec la localisation et tel 
que (2.3.1 (3)) redonne les operations de A sur x. Nous allons maintenant 
caracteriser individuellement les objets Tw(P, x). 

Proposition 2.3.2. Soient E un U-site, C un £-champ, A un faisceau 
de groupes sur E, SEOb(E), Pun S-A-torseur sur E et x=(x, u), u: As--+ 
Aut8 (x) un S-A-objet a operateurs de C. 

(i) 11 existe P x E0b ( C 8 ), localement isomorphe ax et un A-morphisme 

(1) 

OU A opere sur lsoms(X, px) grace au et a la composition des S-morphis
mes. 

(ii) Etant donne (Px, mp) comme dans (i) il existe un unique S-iso
morphisme 

(2) 

tel que (1) soit egal au compose 

P~ lsomA(Ad, P)----+ lsom 8 (Tw(Ad, x), Tw(P, x))----+ lsom 8 (x, Px) (3) 

ou le premier morphisme est celui de (1.2.7 (i)), le second est induit par 
le morphisme de champs Tw et le troisieme par les isomorphismes (2) 
et i(x): x ~ Tw(Ad, x) (2.3.1 (2) et 2.3.1.2). 
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(iii) ( Operations adjoint es). Sous les conditions de (ii), le morphisme 
de faisceaux de groupes 

AutA (P)----> Aut8 (Tw(P, x)) (4) 

induit par le morphisme de champs Tw (2.3.1 (1)) est identifie par (2) au 
morphisme adjoint (1.4.8) 

ad(P)----> Aut8 (Px), (ad(P)= AutA(P)), (5) 

du morphisme de torseurs (1). 

2.3.2.1. Soit PxEOb(C8). D'apres (1.4.6 (iii)), l'existence d'un A-mor
phisme mp: P----> lsom5 (x, Px) implique que lsom5 (x, Px) est un Aut5 (x)
torseur, done que Px est localement isomorphe a x. De plus, (loc. cit.), 
la donnee d'un A-morphisme mp equivaut a celle d'un isomorphisme de 
Aut5 (x)-torseurs 

(6) 

Prouvons (i), et pour cela posons Px= Tw(P, x) et prenons pour mp le 
compose (3). II suffit de verifier que (3) est un A-morphisme, ce qui resulte 
de (2.3.1 (iii)), comme on voit en explicitant et en utilisant le fait que Tw 
est un foncteur. Prouvons (ii). D'apres (6), on aura un isomorphisme 
canonique de Aut5 (x)-torseurs 

lsom5 (x, Px)~ lsom8 (x, Tw(P, x)) (7) 

done, d'apres (2.2.6) un unique S-isomorphisme j: Px~Tw(P, x) tel 
que la composition avec j induise (7), ce qui n'est autre que la condition 
de (ii). 

2.3.2.2. II reste a prouver (iii). Par definition, (5) est le morphisme de 
groupes v caracterise par la condition que (1) soit un v-morphisme. II 
suffit done de verifier que (4) possede cette propriete. Par definition de 
l'isomorphisme (2), cela revient a dire que (4) est le morphisme adjoint 
(1.4.8) de (3), ce qui resulte du fait que Tw est un foncteur. On appelle 
operations adjointes celle que definit (5). 

Definition 2.3.3. Sous les hypotheses de (2.3.2), on appelle objet tordu 
de x par P sous l'action de Aun couple (Px, mp), xEOb(C5), ou mp: P----> 
lsom 5 (x, Px) est un A-morphisme. 

2.3.3.1. On n'oubliera pas que le groupe adjoint ad (P) de P opere 
naturellement sur l'objet tordu Px (2.3.2 (iii)). Soitf: x----> y un morphisme 
de S-A-objets de C. Si Px et Py sont des objets tordus de x et y par P, 
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on notera 
(1) 

le morphisme deduit de Tw(idp,f) par les isomorphismes (2.3.2 (2)) et 
on l'appellera morphisme tordu de f par P. 11 est compatible avec les 
operations adjointes puisque celles-ci peuvent se definir grace au foncteur 
Tw. Pour calculer Pf sans recours au foncteur Tw, on note qu'il est 
caracterise parmi /es S-morphismes Px ~ Py par la condition que le carre 
ci-dessous soit commutatif 

(2) 

ou met n definissent respectivement les structures d'objet tordu Px et Py 
et ou f et f' sont induits par la composition, avec f et Pf Signalons des 
maintenant que !'application 

Homs,A(x, y) ~ Homs, ad(P)(Px, Py), f 1-> Pf, 

est bijective (2.3.4 (i)). 

(3) 

Proposition 2.3.3.2. Sous les hypotheses de (2.3.2), soit (Px, mp) un 
objet tordu de x par P. Pour tout zEOb(Cs) on a des isomorphismes 
fonctoriels en z 

Homs(X, z)f P0 ~ Homsrx, z)~ HomA(P, Homs(X, z)) (1) 

Pf Homs(z, x)~ Homs(z, Px)~ HomA(P0 , Homs(z, x)) (2) 

qui sont compatibles avec les operations de Auts(z) (resp. ad (P)) 
definies par la composition des morphismes (resp. et par les operations 
adjointes). 

2.3.3.3. Notons deja que, par passage aux sections, ces isomorphismes 
caracterisent l'objet tordu Px par quatre proprietes universelles dans la 
categorie fibre Cs. Par ailleurs ils sont decrits en utilisant seulement 
(Px, mp), sans recours au foncteur Tw. Nous nous contenterons de donner 
une demonstration pour l'un d'entre eux. L'accouplement de composition 
(I 2.6.3.2 (2)): 

(a,b)~ab, (3) 

induit, grace a mp: P~ lsoms(x, Px), un morphisme 

(4) 
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qui, par associativite de la composition dans Cs, passe au quotient 
(1.3.1.1 (1)) et definit un morphisme 

(5) 

On verifie aisement que (5) est un isomorphisme, en utilisant la definition 
d'un torseur. Par ailleurs (5) est compatible avec les operations de 
Auts(z) car la composition «a droite» commute a la composition 
« a gauche» (associativite). Enfin (5) est compatible avec les operations de 
ad (P) car le morphisme (2.3.2 (5)) qui definit les operations adjointes de 
ad (P) sur P x est compatible avec mp. 

2.3.3.4. Pour references ulterieures, notons que si A opere trivialement 
sur x, on definit canoniquement une structure d'objet tordu sur x en 
prenant pour mp: P----+ lsoms(x, x) le morphisme dont l'image est la 
section definie par le morphisme identique de x. 

Proposition 2.3.4. Soient E un U-site, C un £-champ, A un faisceau 
de groupes sur E et P un A-torseur. On a un morphisme de champs 

Twp: OPER(A; C)----+OPER(ad(P); C), (1) 

ou TwP(x) est l'objet Tw(P, x) muni des operations adjointes (2.3.2 (iii)). 
De plus, on a ce qui suit. 

(i) Twp est une £-equivalence. 

(ii) Si ( C, Q, B) et (B, P, A) soot deux bitorseurs et si ( C, R, A), 
R = Q f P, est leur produit contracte, on a un isomorphisme canonique de 
morphismes de champs 

TwR-=------. TwQ · Twp. (2) 

2.3.4.1. Pour definir correctement Twp, on considere P comme une 
section cartesienne P du champ des A-torseurs sur E (1.7.1.3 (8)) et, pour 
tout SEOb(E) et tout S-A-objet a operateurs x de C, on prend pour 
TwP(x) l'objet Tw(P(S), x) muni des operations adjointes. Pour tout 
S-A-morphisme f: X----+ y, on pose TwP(f)= Tw(idP<siJ), ce qui est licite 
car ce morphisme est compatible avec les operations adjointes (2.3.3.1). 
11 reste a verifier que Twp est un morphisme de champs, autrement dit 
est compatible avec la localisation, ce qui est aise. Pour prouver (i), il 
suffit evidemment de prouver (ii), mais l'on peut egalement noter que si 
P = Ad le foncteur Twp est canoniquement isomorphe a l'identite en 
vertu de la definition meme de Tw (2.3.1). Par suite, Twp est localement 
isomorphe a l'identite d'ou l'on deduit que c'est une £-equivalence en 
utilisant par exemple [D 6.16]. 



§ 2. Torseurs et objets a faisceaux d'operateurs dans un champ 145 

2.3.4.2. Pour prouver (ii), il faut definir, pour tout S-A-objet x de C 

un isomorphisme compatible avec les operations adjointes 

Rx~ Q(Px). (3) 

D'apres (2.3.3.2 (5)), on a des isomorphismes 

Hom5(x, Q(Px))~ Q f!._ Hom5(x, Px)~ Q f!._ (P 1- Hom5(x, x)) (4) 

dont le compose induit un isomorphisme 

(5) 

qui, d'apres (2.3.2 (ii)), fournit l'isomorphisme (3) cherche. II reste a 
verifier que (3) satisfait a certaines conditions de compatibilite, ce qui est 
laisse au lecteur. 

Remarque 2.3.5. Nous designerons egalement par 

(1) 

l'objet tordu de x par P, ce qui permet d'ecrire plus agreablement la 
formule (3): 

B A _ B A 
(QI\ P) I\ x------> QI\ (PI\ x). (2) 

Le commentaire suggere par la formule (2.3.3.3 (5)) est laisse au lecteur. 

Exemple 2.3.6. (Torsion de faisceaux d'ensembles.) La notation que 
!'on vient d'introduire est en accord avec celle adoptee pour le produit 

contracte de deux faisceaux a groupes d'operateurs. En effet, soit X un 
faisceau d'ensembles sur E ou opere a gauche un faisceau de groupes A. 

Pour tout A-torseur P le morphisme 

A 
~: P~lsom(X,PAX), ~(p)(x)=(p,x)', (1) 

ou (p, x)' est !'image de (p, x) par P x X ~ P 1- X, munit P 1- X d'une struc

ture d'objet tordu de X par P comme il resulte de (1.6.3 (ii)). On verifie 
de plus que les operations adjointes de ad (P) sur l'objet tordu sont 

obtenues par passage au quotient a partir des operations de ad (P) sur 

P. Le foncteur X ~P 1- X etant une equivalence de categories (2.3.4) 
(1.6.7), transforme groupes en groupes. Notons ace propos que d'apres le 
calcul des limites projectives dans le topos des A-objets de E (1.2.8), un 
groupe de celui-ci est essentiellement un faisceau de groupes sur lequel 
A opere par automorphismes de groupes. Explicitons le calcul du «groupe 
tordu » dans un cas particulier important. 
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Proposition 2.3.7. (Torsion de faisceaux de groupes.) Soient E un 
U-site et u: A--> Bun morphisme de faisceaux de groupes 

(i) Pour tout A-torseur P il existe un unique morphisme de faisceaux 
d'ensembles 

f: P-----> lsomg,(A, ad (P)) (1) 

tel que f(p)(a)(pa')= paa', pEP(S), a, a'EA(S), SEOb(E). De plus, f 
munit ad (P) d'une structure d'objet tordu de A par P (dans le champ des 
faisceaux de groupes) A operant sur lui-meme par automorphismes 
interieurs. D'ou un isomorphisme 

(ii) Pour tout A-torseur P, le morphisme de faisceaux de groupes 
Pu: PA-----> PB obtenu en tordant u par P (2.3.3.1) s'identifie au morphisme 
adjoint 

ad(m): ad(P)-----> ad(Q) (1.4.8) (2) 

du morphisme naturel m: P-----> Q, ou l'on a pose Q =Pf B. 

2.3.7.1. La preuve de (i) se reduit a des verifications triviales, ainsi que 
celle de (ii), quand on precise que l'on identifie PB et QB par transitivite 
de la torsion (2.3.5 (2)), puis QB et ad(Q) par (i). 

2.3.7.2. 11 nous sera utile d'avoir note que l'on peut caracteriser (1) par 
la condition que le compose 

(3) 

soit le morphisme m H ad (m), (m: Ad-----> P), ou i est l'isomorphisme 
(1.2.7 (1)): i(m)=m(e). 

Corollaire 2.3.8. Soient Cun £-champ, A un faisceau de groupes sur E, 
x un A-objet a operateurs de C et Px l'objet tordu de x par P sous l'action 
de A. Le morphisme ad (P)-----> Aut8(Px) qui definit les operations adjoin
tes (2.3.2 (iii)) s'obtient en tordant par P le morphisme de faisceaux de 
groupes u: A--> Aut8 (x) qui definit les operations de A sur x. 

Resulte immediatement de (2.3.7) et de la definition des operations 
adjointes (2.3.2 (iii)). Ayant etudie ce qu'il advient du foncteur Tw quand 
on y fixe le premier argument, fixons le second. 

Proposition 2.3.9. Soient Eun U-site, Cun £-champ, A un faisceau 
de groupes sur E et (x, u) un A-objet a operateurs de C. 
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(i) II existe un morphisme de champs 

Twx: TORS(E, A)- C 

et un isomorphisme compatible avec les operations de A 

i: Tw x(Ad) ~ X. 

Le couple (Twx, i) est unique a isomorphisme unique pres. 

(1) 

(2) 

(ii) Soit f: (x, u)- (y, v) un morphisme de A-objets de C. 11 existe un 
unique morphisme de morphismes de champs 

TW/ Twx- Twy 

tel que Tw1 (A) s'identifie a f par (2). 

(3) 

Cet enonce n'est autre que (2.2.2) applique a la gerbe des A-torseurs, 
trivialisee par la section definie par le torseur trivial Ad. On <lira parfois 
que Twx est le foncteur torsion de x sous !'action de A. D'apres !'assertion 
d'unicite de (i), on peut poser 

Twx(P)=Tw(P,x), (=Pfx=Px), (4) 

ou Tw est le foncteur de (2.3.1), car la condition (iii) de (2.3.1) signifie 
precisement que i(x): Tw(Ad, x)~ x (2.3.1 (2)) est compatible avec les 
operations de A sur Twx(Ad) definies par fonctorialite a partir des 
translations a gauche et les operations de A sur x. On calcule de meme 
Tw1 grace a Tw. 

Corollaire 2.3.10. Soient Cun £-champ, T, T': TORS(£, A) =t C deux 
morphismes de £-champs et Pun A-torseur. L'application 

Hom(T, T')-Homad<P)(T(P), T'(P)), m1---> m(P), (1) 

est bijective, ou l'on fait operer ad (P) par fonctorialite. 

Ceci resulte a nouveau de (2.2.2), en prenant pour origine dans 
TORS(E, A) la section definie par P. 

Proposition 2.3.11. (Principe de compatibilite.) Soient m: C - C' un 
morphisme de champs, Aun faisceau de groupes sur E et Pun A-torseur. 
Pour tout A-objet x de C, on a un isomorphisme canonique, compatible 
avec les operations adjointes 

m(P f x)~ Pf m(x). (1) 

Pour donner un sens a cet enonce, on fait operer A sur m(x) et ad (P) 
sur m(P f x) par fonctorialite. Soit p: P- lsom 5 (x, Px) le morphisme 
qui definit la structure d'objet tordu de Pf x. En composant p avec le 
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morphisme lsom8 (x, P 1 x)~ lsom8 (m(x), m(P 1 x)) on obtient un 
morphisme compatible avec les operations de A et ad (P). En effet, p est 
compatible avec les <lites operations (par definition) et u aussi, car m est 
un foncteur. Par (2.3.2), le compose up definit done l'isomorphisme ( 1) 
cherche. Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter les proprietes de 
fonctorialite et de compatibilite avec la localisation dont jouit (1): elles 
s'expriment commodement en termes du morphisme de champ Tw de 
(2.3.1) et de !'analogue relatif a C'. 

2.4. L'ensemble pointe H 1(A) associe a un faisceau de groupes 

2.4.1. Soit E un U-site. Pour tout U-faisceau d'ensembles A sur E on 
pose 

H 0 (E,A)=limA 
+----

(1) 

que l'on notera parfois H 0 (A) et qui est canoniquement isomorphe a 
Hom(e, A), ou e est le faisceau final. L'application associee a une fleche 
u: A ~ B de E sera designee par 

H 0 (E, u): H 0 (E, A)~ H 0 (E, B) ou u<0l: H 0 (A)~ H 0 (B) (2) 

s'il n'y a pas d'ambiguite sur E. 
On appelle ensemble pointe uncouple (X, x), xEX. 

Definition 2.4.2. Soit A un U-faisceau de groupes sur un U-site E. 
On designera par 

H1(E, A) ou par H 1(A) (1) 

!'ensemble des classes a isomorphisme pres de A-torseurs sur E (c'est-a
dire de A-torseurs du topos E (l.7.1)) pointe par la classe du torseur 
trivial Ad, appelee classe unite. 

2.4.2.1. On obtient un foncteur defini sur la categorie des faisceaux de 
groupes, a valeurs dans celle des ensembles pointes en associant de plus 
a tout morphisme de faisceaux de groupes u: A~ B le morphisme 
d'ensembles pointes 

H 1(E, u): H 1(E, A)~ H 1(E, B) aussi note d 1l: H 1(A) ~ H 1(B) (2) 

defini par le foncteur extension du groupe structural (1.4.6). 

2.4.2.2. D'apres (1.4.6 (iii)), si xEH1(A) et yEH1(B) sont les classes de 
torseurs X et Y sous A et B, la relation 

(3) 

equivaut a !'existence d'un u-morphisme de torseurs X ~ Y 



§ 2. Torseurs et objets a faisceaux d'operateurs dans un champ 149 

Remarque 2.4.3. On notera que !'ensemble H 0 (E, A) appartient a U 
car E admet une U-famille de generateurs topologiques (0 1.6) et qu'il 
est independant de l'univers. 

Nous montrerons plus bas (3.6.6.1) que H 1(E, A)E U mais nous 
pouvons deja remarquer qu'il ne depend pas de U car un A-torseur Pa 
valeurs dans un univers V ::.i U est necessairement isomorphe a un U
faisceau puisque P(S)=~ ou P(S)~ G(S), SEOb(E). 

Remarque 2.4.4. Si A et B sont deux faisceaux de groupes sur E, on a 
une E-equivalence 

TORS(E; Ax B) ~ TORS(E; A) x ETORS(E; B) (1) 

dont les composantes sont les foncteurs extension du groupe structural 
relatifs aux projections de A x B. En effet, on obtient un E-quasi-inverse 
de (1) en associant a tout couple (P, Q), ou Pest un A-torseur et Q un 
B-torseur, le produit P x Q muni des operations evidentes de Ax B. On 
peut aussi noter que (1) est une £-equivalence car il est visiblement 
bicouvrant (II 1.4.5). II en resulte que le foncteur A~ H 1(A) respecte les 
produits finis done transforme groupes en groupes. En explicitant on 
trouve ce qui suit. 

Proposition 2.4.5. Soient E un U-site et A un faisceau de groupes 
abeliens. L'ensemble sous-jacent a H 1(E, A) est muni d'une structure de 
groupe abelien dont !'element neutre est le point marque de H 1(E, A). 
De plus 

(i) Si P et Q sont deux A-torseurs, le produit des classes de P et Q 

est celle du produit contracte Pf Q, c'est-a-dire du quotient de P x Q 
par A operant par 

P x Q x A--> P x Q, (p, q, a)~(pa, qa- 1), (1) 

les operations etant obtenues par passage au quotient a partir de 

PxQxA----->PxQ, (p,q,a)~(pa,q). (2) 

(ii) L'inverse de la classe d'un A-torseur Pest celle de l'oppose Pde 
P (1. 1.3 et 1.5. 7). 

2.4.5.1. On rappelle de plus que, par un raisonnement general, si 
u: A-----> B est un morphisme de faisceaux de groupes abeliens (i.e. de 
groupes de Fag r(E)) !'application u<1> est un morphisme de groupes. Le 
groupe H 1(E, A) s'identifie canoniquement a celui defini en algebre 
homologique (3.5.4). 
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Definition 2.4.6. (Localisation.) Soient E un U-site, SEOb(E) et A 
un U-faisceau d'ensembles (resp. de groupes) sur E. On posera 

H 0 (E1s, A)=H0 (E1s, As)~Homt(e(S), A) 

H1(E1s, A)=H1(E1s, As); 

(1) 

(2) 

ou E1s est muni de la topologie induite (0 3.1.4) et ou As designe la 
restriction de A a E1s-

2.4.6.1. Done H 1(E1s, A) est l'ensemble des classes a isomorphisme 
pres de As torseurs sur le site E1s, canoniquement isomorphe d'apres 
(l.7.1.2) a !'ensemble des classes a isomorphisme pres de i:(S)-A-torseurs 
du topos E. 

2.4.6.2. Si f: T----> S est une fleche de E, la composition avec le foncteur 
Elf: E1r----> E1s induit un morphisme de topos (E1sf---->(E1rf, d'ou une 

application H1(Eis, A)-> H1(Eir, A). (3) 

Si on interprete un element de H 1(E1s, A) comme la classe d'un i:(S)-A
torseur Pde E, son image par (3) est la classe du i:(T)-A-torseur deduit 
de P par le changement de base i:(T): i:(T)----> i;(S), car (l.7.1.2 (6)) est un 
morphisme de champs, done est «compatible» avec les foncteurs image 
inverse definis par f: T----> S. 

2.4.6.3. Les morphismes (3) permettent de definir un prefaisceau 
d'ensembles pointes 

(4) 

En associant a un A-torseur P sur E ses restrictions aux E1s, SEOb(E), 
on definit une application 

(5) 

qui est bijective si E admet un objet final. Entin, puisque tout torseur est 
localement trivial, le faisceau associe a H1(A) est le faisceau final. 

Remarque 2.4.7. (Fonctorialite par isomorphisme.) Par fonctorialite, 
le groupe Aut(A) des automorphismes du faisceau de groupes A opere 
dans H 1(A) en respectant le point marque et, si A est abelien, la loi de 
groupe de H 1(A). Soient Pun A-torseur, pEH1(A) sa classe et uEAut(A). 
L'image de p par u<1>: H 1(A)----> H 1(A) est la classe du A-torseur pu-, obtenu 
en faisant operer A sur P par (p, a)H pu- 1(a). En effet, le morphisme 
identique de Pest un u-morphisme p__,pu-', (2.4.2.2). 
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Plus generalement, si u: A~ B est un isomorphisme de faisceaux de 
groupes sur E, on a un isomorphisme canonique de morphismes de 
£-champs 

OPER(E; A)=tOPER(E;B) (1.1.6 et 7) 

entre le foncteur extension du groupe structural suivant u: A~ B et le 
foncteur restriction du groupe structural suivant u- 1 : B ~A. 

Corollaire 2.4.8. Soient A un faisceau de groupes sur un site E. Soit 
aEH0 (E, A) et soit Int(a) l'automorphisme interieur defini par a. L'appli
cation Int(a)<il: H 1(A) ~ H 1(A) est l'identite. 

Posons u = Int(a). Avec les notations de la remarque precedente, il 
suffit de remarquer que le morphisme P~P"- 1

, pH pa, est un A
morphisme. 

2.5. Classification d'objets localement isomorphes a un objet donne 

Theoreme 2.5.1. Soient E un U-site, S un objet final de E et C un 
£-champ. Soit encore xEOb(Cs), posons A= Auts(x) et designons par 
C(x) la sous-gerbe maximale de C engendree par x (2.1.3.2). On a une 
£-equivalence de gerbes 

C(x)~ TORS(E; A), (y/T)~ lsom5 (xr, y); (1) 

le foncteur torsion de x sous !'action de A (2.3.9 (1)) est quasi-inverse du 
precedent. 

2.5.1.1. On choisit une section cartesienne s de C telle que s(S) = x 
et l'on definit (1) par (2.2.6), la formule (1) n'etant qu'un commentaire un 
peu imprecis, (ou xr designe !'image inverse de x par le morphisme final 
T ~ S). Par definition, le compose du foncteur torsion Twx et de (1) 
applique x sur lui-meme et induit sur les faisceaux de S-morphismes le 
morphisme identique. Par (2.2.2) il est done canoniquement isomorphe 
au foncteur identique de C(x), d'ou la conclusion. 

2.5.1.2. Puisque (1) est une £-equivalence, il induit un isomorphisme de 
prefaisceaux d'ensembles entre H1(A) et le prefaisceau 

Obis( C(x)), (2.1.3.3 (1)), (2) 

des classes a T-isomorphisme pres d'objets localement isomorphes a xr. 
En particulier on a ce qui suit. 

Corollaire 2.5.2. Sous les hypotheses de (2.5.1). 
(i) On a une bijection canonique entre !'ensemble des classes a 

S-isomorphisme pres d'objets de Cs localement S-isomorphes a .x et 
}'ensemble H 1 (E, A), qui applique la classe de x sur !'element marque. 
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(ii) Soit encore u: A' --4 A un morphisme de faisceaux de groupes sur E 
(qui fait done operer A' sur x). Pour tout A'-torseur P, la classe de 

A' 
PI\ x est l'image par u< 0 : H 1 (A')--4 H 1 (A) de celle de P. 

L'assertion (i) resulte de la proposition en notant que H 1 (E, A)= 
H1(E1s, A), puisque S est objet final de E. De meme pour (ii), en utilisant 
de plus (2.3.5 (2)). La bijection de (i) est done definie en associant a un 
yEOb(Cs) localement isomorphe a x la classe de lsoms(x, y), qui est 
un A-torseur a droite sous A= Auts(x) operant par composition des 
morphismes. La bijection inverse s'obtient en associant a un A-torseur 

P l'objet tordu P 1... x, (2.3.3 et 2.3.5). 

Corollaire 2.5.3. (Compatibilite.) Sous les hypotheses de (2.5.1), soit 
m: C--4 C' un morphisme de £-champs. Posons y= m(x), B= Auts(Y) 
et notons u: A --4 B le morphisme induit par m. 

(i) Si x' E0b( Cs) est localement isomorphe a x, la classe de m(x') 
est !'image de celle de x' par 

u< 0 : H 1 (A)--4H1 (B). 

(ii) Six' E0b( Cs) est localement isomorphe ax et si Q est un B-torseur, 
pour que la classe de Q soit celle de m(x') ii faut et il suffit qu'il existe un 
u-morphisme de torseurs lsoms(x, x')--4 Q. 

Bien entendu, (ii) est une consequence triviale de (i), qui resulte du 
fait que !'on a un isomorphisme canonique de morphismes de champs, 
rendant commutatif le carre: 

C( X) ~ C' (y) 

1 1 (1) 

TORS(£; A)~ TORS(£; B), 

ou m' est la restriction de m: C --4 C' aux gerbes engendrees par x et y 
ou !es fleches verticales sont Jes equivalences de (2.5.1 (1)), et ou Test 
le foncteur extension du groupe structural. En effet, ii suffit d'appliquer 
(2.2.2). 

Corollaire 2.5.4. Sous !es hypotheses de (2.5.1), soit J: A--4 Aut(A) le 
morphisme de faisceaux de groupes defini par Jes automorphismes 
interieurs. Si yest un objet de Cs localement isomorphe ax, le faisceau 
de groupes Auts(Y) est localement isomorphe a Auts(x)=A et sa classe 
dans H1(Aut(A)) est !'image de celle de y par !'application induite par J 
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En effet, il suffit d'appliquer le corollaire precedent au morphisme de 
champs cart-. FAGR(E), (x/S)""" Aut5 (x). 

Bien entendu, on a mieux: posant P = lsom5 (x, y), le morphisme identique 
de P munit y d'une structure d'objet tordu de x par P, done (2.3.8) 
Aut5 (y) d'une structure defaisceau de groupes tordu de A par P (A operant 
sur lui-meme par automorphismes interieurs). 

2.6. Changement d'origine 

Proposition 2.6.1. Soient E un U-site, A un faisceau de groupes et P 
un A-torseur. 

(i) On a une £-equivalence de gerbes 

0p: TORS(E,A)-.TORS(E,ad(P)) (1) 

ou 0p= Twpo est le foncteur torsion (2.3.9 (1)) du ad(P)-torseur a droite 
P0 (1.5.5) sous l'action de A. Pour tout A-torseur X, on a 

(2) 

(ii) Soient encore S un objet final de E, C un £-champ et (x, u) un 
S-A-objet de C (2.2.1). Posons 

A 
y=P/\x (2.3.5). (3) 

On a un isomorphisme canonique de morphismes de champs i rendant 
commutatif le diagramme 

TORS(E; A) T~( C 

··l / 
TORS(E; ad (P)) 

ou Twx (resp. Twy) est le foncteur torsion (2.3.9) de x (resp. y) sous l'action 
de A (resp. sous l'action de ad (P) definie par (2.3.2 (iii))). 

D'apres (2.3.9), 0p est defini par 0p(Ad)=P0 et par la condition 
d'induire l'identite sur A quand on identifie celui-ci au faisceau des 
A-automorphismes de Ad et au faisceau des ad (P)-automorphismes de 
P0 . La formule (2) resulte de (2.3.9 (4)) (2.3.6) et (1.6.4). Par ailleurs, TwY 
est le foncteur torsion de y sous l'action de ad (P) (2.3.9). On a done un 

isomorphisme Tw Y (P0 ) ~ P0 ad);') y ~ x, les operations de A= A utad (P) (P0 ) 

sur x ainsi obtenues n'etant autres que les operations donnees. On en 
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deduit que TwY · eP est un foncteur torsion de x sous l'action de A done 
est canoniquement isomorphe a Twx (2.3.9 (i)). II reste a montrer que 
eP est une £-equivalence. On peut invoquer (II 1.4.5) car eP est bi
couvrant ou encore remarquer que 

8po: TORS(E; ad(P))-+ TORS(£; A) 

est quasi-inverse de ep, qui resulte du corollaire suivant. 

(4) 

Corollaire 2.6.2. Soient E un U-site, ( C, Q, B) et (B, P, A) deux bitor
seurs sur E. On a un isomorphisme canonique a de morphismes de champs 
rendant commutatif le diagramme 

TORS(E; A)~ TORS(E, B) 

TORS(£, C) 

ou l'on a pose R=Q ~P. 

Remplacer dans (2.6.1) le champ C par TORS(£; C). 

(1) 

Remarque 2.6.3. Soient A un faisceau de groupes et P un A-torseur. 
Designons par 

(1) 

la bijection induite par eP (2.6.1 (1)). L'image de la classe neutre est 
celle de P 0 et l'image de celle de Pest la classe neutre (2.6.1 (2)). Si A est 
abelien ii s'identifie canoniquement a ad (P) (1.5.7) et l'on a 

(2) 

sip designe la classe de P. 

2.6.3.1. Si l'on part d'une classe peH1(A), le faisceau de groupes PA, 
ou P est un representant de p, n'est defini qu'a isomorphisme non 
canonique pres. Mais si m: P-+ Q est un A-isomorphisme l'isomorphisme 
adjoint ad(m): ad(P)-+ ad(Q) induit, par fonctorialite du H1, une 
bijection m: H 1 (PA)~ H 1 (QA) qui ne depend pas de m en vertu de 
(2.4.8); de plus on a 

m · 0p=0Q, (3) 

en vertu de (2.3.9 (ii)). Ceci autorise l'ecriture 

0p: H 1(A)-+H1(P A), peH1(A), (4) 
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pour la bijection (1), etant entendu que l'on identifie les H 1(P A), pour les 

representants P de p, grace aux isomorphismes ci-dessus et que l'on 

note H 1(P A) la valeur commune. 

2.6.3.2. Soit u: A - B un morphisme de faisceaux de groupes et P un 

A-torseur. Soit encore 
(5) 

le morphisme obtenu en tordant u par P sous l'action de A operant par 

automorphismes interieurs (2.3.3.1). On a un carre commutatif 

H 1 (A) ~ H 1 (B) 

•,l l'o Q-e1, (6) 

On rappelle (2.3.7) que l'on a identifie Pu au morphisme ad(m): ad(P)

ad(Q), ou m: P-Q, est le morphisme naturel, ce qui donne un sens a 
notre assertion. La commutativite resulte aux moindres frais de la 

commutativite a isomorphisme pres du diagramme de morphisme de 

champs 
TORS(E; A)--> TORS(E; B) 

8pl leQ (7) 

TORS(E; ad(P))---> TORS(E; ad(Q)) 

[ou les fleches horizontales designent l'extension du groupe structural 

suivant u et Pu] laquelle resulte a son tour de (2.3.10), en notant que l'on 

a poadX'J ad(Q)=Q0, puisque ad(m) est precisement defini par la condi

tion m: P-Q soit un ad(m)-morphisme. 

Corollaire 2.6.4. Soient E un U-site, C un £-champ, S un objet final 

de E et enfin x et y deux objets localement S-isomorphes de C8 • Posons 

A= Aut8 (x), B= Aut8 (y), P= lsom8 (x, y). (1) 

La composition des S-morphismes fait de P un B-A-bitorseur ce qui 

donne un isomorphisme canonique B~PA. De plus, pour tout zEOb(C8) 

localement S-isomorphe ax et y, on a 

0p(~) = 1J 

ou 0p: H 1(A)-H 1 (P A) est la bijection de (2.6.3 (1)) et ou ~EH1 (A) 

(resp. 1JEH1(P A)) est la classe de z quand on prend x (resp. y) comme 

origine (2.5.2). 



156 Chapitre III. Torseurs. Cohomologie de degre 1 

En effet, ~ (resp. 11)est la classedu torseur lsom8 (x, z)(resp. I som5 (y, z)) 
et la composition des S-morphismes induit un accouplement 

lsom8 (x, z) x lsom5 (y, x)----+ lsom5 (y, z) 

qui, compte tenu de l'isomorphisme evident P0 ~ lsom 5 (y, x), passe au 
quotient (1.3.1) et definit un isomorphisme 

lsom5 (x, z) f P0 ~ lsom8 (y, z) 

qui prouve le corollaire par (2.6.1 (2)). 

§ 3. La suite exacte en degre 1 

3.1. Le premier operateur cobord 

Proposition 3.1.1. (Sections d'un quotient.) Soient E un site, A un 
faisceau de groupes, X un faisceau d'ensembles sur E et m: Xx A--+ X 
un morphisme faisant operer A a droite sur X. Designons par 

q: X----+ Y (done Y=X/A) 

le conoyau du couple pr 1 , m: Xx A~ X. 

(i) Le morphisme 
XxA----+XxyX 

de composantes pr 1 et m est un epimorphisme. 

(1) 

(2) 

(i bis) Pour que deux sections s et t de X aient meme image par 
q: X----+ Y il faut et il suffit que localement elles soient congrues modulo A. 

(ii) Soit P le quotient de !'ensemble des couples (P, p), [ ou P est un 
A-espace homogene a droite (1.3.8) et p: P----+X un monomorphisme 
compatible avec les operations de A], par la relation «ii existe un A-mor
phisme f: P----+P' tel que p'f =p». On definit une bijection 

H 0 (E, Y)~P (3) 

en associant a toute section s de Y son image inverse par q: X----+ Y. On 
definit la bijection inverse en associant a la classe de (P, p) /'image du 
compose q p: X----+ Y. 

3.1.1.1. Dans tout ce qui suit on travaille dans le topos E. Pour prouver 
(i), considerons !'image R du compose Xx A--+ Xx yX----+ Xx X. II est 
immediat que c'est une relation d'equivalence dans X. De plus, le quotient 
X/R est Y car Xx A--+ R est un epimorphisme. II faut montrer que le 
monomorphisme R----+ X x yX est un isomorphisme. Or, puisque E est 
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un topos, Yest egalement le quotient de X par la relation d'equivalence 
definie par Xx yX, Puisque E est un topos, les quotients de X corres
pondent« biunivoquement» aux relations d'equivalence et ceci prouve (i). 

3.1.1.2. On en deduit que X est un espace pseudo-homogene sous A si, 
et seulement si, Y = X / A est un sous-ob jet de l'objet final e de E, (a savoir 
l'image de X----> e). En effet, par definition (1.3.8) et par (i), la premiere 
condition signifie que Xx yX =Xx X, qui equivaut a la seconde par 
l'argument deja invoque. De meme, X est un espace homogene si et 
seulement si X /A~ e. 

3.1.1.3. Bien entendu (i bis) resulte immediatement de (i). De meme, 
de (i) et du fait que, dans un topos les epimorphismes sont universels 
on deduit que sis: e----> Yest une section de Y, /'image inverse q- 1(s) des 
par q: X----> Y est un A-espace homogene. Inversement, si (P, p) est un 
couple comme dans (ii), le compose q p: P----> Y se factorise par P /A~ e 
carp est un A-morphisme. D'ou une sections: e----> Y de Y. 11 est immediat 
que s est une image de q p, ce qui acheve de donner un sens a (ii). 11 
reste a le demontrer ce qui est aise. 

Proposition 3.1.2. Soit A un faisceau de groupes operant librement 
(1.1.5) sur un faisceau d'ensembles X et soit Y = X / A le quotient de X 
par A. 

(i) Le morphisme Xx A---> Xx yX (3.1.1 (2)) est un isomorphisme. 
(ibis) Le prefaisceau quotient X/A est separe. 
(i ter) Le groupe H 0 (E, A) opere librement dans H 0 (E, X) et l'applica

tion naturelle 

H 0 (E, X)/H 0 (E, A)---->H0 (E, X/A) (1) 
est injective. 

(ii) On obtient une bijection entre H 0 (E, Y) et l'ensemble des classes 
de sous-A-torseurs de X en associant a sEH0 (E, Y) son image inverse 
par q: X----> Y. 

3.1.2.1. Par definition, X x A----> X x yX est un monomorphisme et 
par (3.1.1 (i)) c'est un epimorphisme, d'ou (i). On en deduit immediatement 
(i ter) et meme, par localisation, que le morphisme naturel Y'----> Y, ou Y' 
est le prefaisceau quotient de X par A, est un monomorphisme, ce qui 
prouve (ibis). Enfin (ii) resulte de (3.1.1 (ii)) car tout sous-espace homogene 
de X est un A-torseur, car A y opere librement. 

3.1.2.2. Si Pest un A-torseur, p: P---->X un A-morphisme (done un 
monomorphisme) et s: e----> Y une section de Y = X / A, pour que P soit 
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l'image inverse de s il faut et il suflit que le carre 

X ~ y 

pr ,. 
P--------->e 

soit commutatif, auquel cas il est cartesien. 

Definition 3.1.3. Soit A un faisceau de groupes operant librement sur 
un faisceau d'ensembles X. On appelle application cobord !'application 

d: H 0 (E, X/A)-H1(E, A) (1) 

obtenue en associant a toute section de X/A la classe de son image 
inverse par la projection X -X/A. 

3.1.3.1. Soient encore u: A - A' un morphisme de faisceaux de groupes, 
X' un faisceau d'ensembles ou A' opere librement et m: X -x' un 
u-morphisme. Le diagramme ci-dessous est commutatif 

H 0 (X/A)~H1(A) 

nCOJl luClJ (2) 

H0 (X' /A')~ H 1 (A') 

ou d et d' sont les cobords et n: X / A - X' / A' le morphisme deduit de 
m par passage au quotient. Cela est clair. 

Proposition 3.1.4. Sous les hypotheses de (3.1.3), soit q: X - Y, 

Y =X/A, la projection. 
(i) On a des applications 

(1) 

Pour qu'un element x de H 0 (Y) appartienne a l'image de q< 0 J il faut et 
il suffit que d(x) soit la classe neutre. 

(ii) Soit encore Pun A-torseur et soit pEH1(A) sa classe. Pour que p 

appartienne a l'image de d, il faut et il suffit que X 1... P0 ait une section. 

3.1.4.1. L'assertion (i) resulte immediatement de (3.1.2.2). 

3.1.4.2. D'apres (3.1.2 (ii)), pour que p appartienne a l'image du cobord 
il faut et il suffit qu'il existe un A-morphisme P- X. Par passage aux 

sections, l'isomorphisme Horn A (P, X)~X 1... P0 de (1.6.1) prouve done (ii). 



§ 3. La suite exacte en degre 1 159 

3.1.4.3. On peut preciser (ii) en tordant par P le morphisme q: X - Y. 

Soit q': X' - Y' le morphisme ainsi obtenu (X' = X t P0 , Y' = Y t P 0 ). 

Puisque A opere trivialement sur Y, on a un isomorphisme canonique 
i: Y~ Y' (2.3.3.4). 11 est immediat que A'=ad(P) opere librement sur 
X' et que q': X' - Y' est un quotient X' /A', car il en est ainsi localement. 
On a done un diagramme 

H 0 (X) ~ H 0 ( Y) ~ H 1(A) 

i(O)l l9p (2) 

H 0 (X') ~ H 0 (Y') ~ H 1(A') 

ou la ligne du bas est relative a Y' ~ X' / A' et ou OP est la bijection de 
(2.6.3 (1)). Ce diagramme est commutatif. En effet, soit s: e - Y une 
section de Yet Q son image inverse par q: X - Y. Par (3.1.2.2) on a un 
carre commutatif 

Q--.e 

ou tousles morphismes sont des A-morphismes puisque A opere triviale
ment sur Yet e. Tordant ce carre par P (2.3.4) (2.3.6), on obtient un carre 
commutatif 

Q'--.e 

et il est immediat que s' = i (s), ce qui donne la conclusion par (3.1.2.2). 

3.2. Cas d'un sous-groupe 

Definition 3.2.0. Soient u: A - B un morphisme de faisceaux de 
groupes et Q un B-torseur. On appelle relevement de Q a A un couple 
(P,p), ou Pest un A-torseur et p: P-Q un u-morphisme. Si (P,p) et 
(P', p') sont deux relevements de Q, un morphisme (P, p)- (P', p') est un 
A-morphisme f: P - P' tel que p' f = p. 

On notera que tout morphisme de relevements est un isomorphisme. 
Si u: A - B est un monomorphisme, deux relevements isomorphes le sont 
canoniquement car, si (P, p) est un relevement de Q, alors pest un mono
morphisme, puisqu'il en est ainsi localement. 

Proposition 3.2.1. Soit u: A - B un monomorphisme de faisceaux de 
groupes. 
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(i) La categorie Tors(E; A) des A-torseurs sur E est equivalente a la 
categorie des couples (Q, q), ou Q est un B-torseur et ou q E H 0 (E, QI A). 

(ii) Soit Q un B-torseur. L'ensemble H 0 (E, Q/A) est isomorphe a 
!'ensemble des classes a isomorphisme pres de relevements de Q a A. 

3.2.1.1. Soit P un A-torseur. Posons "P =Pf B et soit Pu: P-----, "P le 
morphisme nature! (1.3.6). L'image du compose p-----, "P-----, "P/A est une 
section p de "P/A (3.1.1.3). On definit done un foncteur en associant a 
tout A-torseur P le couple ("P, p). On obtient ainsi une equivalence de 
categories car P s'identifie a !'image inverse de p par la projection 
"P-----, "P / A, ce qui prouve (i). 

3.2.1.2. L'assertion (ii) resulte de (3.1.2 (ii)), car si Pest un A-torseur, 
la donnee d'un u-morphisme p: p-----, Q (qui fait de (P, p) un relevement 
de Q a A) equivaut d'apres (1.4.6) a celle d'un B-isomorphisme 
Pf B~ Q. 

Proposition 3.2.2. Soit u: A-----, B un monomorphisme de faisceaux de 
groupes et soit v: B-----, B/ A la projection sur B. La suite d'ensembles 
pointes 

l-----,H0 (A)~H0 (B)~H0 (B/A)~H1(A)~H1(B) (1) 

est exacte. 

3.2.2.1. Dans (1), le symbole 1 designe !'ensemble pointe a un element. 
Ceci dit, la proposition resulte de (3.1.2 (i ter)) et (3.1.4). On rappelle ace 
propos qu'une suite de morphismes d' ensembles point es L ~ M ____1!___, N 
est dite exacte si !'image inverse par b de !'element marque de N est 
!'image de a. De plus, puisque le foncteur H 0 commute aux limites pro
jectives, v< 0 l est un monomorphisme de groupes et, par (3.1.2 (i ter)), v<0 l 

induit une injection H 0 (B)/H0 (A)cH0 (B/A). 

Corollaire 3.2.3. (Exactitude en H 0 (B/A).) Par translations a gauche, 
H 0 (B) opere sur H 0 (B/A). Le cobord d induit une injection 

H 0 (B)\H0 (B/ A)--, H 1(A). (1) 

De plus, !'image de (1) est !'ensemble des pEH1(A) tels que u< 1>(p) soit la 
classe neutre. 

En effet, soient x et y deux elements de H 0 (B/A) et soient X et Y leurs 
images inverses par v: B-----, B/ A. Designons par T le sous-prefaisceau 
de B defini par 

T(S)={bEB(S), v(S)(b)xs=ys}, SEOb(E), (2) 
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ou x5 et y5 designent les restrictions de x et ya. S. En fait Test un faisceau 
et les translations a gauche definissent un morphisme 

(3) 

Celui-ci est un isomorphisme comme on voit en localisant et en supposant 
que X a une section. 11 en resulte que (1) est injective et la proposition 
resulte de (3.2.2). 

Corollaire 3.2.4. (Exactitude en H 1(A).) Soient P un A-torseur, 
pEH1(A) sa classe et Pu: PA--> PB le morphisme de faisceaux de groupes 
obtenu en tordant u: A--> B par P sous l'action de A operant par auto
morphismes interieurs (2.3.7). On a une bijection 

H 0 tB)\H0 (PBjP A)~ {p'EH1(AH u<1l(p')=u<1l(p)}. (1) 

En effet, on a un diagramme commutatif 

(2) 
A 

Q=PAB, 

ou la ligne du bas est definie car Pu est un monomorphisme (puisqu'il 
est «egal» a u si P est trivial) et ou le carre de droite est defini par 
(2.6.3.2 (6)). 11 reste a appliquer le corollaire precedent. 

Remarque 3.2.5. (Exactitude en H 1(B).) Soit Q un B-torseur. D'apres 
(3.2.1 (ii)), pour que !'on puisse restreindre a A le groupe structural de Q 
il faut et il suffit que Q/A ait une section. On notera que Q/A est un 
espace homogene a gauche sous ad (Q) qui peut s'obtenir de la fac;on 
suivante. Faisant operer B sur B/A par translations a gauche, on peut 
tordre ce dernier par Q. On trouve evidemment un isomorphisme 
Q/A~Q(B/A), les operations de ad(Q) sur Q(B/A) obtenues par transport 
de structure etant les operations adjointes (2.3.3.1) (2.3.6). 

3.3. Cas d'un sous-groupe invariant 

3.3.0. On fixe dans tout ce numero une suite exacte de faisceaux de 
groupes 

On entend par la que u et v sont des morphismes de faisceaux de groupes, 
que u est un noyau de v et que le morphisme de faisceaux d'ensembles 
sous-jacents a v est un epimorphisme, ce qui entraine que v identifie C 
au quotient de B par A. 
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Proposition 3.3.1. Soit 1-A~ B ~ C - 1 une suite exacte de 
faisceaux de groupes. 

(i) La suite d'ensembles pointes 

1-H 0(A) ~ H 0(B)~ H 0 ( C)~ H 1(A)~ H 1(B) ~ H 1( C) (1) 

est exacte. 
(ii) v<0 > est un morphisme de groupes dont le noyau est u< 0 >. 

L'assertion (i) resulte de (3.2.2) et (3.2.4). L'assertion (ii) resulte de (i) 
et du fait que le foncteur H 0 commute aux limites projectives. 

Remarque 3.3.2. Soit cEH0 (C). L'image inverse X de c par v: B- C 
est ici un A-bitorseur, ce qui permet de definir 

p X c, pEH1(A), CEH0 (C), (1) 

comme la classe du produit contracte P -J.. X, ou P est un representant 
de p. Si c' E H 0 ( C) et si X' est son image inverse par v: B - C, la loi de 
composition de B induit un morphisme Xx X' - X", ou X" est l'image 
inverse de cc'. II est immediat que ce morphisme induit un isomorphisme 
de A-bitorseurs X -J.. X' ~ X", d'ou l'on deduit que (1) fait operer le 
groupe H0 (C) a droite sur H 1(A), ce qui va permettre d'ameliorer la 
proposition precedente. 

Proposition 3.3.3. (Operations de H 0 ( C) sur H 1(A).) Sous les hypo
theses de 3.3.1, le groupe H 0 ( C) opere a droite sur H 1(A) par la formule 
(3.3.2 (1)). 

(i) Le cobord est compatible avec ces operations, autrement dit on a 

d(c c')= d(c) x c', c, c'EH0 ( C). (1) 

(ii) Par automorphismes interieurs, B opere sur A done, par fonc
torialite, H0 (B) opere sur H 1(A), operations designees par 

b(p)=H1(Int(b))(p), bEH0 (B), pEH1(A), 

et qui verifient 

(2) 

(3) 

(iii) (Exactitude en H 0 (C).) Pour tout pEH1(A), le stabilisateur de p 
dans H 0 (C) est !'image du morphisme v'<0 >: H 0 (B')-H0 (C) ou v': 
B' - C est le morphisme de faisceaux de groupes abtenu en tordant 
v: B - C par un representant P de p et en identifiant PC a C par (2.3.3.4) 
puisque A opere trivialement sur C. 
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(iv) (Exactitude en H 1(A).) L'application u< 1> induit une injection 

(4) 

3.3.3.1. Si x, y et z soot trois elements de H 0 ( C) verifiant z = x y, et si 
X, Yet Z soot leurs images inverses par v: B- C, la loi de composition 
de B induit un A-isomorphisme X f Y- Z, d'ou, pour tout A-torseur P, 
un A-isomorphisme Pf X f Y - Pf Z, ce qui prouve a la fois que H 0 ( C) 
opere sur H 1(A) et la formule (1). 

3.3.3.2. Prouvons (3). L'image inverse de c par v: B - C est X = Ab- 1 

= b- 1 A. Par ailleurs, si Pest un representant de p, on definit un represen
tant P' de b(p) en faisant agir A sur P par 

PxA-P, (p,a)Hpb- 1 ab, (2.4.7). 

11 reste a verifier que le compose de 

P-PxX, pH(p,b- 1), 

et de la projection P x X - Pf X definit un A-morphisme P' - Pf X, 
ce qui est immediat. 

Pour prouver (iii) et (iv) nous utiliserons le lemme suivant. 

Lemme 3.3.4. Sous les hypotheses de (3.3.1), soient Pun A-torseur et 
A'~ B' ~ C la suite de morphismes de faisceaux de groupes obtenue 
en tordant A ~ B ~ C par P. On a un diagramme commutatif, ou 
Q=P f Bet ou 0p et eQ soot definis par (2.6.3 (1)) 

H 0 (B) ~ H 0 ( C) ~ H 1(A) ~ H 1(B) ~ H 1( C) 

0pl loa /lid (1) 

H 0 (B')~ H 0 (C)~ H 1(A')~ H 1(B') ~ H 1(C). 

De plus, sip designe la classe de P, on a 

0p(p x c)=d'(c), CEH0 ( C). (2) 

3.3.4.1. Puisque A opere trivialement sur C, on identifie C' a C par 
(2.3.3.4). Si on calcule la suite tordue par (2.3.7), ceci signifie que u' est 
le morphisme ad (m), ou m: P - Q =Pf B est le morphisme naturel et 
que v'=ad(n), ou n: Q- Cd est le v-morphisme defini par la condition 
que le compose nm: P - Cd ait pour image la section unite. Ceci <lit, 
la suite 1-A' - B' - C - 1 est exacte. En effet, on peut localiser, 
supposer P trivial et on trouve alors la suite donnee. Ceci definit d' dans 
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la ligne du bas de (1). La commutativite de (1) resulte de (2.6.3.2 (6)) car 
0cd est l'identite d'apres (2.6.1 (2)). 

3.3.4.2. On notera que (1) ne reste pas necessairement commutatif si 
l'on y rajoute la fleche identique de H0 ( C). C'est ce qu'indique la formule 
(2) que nous allons demontrer. Pour cela, designant par X et X' les 
images inverses de c par v et v', il nous suffira (2.6.1 (4)) de trouver un 
A-morphisme A A' 

PAX --4X' AP. (3) 

Soient P ~ Q ~ Cd les morphismes utilises dans (3.3.4.1) pour decrire 
la suite exacte tordue. Le morphisme de faisceaux P x X --4 Q, (p, x)~ 

m(p) x, definit un u-morphisme f: Pt X --4 Q. De meme, le morphisme 

X'xP--4Q, (x,p)Hxm(p), definit un u-morphisme g: X''i-P--4Q. 
D'apres (3.2.1 (ii)), il suffit de demontrer que les composes n f et n g 
(qui «sont» des sections de Cd) sont egaux. On verifie qu'ils sont egaux a c, 
ce qui prouve (2). 

3.3.4.3. Prouvons maintenant (3.3.3 (iii)). Par la formule (2), la relation 
p x c = p signifie que d'(c) est la classe neutre, ce qui, par (3.3.1 (i)) applique 
a C=B'/A', equivaut a c=v'(O)(b), bEH0 (B). On prouve de meme 
(3.3.3 (iv)), en utilisant de plus la commutativite de (1). 

Corollaire 3.3.5. (Exactitude en H 1(B).) Sous les hypotheses de (3.3.1), 
soit Q un B-torseur. Designons par l --4 A' --4 B' --4 C' --4 1 la suite exacte 
obtenue en tordant par Q la suite exacte donnee. On a un diagramme 
commutatif 

H 1 (A) ~ H 1 ( B) ~ H 1 ( C) 

loQ loR (1) 

H 1 (A') ~ H 1 ( B') ~ H 1 ( C') 

ou R = Q f C et ou 0P et 0Q sont definis par (2.6.3 (1)). 

3.3.5.1. Rappelons (2.3.7) que l'on calcule la suite tordue en prenant 

v' = ad (n), ou n: Q --4 R = Q f C est le morphisme nature!. La suite tordue 
devant etre exacte par un raisonnement deja vu, on peut prendre pour 
u': A' --4 B' le noyau de v': B' --4 C'. Ceci <lit, l'enonce ne fait que reprendre 
(2.6.3.2 (6)) et permet de decrire Jes fibres de !'application v<1J. 

3.4. Cas d'un sous-groupe abelien ou central 

Proposition 3.4.1. Soit l --4 A~ B ~ C --4 1 une suite exacte de 
faisceaux de groupes telle que A soit abelien. 
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(i) C opere sur A grace aux automorphismes interieurs de B, done, 
par fonctorialite, le groupe H 0 ( C) opere sur H 1(A) par automorphismes 
de groupe, operations notees 

c(p), cEH0 (C), pEH1(A), (1) 

et reliees a celles de (3.3.2 (1)) par 

p x c=c- 1(p)+d(c), cEH0 (C), pEH1(A), (2) 

le groupe H 1(A) etant note additivement. 
(ii) Le cobord d: H 0 ( C)-----> H 1(A) est un morphisme croise, autrement 

<lit 
d(c c')= c' - 1(d(c)) + d(c'), c, c' E H0 ( C). (3) 

La formule (3), qui resulte de (2) et de (3.3.3 (1)), montre que le cobord 
n'est pas necessairement un morphisme de groupes. Prouvons (2) et pour 
cela choisissons un representant Pet pet designons par X l'image inverse 
de c par v: B----->C. D'apres (2.4.7), c- 1(p) est la classe du A-torseur 
obtenu en faisant operer A sur P par 

PxA----->P, (n,a)f--+n/(a), (4) 

ou I est l'automorphisme de A defini par c. D'apres (2.4.5), c- 1(p)+d(c) 
est done la classe du quotient de P x X par A operant par 

PxXxA----->PxX, (n,x,a)f--+(nl(a),xu(a- 1)), (5) 

muni des operations de A obtenues par passage au quotient a partir de 

PxXxA----->PxX, (n,x,a)f--+(n,xu(a)). (6) 

Par ailleurs, p x c est la classe du quotient de P x X par A operant par 

PxXxA----->PxX, (n,x,a)f--+(na,u(a- 1)x), (7) 

muni des operations de A obtenues par passage au quotient a partir de 
celles de (6). On conclut en notant que (5) se deduit de (7) par l'auto
morphisme I de A car, par definition de X, on a 

u(I (a))= x u(a) x- 1 . 

Corollaire 3.4.2. Sous les hypotheses de (3.4.1), si Pest un A-torseur, 
la formule (3.3.4 (2)) devient (avec les memes notations) 

d(c)-d'(c)=p-c- 1(p), pEH1(A), cEH0 (C), (1) 

ou p est le classe de p. 
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En effet, dans ces cas, on a (2.6.3 (2)) 

0p(q)=q-p, 0p: H 1(A)~H1(A), (2) 

ce qui prouve (1) par (3.4.1 (2)) et (3.3.4 (2)). 

Proposition 3.4.3. Soit 1-A ~ B ~ C - 1 une suite exacte de 
faisceaux de groupes telle que A soit central. 

(i) La suite 

1 - H 0 (A) - H 0 (B) - H 0 ( C) ~ H 1 (A) (1) 

est une suite exacte de groupes. 
(ii) On a 

p x c= p+d(c), pEH1(A), cEH0 (C), (2) 

ou p x c est defini par (3.3.2 (1)). 

(iii) L'application v(l>: H 1(A)-H1 (B) induit une injection du groupe 
quotient H 1(A)/H0 (C) dans H 1(B). 

Par (3.4.1 (3)), le cobord est un morphisme de groupes, d'ou (i), par 
(3.2.2). On a (ii) par (3.4.1 (2)), d'ou (iii) par (3.3.3 (iv)). 

Remarque 3.4.4. Supposant encore que A est central dans B, on a 
pour tout B-torseur Q, un morphisme de faisceaux de groupes 

u': A- ad(Q), u'(a) (q)=qu(a), (1) 

qui fait operer A dans Q par B-automorphismes. Ceci permet, pour tout 

A-torseur P, de definir le produit contracte P -f Q, lequel est un B-torseur 
de fa9on naturelle. On notera 

p · q, pEH1 (A), qEH1(B), (2) 

la classe de P -f Q si p et q designent celles de P et Q. 

3.4.4.1. Le groupe B opere par automorphismes interieurs sur la 
suite A~ B ~ C. En tordant celle-ci par Q on trouve une suite exacte 

(3) 

car B opere trivialement sur A. 11 est aise de verifier que si !'on identifie 
B' a ad (Q) comme ii est <lit dans (2.3.7) le morphisme u' de (3) s'identifie a 
celui de (1). 

3.4.4.2. Puisque A est central, C opere sur B par automorphismes 
interieurs, done, par fonctorialite, H 0 (C) opere a gauche sur H 1 (B), 
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operations notees 
c(q), cEH0 (c), qEHt(B). (4) 

Proposition 3.4.5. (Operations de Ht(A) sur Ht(B).) Supposons A 
central dans B. 

(i) Par (3.4.4 (2)), le groupe Ht(A) opere dans H 1(B) en respectant 
le point marque et on a 

u< 0 (p+q)=p-u<tl(q), p,qEHt(A), 

u< 0 (p)=p·l, pEHt(A), 

ou 1 est !'element marque de H 1 (A) et 

d(c) · q=c(q), 
cf. (3.4.4 (4)). 

(ii) Soient Q un B torseur et qEH1(B) sa classe. On a 

u'< 1l(p)= 0q(p · q), pEHt(A), 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

ou u': A-----, ad (Q) est le morphisme de (3.4.4 (1) et (3)) et ou 0 q: Ht (B)-----> 
Ht(ad(Q)) est la bijection de (2.6.3 (1)). 

(iii) Sous les hypotheses de (ii), le stabilisateur de q dans H 1 (A) est 
l'image du cobord d': H 0 ( C')-----> Ht(A) attache a la suite exacte (3.4.4 (3)) 
obtenue en tordant par Q la suite donnee. 

(iv) L'application v< 0 : H 1(B)----->Ht(C) induit une injection 

(5) 

3.4.5.1. L'associativite du produit contracte montre que (p, q) Hp · q 
fait operer H 1(A) sur Ht(B) et aussi la formule (1); de celle-ci on deduit 
(2). Pour prouver (3), choisissons un representant Q de q et designons 
par X !'image inverse de c par v: B-----, C. Le morphisme X x Q-----, Q, 
(x, K) HK x, passe au quotient, car A est central, et definit un morphisme 

X f Q-----, Q. Par definition de X, ce dernier est un J-morphisme, ou 
J: B-----, B est l'automorphisme defini par c- t, ce qui acheve de prouver (i). 

3.4.5.2. Prouvons (ii). Soit Pun representant de p. 11 suffit de montrer 

que l'on a un B'-isomorphisme PfB'~(Pf Q)"Q0 , ou Q0 est !'oppose 
de Q. Ceci resulte de l'associativite du produit contracte et du fait que 
les morphismes (1) et (3) de (3.4.4) sont egaux (cf. supra). 

3.4.5.3. Par torsion par Q (cf. 3.3.5), les assertions (iii) et (iv) resultent 
de !'exactitude de la suite (3.3.1 (1)) attachee a A---> B'-----, C'. Nous carac
teriserons au chapitre suivant l'image du morphisme H 1 (B)-----> Ht ( C). 
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3.5. Effa~abilite; cohomologie abelienne 

Proposition 3.5.1. (Effa9abilite.) Soient T un U-topos, A un groupe 
(non necessairement commutatiO de T et P un A-torseur. 11 existe un 
monomorphisme de groupes de T, u: A--+ B, tel que P 1- B soit trivial. 

3.5.1.1. Soit S={S;--+e}, iEI, lEV, une famille de fleches de T qui 
couvre l'objet final e de T. A tout X E0b(T) associons le prefaisceau 
d'ensembles sur T 

X'(Y)= TIHom(f;,X), f;=YxS;. 
iel 

C'est un U-faisceau sur T; designons par 

C0 (S; X) 

l'objet de T qui le represente. Le morphisme evident 

r(X): X--+ C0 (S; X) 

(1) 

(2) 

(3) 

est un monomorphisme car S est couvrante. De plus, C0 (S; *) est un 
foncteur de T dans T qui commute aux limites projectives; done C0 (S; A) 
est un groupe de T et C0 (S; P) est un C0 (S; A)-pseudo-torseur. Par 
ailleurs, r(*) est un morphisme de foncteurs, done r(A) est un morphisme 
de groupes et r(P) un r(A)-morphisme. D'apres (1.4.6 (iii)), C0 (S; P) est 
done deduit de P par extension a C0 (S; A) de son groupe structural: 
c'est done un torseur. 

3.5.1.2. En vertu de C0 (S; P)(e)= TI P(S;), il est clair que C0 (S; P) 
ie/ 

est trivial si, et seulement si, /es S;--+ e trivialisent P, d'ou la proposition. 

Proposition 3.5.3. (Effa9abilite.) Soit Tun U-topos admettant suffisam
ment de foncteurs fibres, soit 

x*: T--+ X, X= TIU-ens, (1) 
xeX 

le foncteur produit de ceux-ci (0 3.13) et soit x*: X--+ T l'adjoint a droite 
de celui-ci (foncteur image directe). Pour tout groupe non necessairement 
commutatif A de T, le morphisme d'adjonction A-+ x* x*(A) est un 
monomorphisme de groupes de T et l'ensemble H 1 (T, x* x* (A)) est 
reduit a son point marque. 

3.5.3.1. Par definition, x* est conservatif, done F--+ x* x*(F) est un 
monomorphisme pour tout F E0b(T), (0 3.9 (ii)). Par ailleurs, pour tout 
groupe G de X, on a H1(X, G)=O car X est equivalente au topos des 
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U-prefaisceaux d'ensembles sur la categorie discrete associee a !'ensemble 
X des foncteurs fibres. Par (V 3.1.3) ci-dessous, on a 

ce qui acheve la demonstration. 

Remarque 3.5.4. (Cohomologie abelienne.) Soient E un U-site et j:;ab 

la categorie des faisceaux de groupes abeliens sur E. D'apres [SGA 4 V 
§5.2.1], tout objet de j:;ab admet un effacement injectif et l'on peut definir 
les derives droits 

H~(E, *), iEJV', (1) 

du foncteur H 0 (E, *): j:;ab ~ U -ab (2.4.1 (1)). Par ailleurs, d'apres (2.4.5), 
la restriction a j:;ab du foncteur H 1(E, *) defini «geometriquement» par 
(2.4.2) est un foncteur additif et d'apres (3.1.3.1), (3.4.3) et (3.3.1 (i)) les 
operateurs cobords munissent le couple (H 0 , H 1) d'une structure de 
J-foncteur exact, limite aux degres O et 1, de j:;ab dans U-ab. Le foncteur 
H 1(E, *) est e.ffac;able d'apres (3.5.1), done universe/ d'apres ([17] 2.2.2). 
11 existe done un isomorphisme canonique de Jjoncteurs 

(2) 

caracterise par la condition d'etre l'identite en degre 0. Explicitons-le. 

Proposition 3.5.5. Soient E un U-site, 

(1) 

une suite exacte de j:;ab et CE H 0 (E, C). Soit encore c' EH; (E, A) la classe 
obtenue en plongeant (1) dans une resolution injective de A. L'image c" 
de c' par l'isomorphisme (2) est la classe du A-torseur obtenu en faisant 
operer A sur !'image inverse X de c par v: B ~ C au mo yen de 

XxA~x, (x,a)vv->x-u(a). (2) 

3.5.5.1. 11 revient au meme de dire que l'on a 

c" = -d(c) (3) 

ou d est le cobord defini «geometriquement» (i.e. par (3.1.3)), ou encore 
que, si B est injectif, le compose 

H 0 (E, C)/H0 (E,B)----"'--+H;(E,A)~H1(E,A), (4) 
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[ ou w est l'isomorphisme contenu dans la definition de H! et cx1 celui de 
(3.5.4 (2))] est /'oppose du morphisme induit par le cobord defini geome
triquement. Puisque cx1 est un morphisme de <5-foncteurs ii revient au 
meme de montrer que west !'oppose du morphisme induit par le cobord 
defini par resolutions injectives, ce qui resulte de [ 4] chap. V § 7.1. 

Remarque 3.5.6. (Torseurs droits et torseurs gauches.) On aurait pu 
faire la theorie de ce paragraphe en associant a tout faisceau de groupes A 
!'ensemble pointe 

(1) 

des classes a isomorphisme pres de A-torseurs a gauche et a toute suite 
exacte de faisceaux de groupes 1 ~A~ B ~ C ~ l le cobord 

(2) 

obtenu en faisant operer A par translations a gauche sur l'image inverse 
par v: B~ C d'une section c de C. L'operation P~f> (1.1.3) definit un 
isomorphisme d'ensembles pointes 

p1 : H 1(E, A)~ H:(E, A) 

qui est evidemment fonctoriel en A. Par ailleurs, 

(3) 

(4) 

car le morphisme c~ C, x~x-1, transforme l'image inverse de c en 
celle de c- 1 et les translations a gauche en les translations a droite. 

3.5.7. Appliquons ce qui precede aux faisceaux abeliens. Un torseur 
a droite est un torseur a gauche et l'on a done 

(1) 

Par (2.4.5 (ii)), on voit que l'isomorphisme p1 est alors le changement de 
signe 

(2) 

la formule (3.5.6 (4)) exprimant simplement que (Po, P1) est un iso
morphisme de <5-foncteurs, ou 

Po: H0 (E, A)~ H0 (E, A), P0 (x)= -x. (3) 

3.6. Cohomologie de Cech 

Definition 3.6.1. Soient Eun U-site ou les produits fibres finis existent, 
S={S;~S}, iEJ, /EU, une famille couvrante de E et Aun faisceau de 
groupes sur E. 
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(i) On appelle 1-cocycle de S a valeurs dans A une famille 

(1) 

j k i 
U; k=Uij . U jk, (i,j, k)E J3 • (2) 

(ii) On <lira que deux cocycles u;i et vu sont cohomologues s'il existe 
une famille 

a;EA(S;), iEJ, (3) 

telle que l'on ait (dans A(S;)) 

vu=a/ · uii · (ai)-1, (i,j)EJ2 • (4) 

(iii) On designera par 
(5) 

l'ensemble des classes de 1-cocycles cohomologues, pointe par la classe 
du cocycle unite. 

3.6.1.1. Pour tout i =(i1, ... 'in)Er, on pose 

Soit X;EA(S;), iEr, une famille, soit i=U1, ... ,jn+i), jEJ"+1 et soit run 
en tier, 1 ~ r ~ n + 1. Posons 

u=U1, ... ,j,_1,j,+1, ... ,jn+1), UEr, 

et designons par 

la projection evidente. On designera par 

X· . ir. . 
)1, ... ,Jr-1 J,-+1, •••,Jn+l 

(6) 

l'image de xu par A(p): A(Su)~ A(Si). En particulier, dans la formule (2), 
on a pose 

OU p: sijk ~ sij est la projection evidente. Nous utiliserons ce procede 
de notations jusqu'a la fin de ce numero. Si E est le site des ouverts d'un 
espace topologique, ou, plus generalement, si les S; ~ S sont des mono
morphismes, on peut se dispenser d'ecrire les indices superieurs, mais 
dans le cas general il faut etre plus prudent, comme on voit en supposant 
la famille { S; ~ S} reduite a un seul morphisme. 
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3.6.2. Si R est un raffinement d'un objet S de E, on designera par 

H 1(E . A)R 1s, (1) 

!'ensemble des classes a isomorphisme pres de A-torseurs sur S qui sont 
trivialises par tous Jes changements de base T -4 S appartenant a R. Par 
definition, on a 

et, puisque tout A-torseur est localement trivial, 

H1(E I8 ; A)= lJ H1(E I8 ; Al, 
REJ(S) 

ou J(S) designe !'ensemble des raffinements de S. 

(2) 

(3) 

Proposition 3.6.3. Sous les hypotheses de (3.6.1), soit R le raffinement 
de S engendre par S. 

(i) En associant a tout A-torseur P sur S muni de sections P;EA(S;), 
iEJ, le 1-cocycle defini par 

(1) 

on definit une bijection 

(2) 

qui est fonctorielle en A et respecte le point marque. 
(ii) Si l -4 A~ B-------"-+ C -4 1 est une suite exacte de faisceaux de 

groupes sur E, si cEH0 (EI8 ; C) et si h;EH0 (EI8,; B), iEI, a pour image 
par v: B-4 C la restriction de ca EI8,, on a d(c)EH1(EI8 ; Al et i5 (d(c)) 
est la classe du cocycle uii defini par 

(3) 

ou b/ est la restriction de b; suivant la premiere projection Sii-4 S;, 
(cf. (3.6.1.1 (6))). 

3.6.3.1. Un calcul immediat prouve que (1) definit bien un cocycle et 
que sa classe de cohomologie est independante du choix des sections P; 

done ne depend que de la classe a isomorphisme pres de P. Enfin, la 
formule (1) definit bien un morphisme d'ensembles pointes (2), fonctoriel 
en A. 

3.6.3.2. On deduit (ii) de (i) en notant que les b; sont des sections sur 
Jes S; de !'image inverse de c par v: B-4 C, (3.1.3). 
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3.6.3.3. Nous allons donner une demonstration de (i) en exhibant la 
bijection inverse. Notons 

!'ensemble des 1-cocycles de Sa valeurs dans A, posons 

C0 (S; A)= TT A(S;) 
ieI 

et considerons !'application 

(4) 

(5) 

(6) 

Par localisation, on deduit de f un morphisme de faisceaux d'ensembles 
sur le site E1s 

f: C0 (S; A)-~ Z1(S; A). (7) 

Par ailleurs, on a un monomorphisme de faisceaux de groupes 

(8) 

Faisons operer As sur C0 (S; A) par translations a gauche. 11 est immediat 
que (7) induit un isomorphisme 

(9) 

Corollaire 3.6.4. Sous les hypotheses de (3.6.3), en associant a tout 
cocycle uEZ1(S; A) la classe du symetrique P (1.1.3) de l'image inverse P 
de u par f: C0 (S; A)~ Z1(S; A), (3.6.3 (7)), on definit un monomorphisme 
d'ensembles pointes 

j 5 : H 1(S;A)~H1(E15 ;A). (1) 

L'image de j 5 est egale a H 1(E15 ; At et !'application i5 de (3.6.3 (2)) est la 
bijection inverse de celle induite par j 5 . 

3.6.4.1. D'apres (3.6.3 (9)), P est un A-torseur a gauche sur Set P est 
done bien un A-torseur a droite. Modulo le passage des torseurs a gauche 
aux torseurs a droite, le cobord attache au quotient (3.6.3 (9)) induit 
d'apres (3.2.3) un monomorphisme 

Le premier terme s'identifie visiblement a H1(S; A), ce qui fournit un 
monomorphisme (1) qui s'explicite comme il est <lit dans l'enonce. D'apres 
(3.2.3), l'image de j 5 est formee des classes des torseurs qui par extension 
a C0 (S; A) de leur groupe structural deviennent triviaux. Aux notations 
pres, (3.5.1.2) prouve que ce sont ceux qui sont trivialises par les S; ~ S 
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et, par suite, js induit un isomorphisme 

(3) 

3.6.4.2. II reste a prouver que !'inverse de j5 est is; avec les notations 
de l'enonce, il suffit done de prouver que le cocycle attache a P est egal 
a u. Or on a des sections 

P;EC0 (s; A)(s;)~ n A(S;j) 

definies par jel 
(4) 

(5) 

Du fait que u est un cocycle on deduit que p;EP(S;), autrement <lit que 
l'image de P; par f (3.6.3 (7)) est la restriction de u a S;. On conclut par 
un petit calcul en utilisant a nouveau le fait que u est un cocycle et la 
definition de is (3.6.3 (1)). 

Remarque 3.6.5. D'apres ce qui precede, les H1(S; A) ne dependent, a 
isomorphisme canonique pres, que du raffinement R de S engendre par S. 
On peut expliciter ces isomorphismes grace a la notion de morphisme de 
families couvrantes. Soit encore T={½-4S}, jEJ, JEU, une famille 
couvrante et soit un morphisme f: T --4 S: 

(1) 

ou f est une application et ou les Jj sont des S-morphismes. On a un 
morphisme 

(2) 

induit par les morphismes naturels h/ Tij--4 SJ<i>Ju>, (i,j)EJ2• Si l'on 
designe par R (resp. R') le raffinement de S engendre par S (resp. T), 
on a R' c R et le morphisme (2) s'identifie par les isomorphismes (3.6.4 (3)) 
a }'inclusion l R 1 R' 

H (E18 ; A) cH (E18 ; A) , (3) 

comme il resulte de (3.6.3 (i)) ou de (3.6.4), au choix. L'application 
H 1(f; A) est done injective et ne depend pas du choix def; de plus, c'est 
un isomorphisme lorsque R= R', (i.e. lorsque Set T sont «equivalents»). 
Enfin, si l'on pose 

(4) 

la limite inductive etant prise suivant la categorie des familles qm 
couvrent S, on a un isomorphisme canonique (induit par les j5) 

(5) 
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Corollaire 3.6.6. Sous les hypotheses de (3.6.3), soient encore C un 
£-champ, xEOb(Cs) et u: As~Auts(x) un isomorphisme de fais
ceaux de groupes sur Eis· Soit enfin yEOb(Cs) et soient 

(1) 

des S;-isomorphismes entre les images inverses de x et y par les S;-----. S. 
La classe de y dans H 1(E1s; A), (2.5.2), appartient a H 1(E1s; Al et son 
image par i5 , (3.6.3 (2)), est la classe du cocycle 

( j)-1 i uij= a; a i• (2) 

ou a/ (resp. di) designe l'image inverse de a; (resp. a) par la premiere 
(resp. seconde) projection de Sij. 

En effet, par definition, la classe de yest celle du torseur lsoms(x, y) 
et les a; sont des sections de celui-ci au-dessus des S;. 

Proposition 3.6.6.1. Soient E un U-site et A un U-faisceau de groupes 
sur E. L'ensemble H 1(E, A) est isomorphe a un element de U. 

Par definition (2.4.2), l'ensemble H 1(E, A) ne depend que du topos 
Eu associe a E. En vertu de (0 2.6), on peut done supposer que E est un 
site standard (0 2.5.2) appartenant a U. Soit S un objet final de E. L'en
semble J(S) des raffinements de S appartient a U. En vertu de (3.6.2 (2)), 
il suffit done de prouver que, pour tout REJ(S), l'ensemble H 1(E1s; Al 
est isomorphe a un element de U. Puisque E est une categorie element 
de U, il existe une famille {S;-----.S}, iEl, /EU qui engendre R (01.1.2), 
d'ou la conclusion, par (3.6.3 (2)). 

Remarque 3.6.7. (Le cas abelien.) Soient E un U-site ou les produits 
fibres finis existent et S={S;_J______,S}, iEl, /EU, une famille couvrante 
de E. A tout faisceau de groupes abeliens A sur E on associe classique
ment ([SGA 4 V § 5.1.5] et [15] page 204) le complexe de faisceaux sur E1s 

C"(S; A)(T/S)= TI A(T;), nE%, (1) 

OU l'on a pose 
iern+1 

T; = Tx sS;0 Xs · · · X sSin• i =(io, ... , in)EJ"+1, (2) 

la differentielle etant donnee par la «formule» 

d(x);= I (-1tx;0 , ...• ik····,in• 
O~k~n+l 

(3) 

dont la signification est expliquee par (3.6.1.1 (6)). On a de plus un 
morphisme 

(3.6.3.3 (8)), (4) 
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et celui-ci fait de (1) une resolution de As dans la categorie desfaisceaux 
de groupes abeliens sur le site E1s, ([15] chap. II, [17] 5.2.1). Ceci dit, 
posons 

et 
C*(S; A)=H0 (E1s; C*(S; A)) 

Hn(S; A)=Hn(C*(S; A)), nE%. 

(5) 

(6) 

Un calcul immediat montre que, pour n= 1, on a egalite entre l'ensemble 
pointe H1(S; A) sous-jacent a (6) et celui defini par (3.6.1 (5)). Par ailleurs, 
en plongeant (1) dans une resolution injective de As, on definit des mor
phismes 

(7) 

ou H:(E1s; A) designe les foncteurs derives de H 0 (E1s; A) definis a l'aide 
de resolutions injectives (3.5.4 (1)). 

Proposition 3.6.8. Sous les hypotheses de (3.6.3) pour tout faisceau de 
groupes abeliens A sur E l'isomorphisme a1 : H!(E1s; A)~ H 1(E1s; A) 
de (3.5.4 (2)) verifie 

ix1 ·y1=j5 , (3.6.7(7)) et (3.6.4.1(3)). (1) 

En effet, d'apres [4] chap. V prop. 7.1, le morphisme y1 est l'oppose 
du morphisme 

(2) 

induit par le cobord attache (par resolutions injectives) a la suite exacte 

o-A-C0 (S;A)-Z1(S;A)-O (3) 

ou 2 1(5; A) designe le faisceaux des cycles de degre 1 du complexe 
C* (S; A). Puisque a1 est un morphisme de <5-foncteurs, il en resulte 
que le compose a1 · y1 est l'oppose du morphisme 

(4) 

induit par le cobord «geometrique» (3.1.3) attache a la suite exacte (3). 
Or (4) est l'oppose de js par definition, (3.6.4). 

Remarque 3.6.9. Sous les hypotheses de (3.6.3), considerons le mor
phisme de topos f dont le foncteur image directe est le foncteur restriction 

(1) 

ou le raffinement R de S engendre par S est considere comme une sous
categorie de E1s (II 1.1.1 (iv)). La suite spectrale de Leray de f 
[SGA 4 V § 5.5.3] 

HP(R.; Rq f*(A)) ~ HP+q(E1s; A) (2) 
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s'identifie a la suite spectrale reliant la cohomologie de la famille cou
vrante S a celle de S [SGA 4 V § 5.2.4], car toutes deux sont egales a la 
suite spectrale des foncteurs composes 

(E7sr~f?..ab H0(R;•) U-ab. 

En vertu des isomorphismes 

Hn(R.;f*(A))~Hn(S,A), AEOb(R._ab), [SGA4V§5.2.1(19)], (3) 

la suite spectrale (2) fournit des morphismes fonctoriels 

i;n: Hn(S; A)~ Hn(E18 ; A), AE0b(E18r. (4) 

Proposition 3.6.10. Sous les hypotheses de (3.6.8), les morphismes i;n 

de (3.6.9 (4)) sont egaux aux morphismes Yn de (3.6.7 (7)). 

La demonstration est essentiellement celle de [15] chap. II 5.5. On 
note que l'on peut definir C*(S; A) pour tout AEOb(Rab) et que l'on 
obtient ainsi un foncteur resolvant pour H0 (R; *): f?..ab ~ U - ab. Ceci 
explicite les isomorphismes (3.6.9 (3)) et permet, d'apres [17] 2.5.3, 
de calculer (2) comme la deuxieme suite spectrale du bicomplexe 
C*(S; f*(A*)), ou A* est une resolution injective de AEOb(E~r- On 
conclut alors comme dans [15]. 

Corollaire 3.6.11. Sous les hypotheses de (3.6.8) l'isomorphisme 
H1(E18 ; A)~ H 1(E18 ; A)de(3.6.5 (5))estegalaceluide [SGA4 V § 5.2.5]. 

En effet, (loc. cit.), le morphisme de [SGA 4] s'obtient par passage a 
la limite inductive suivant les familles qui couvrent S a partir des mor
phismes i;1 de (3.6.9 (4)), d'ou la conclusion par (3.6.10). 

Remarque 3.6.12. (Cobord en cohomologie de Cech.) Les isomorphis
mes du corollaire precedent munissent le couple (H0 , H1) d'une structure 
de b-foncteur limite aux degres O et 1. Les operateurs cobords ainsi 
obtenus s'explicitent immediatement a l'aide de (3.6.3 (ii)), car les i5 sont 
Jes inverses des j~ (3.6.4). En s'inspirant de [15] chap. II§ 5 n° 11, on 
verifie directement que la structure de b-foncteur dont les isomorphismes 
(3.6.5 (5)) munissent le couple (H0, H1) est la meme que celle obtenue par 
les isomorphismes de [SGA 4 V § 5.2.5]; on obtient ainsi une autre 
demonstration du corollaire precedent. 

3.7. Calculs galoisiens 

Ce qui suit est bien classique (cf. [28]); nous n'y revenons que pour 
faire le lien avec ce qui precede et fixer nos conventions quant aux 
cocycles et donnees de descente dans le cas galoisien. 
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Proposition 3.7.1. (Cohomologie des groupes.) Soient G un groupe 
appartenant a U, G le U-topos des ensembles appartenant a U ou G 
opere a gauche et A un groupe de G. On pose 

et on note H 1(G; A) 

le quotient Z1(G, A)/A, ou le groupe A opere par 

a. x b=b- 1 ·a.· s(b). 

(1) 

(2) 

(3) 

En associant a tout A-torseur a droite P de G muni d'un pEP le «1-
cocycle» (a.)EZ1(G, A) defini par 

s(p)= p · a., a.EA, sEG, (4) 

on definit une bijection 

(5) 

qui applique !'element unite sur la classe du cocycle unite a.= 1, SEG. 

La demonstration est laissee au lecteur. Grace a cet isomorphisme, 
on peut transcrire en termes de cocycles les constructions exposees ci
dessus. On retrouve celle de [28] que l'on consultera pour plus de details. 

3.7.1.1. On peut munir l'ensemble Z1(G, A) d'une structure de grou
poide note Z1(G, A) en decidant qu'une fleche m: a-> b, OU a et b sont 
deux cocycles, est un mEA tel que 

m·a.=b.·s(m), sEG, (6) 

et que la loi de composition est induite par la loi de composition de A. 
Par ailleurs, soit T(A) la categorie dont les objets sont les couples (P, p), 
ou Pest un A-torseur et ou pEP, les morphismes etant tousles morphis
mes des torseurs sous jacents. Bien entendu, T(A) est equivalente a 
Tors(G, A). De plus, on a un foncteur 

(7) 

dont l'action sur les objets est donnee par (4) et qui, a toute fleche m: 
(P, p)---> (Q, q) de T(A), associe la fleche m' definie par 

m(p)=q · m'. (8) 

II est immediat que (7) est une equivalence qui, par passage aux classes 
d'objets a isomorphisme pres, fournit la bijection (5). Nous utiliserons 
cette remarque plus bas. 
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Definition 3.7.2. (Sites a objets constants.) On dit qu'un U-site 
standard E admet des objets constants si, pour tout l EU, le faisceau 
associe au prefaisceau constant defini par l est representable. 

3.7.2.1. Tout U-topos admet des objets constants. Soit Eun site stan
dard qui admet des objets constants et soit e son objet final. Pour tout 
l EU, on notera 

le (ou encore l) (1) 

l'objet constant correspondant. 11 est muni d'une famille de morphismes 
s;: e-de, iEl, qui font de le une somme directe de l copies dee; ceci 
resulte de la definition du faisceau associe a un prefaisceau. Puisque la 
formation du faisceau associe commute a la localisation, les sites E1x, 
X EOb(E), admettent egalement des objets constants et l'on a 

(2) 

ou xu> est la somme directe de / copies de X. De plus, la somme directe 
xu> est disjointe et universelle (0 2.6.2) car il en est ainsi de son image 
dans le topos E. 

On a une reciproque: 

Proposition 3.7.3. Pour qu'un U-site standard E admette des objets 
constants, il faut et il suffit que, pour tout l EU et tout X EOb(E), la 
somme directe (s;: X -4X(1>), iEl, de l copies de X existe, soit disjointe 
et universelle (0 2.6.2) et que la famille des S; soit couvrante. 

3.7.3.1. On vient de voir que la condition est necessaire. Elle est 
suffisante car, par definition d'un faisceau, la famille {e(s;): e(X)-4 e(X(I))), 
i El, ou e: E -4 E est le foncteur habituel, sera une somme directe. En 
prenant pour X l'objet final de E, on en deduit que E admet des objets 
constants. 

3.7.3.2. La formule {3.7.2 (2)) montre que, pour tout l EU et tout 
couple (X, Y) d'objets de E, on a un isomorphisme canonique 

(Xx yp>:::cxu> x Y. (1) 

De plus, nous venons de voir que si E admet des objets constants, le 
foncteur e: E -4 E respecte les ob jets constants. 

Proposition 3.7.4. Soient E un site standard a objets constants, 
f: T -4 S une fleche de E et G un groupe operant a droite sur T par S-auto
morphismes. Les conditions suivantes sont equivalentes: 
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(i) Test un torseur sur S sous le Groupe constant G defini par G. 

(ii) Le morphisme f: T ~ S est couvrant et, pour tout en tier n ~ 0, 
les morphismes 

{idy,g1, ... ,gn): T~(T/St+ 1, (g1, ... ,gn)EGn, (1) 

font du produit fibre (T/St+ 1 une somme directe de Gn copies de T. 

3.7.4.1. Sous les conditions de l'enonce, on <lira que (T/S) est galoisien 
de groupe G. Example: E est le site etale du spectre d'un corps Ket T 
est le spectre d'une extension galoisienne finie de K de groupe de Galois G. 

3.7.4.2. La premiere condition est equivalente a la conjonction de 

(a) f: T ~ S est couvrant 
(b) pour tout entier n~ 1, le morphisme 

Tx Gn~(T/St+ 1 (2) 

(t, g1, ... , gn)H (t, t g1, ... , tgn) 

est un isomorphisme. 
En effet, par associativite du produit, la condition (b) est verifiee 

des que (2) est un isomorphisme pour n= 1 et l'on reconnait la definition 
d'un torseur. Or, d'apres (3.7.2 (2)), les morphismes 

(3) 

OU (gl' ... 'gn)E Gn font de TX Gn une somme directe de Gn copies de T, 
d'ou la conclusion. 

Proposition 3.7.5. Soient E un site standard a objets constants, 
f: T ~Sun objet galoisien de groupe Get Fun E-champ. Soit encore c 
un clivage de F (choix des images inverses). 

(i) Pour tout X E0b(E) et tout IE U, le produit 

FTxI~ TT Fr, Xvv->(s;*(x)), (1) 
iel 

des foncteurs image inverse attaches aux morphismes structuraux 
Si: X ~XX I= xu> est une equivalence de categories. 

(ii) Pour tout x 0 E0b(Fs), le groupe G opere a gauche sur A= Autr(x), 
ou x = f*(x0 ) est l'image inverse de x 0 par f: T ~ S. De plus, la categorie 
des donnees de descente sur X relatives a f: T ~ s est equivalente a la 
categorie Z1(G, A) de (3.7.1.1). 

(iii) Sous les conditions de (ii), soit C(x0 ) la sous-categorie pleine 
de F8 dont les objets sont les y0 E0b(F8) tels que f*(y0) soit T-isomorphe 
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ax= f*(x 0 ). On a une equivalence 

C(x0)~ Z1 (G, A) (2) 

obtenue en choisissant pour tout Yo E Ob ( C(x0)) un T-isomorphisme 
r: f*(x 0 ) ~ f*(y 0 ) et en attachant a Yo le cocycle 

(3) 

3.7.5.1. Puisque la famille {s;: X ~Ix} est couvrante et que cette 
somme directe est disjointe, le foncteur (1) est une equivalence d'apres 
[D 9.24] car F est un champ. Pour prouver (ii) et (iii) nous supposerons 
que le clivage est un scindage (on a transitivite vraie des foncteurs image 
inverse), le cas general etant laisse au lecteur. Pour tout SEG, on a un 
S-isomorphisme s: T ~ T defini par les operations de G sur T, d'ou un 
foncteur image inverse 

Pour tout objet (ou fleche) x de Fr, on posera 

•x=s*(x). 

(4) 

(5) 

Par transitivite des images inverse et puisque G opere a droite sur T, on a 

stx=·(1x), sEG, tEG, (6) 

car T~Fr est contravariant en T. Par transitivite de l'image inverse, 
pour tout x0 EOb(Fs) et tout sEG, on a f*(x 0 )=s* f*(x0 ) car G opere 
sur T par S-automorphismes; ceci s'ecrit 

•x=x, sEG, x= f*(x 0 ), x0 EOb(Fs), (7) 

d'ou l'on deduit que l'on fait operer Ga gauche sur A=Autr(x) par 
(s, u) f--4 8 U. Pour achever de prouver (ii), notons que, d'apres (3.7.4), les 
morphismes 

Po, Pi: Tx G=tT, p0 (t, g)=t, Pi(t, g)=tg, (8) 

s'interpretent comme les deux projections du produit fibre T x s T et, 
d'apres (i), les foncteurs image inverse correspondant s'ecrivent 

P6,Pt: Fr=t(Frt (9) 

(pt(x)).=x, (pt(x)).=•x, sEG. 

Par definition, une donnee de recollement [D 9.2] sur un objet x de Fr 
est un (T x sT)-isomorphisme pt(x) ~ Pt(x) et s'interprete done comme 
une famille de T-isomorphismes 

(10) 
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En interpretant grace a (3.7.4 (1)) les projections de T x sT x sT, on voit 
que pour que (10) soit une donnee de descente [D 9.2], il faut et il suffit 
que l'on ait SEG, tEG. (11) 

Si x=f*(x0 ), x0 EOb(Fs), on a •x=x et une donnee de descente sur x 
s'interprete comme un 1-cocycle (a.)EZ1 (G, A). On procede de meme 
pour les morphismes, ce qui prouve (ii). 

3.7.5.2. Prouvons(iii). Soit Youn objet de Fsmuni d'un T-isomorphisme 

D'apres [D 9.10], il lui correspond une donnee de descente naturelle 
sur x= f*(x0 ) qui est 

p~(r)- 1 pt(r), 

c'est-a-dire, d'apres (9), 

a.=r- 1 · •r. (12) 

Puisque F est un champ, on obtient ainsi une equivalence entre C(x0 ) 

et la categorie des donnees de descente sur x relatives a f: T-> S, ce 
qui prouve (iii) grace a (ii). 

Proposition 3.7.6. Soient E un U-site standard et f: T-> S un objet 
galoisien de groupe G. Pour tout faisceau de groupes A sur S, on a une 
equivalence de categories 

Tors(E;s, Af ~ Tors(G, A(T)), P ~P(T), (1) 

dont la source est la categorie des A-torseurs sur S dont la restriction 
a Test triviale et dont le but est la categorie des torseurs sous le groupe 
A(T) du topos G des G-ensembles a gauche. 

Puisque G opere a droite sur T par S-automorphismes, il opere a 
gauche sur X(T), pour tout faisceau d'ensembles X sur S. D'apres 
(3.7.1.1 (7)), le but de (1) s'interprete a equivalence pres comme la categorie 
Z1 (G, A(T)) des 1-cocycles de Ga valeurs dans A(T). La categorie fibree 
des torseurs est un champ; d'apres (3.7.5 (iii)), la source de (1) est done 
equivalente a Z1 (G, A(T)), car les translations a gauche identifient A(T) 
et le groupe AutT(AT) des T-automorphismes du A-torseur trivial AT 
sur T. On conclut en verifiant que le 1-cocycle (a.), sEG, attache par 
(3.7.5 (3)):'t unA-torseur P sur Smunid'un T-isomorphisme r: Ar-~-PIT 
est egal au cocycle attache par (3.7.1 (4)) au A(T)-torseur P(T) muni de 
l'image r(e)EP(T) de la section canonique e de AT par le morphisme r. 
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Pour cela, on note que as est caracterise par la condition que la translation 
a gauche L(as) verifie L(as) = r- 1 · sr, ce qui equivaut a r(L(as)(e))= sr(e). 
Puisque se = e, on a 

et par ailleurs, on a 
sr(e)=s(r(e)) 

r(L(as) (e)) = r(as) = r(e · as)= r(e) · as, 

d'ou s(r(e))=r(e) · as, ce qui donne la conclusion. 

Remarque 3.7.7. (G-objets tordus.) Soient Gun groupe (abstrait) et A 
un groupe du topos Ba des G-ensembles, c'est a dire un groupe sur lequel 
opere G. Soit encore Fun objet de Ba sur lequel A opere a gauche et 
soit P un A-torseur a droite de Ba. Soit encore pEP et soit (as)sea le 

cocycle correspondant. L'objet tordu PF=PtF defini au debut de ce 
chapitre n'est autre que !'ensemble sous-jacent a F muni des operations 
de G definies par 

S • f = as · S (f), SEG, jEF. (1) 

On verifie immediatement que l'on a bien defini un G-objet F' et, d'apres 
(2.3.6), pour verifier que F' = FP, il sufTit de construire un G-morphisme 
r: PxF~F' qui fasse de F' un quotient de PxF par A operant par 
(p',f) a=(p' a, a- 1 f), (p', a,f)EP x Ax F. Pour tout (p',f)EP x F, on 
definit aEA par p'=pa et on pose r(p',f)=a·J, d'ou la conclusion. On 
voit ainsi que l'objet tordu pP defini ici s'identifie a l'objet tordu aF 

attache par [28] p. 1-59, au cocycle a defini par le couple (P, p). 



Chapitre IV 

Liens et Gerbes. (Cohomologie de degre 2) 

Les conventions d'univers sont celles de (I 3.1.1). 
La Iettre E designe un LI-site appartenant il V. 

§ 1. Liens sur un site 

1.1. Le champ des liens 

1.1.1. Si deux objets X et Y d'une categorie sont isomorphes il existe 
un isomorphisme Aut(X)~Aut(Y), unique modulo composition avec 
un automorphisme interieur de Aut(X) ou de Aut(Y). Etant donne un 
site E, ceci nous conduit a introduire la categorie obtenue a partir de 
celle des faisceaux de groupes sur E en identifiant deux morphismes qui 
sont congrus modulo un automorphisme interieur. Bien entendu, il 
faut pouvoir «recoller» les objets ainsi obtenus, autrement <lit passer au 
champ associe que l'on appellera le champ des liens. Nous verrons 
ensuite comment certaines constructions habituelles pour les faisceaux 
de groupes se propagent aux liens. 

1.1.2. Pour tout faisceau de groupes G sur E, nous noterons 

Z(G) (resp. lnt(G)) (1) 

le centre de G (resp. le faisceau image de 

Int: G ~ Aut(G), Int(g)(g') = g g' g- 1). (2) 

On a un isomorphisme canonique 

G/Z(G)~ lnt(G). (3) 

Une section de lnt(G) sera appelee un automorphisme interieur. Parmi 
ceux-ci on prendra soin de distinguer ceux qui sont induits par une 
section de G. 

1.1.3. Pour tout couple (F, G) de faisceaux de groupcs sur E, nous 
noterons Hom (F, G) le faisceau des morphismes de faisceaux de groupes 
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de F dans Get 

Hex(F, G)=G\Hom(F, G)/F (1) 

le faisceau d'ensembles quotient, ou F et G operent par automorphismes 
interieurs. D'apres (III 3.1.1 (i bis)), on a des isomorphismes canoniques 

Hex(F, G)~ G\Hom(F, G)~ lnt(G)\Hom(F, G) (2) 

ou lnt(G) opere par composition des morphismes. L'image dans 
Hex(F, G) du faisceau lsom(F, G) des isomorphismes de faisceaux de 
groupes de F dans G sera notee 

lsex(F, G) 
et on posera 

Autex(F)= lsex(F, J;J, (Out(F)). 

1.1.4. Pour tout SEOb(E), designons par 

Ll(E) (S) 

la categorie dont les objets sont ceux de la categorie scindee 

FAGRSC(E)s 

(3) 

(4) 

(1) 

(2) 

des U-faisceaux de groupes sur E1s (II 3.4.1.1 (6)), !'ensemble des mor
phismes etant !'ensemble 

Hex(F, G)=H0 (E;s, Hex(F, G)) (3) 

des sections sur E1s du faisceau Hex(F, G) et dont la Joi de composition 
est definie par passage au quotient a partir de celle des morphismes de 
faisceaux, ce qui est permis par (1.1.3 (2)). 11 est immediat que les morphis
mes inversibles de F dans G sont Jes elements de 

Isex(F, G)=H0 (s, lsex(F, G)). (4) 

1.1.5. Si f: T ~ S est une fleche de E, la formation du quotient 
Hex(F, G) commute a la restriction de S a T ce qui permet de definir 
une E-categorie scindee 

LI(E). (1) 

Par construction, on a un morphisme de categories scindees 

FAGRSC(E)~LI(E) (2) 

de la categorie scindee des U-faisceaux de groupes sur E, (II 3.4.1.1 (6)) 
a valeurs dans LI (E). Celle-ci est un prechamp car, si F et G sont deux 
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objets de LI(E) (S), SEOb(E), le prefaisceau Homs(F, G) des S-mor
phismes de F dans G dans la categorie LI (E) s'identifie au faisceau 
Hex(F, G). Puisque LI(E) est un prechamp scinde, on obtient un champ 
associe 

LI(£)~ LIEN(£) 
en posant 

LIEN(£)= KS(LI(E)), cf. (II 2.2.6.1). 

En composant (2) et (3) on obtient un morphisme de champs scindes 

lien(£): FAGRSC(E)~ LIEN(£). 

Definition 1.1.6. Soit E un U-site. 

(3) 

(4) 

(5) 

(i) Le £-champ scinde LIEN (E) sera appele le champ des liens sur E, 
[ou, si besoin est, le champ des U-liens]. 

(ii) On appellera lien sur E une section cartesienne du champ des 
liens, c'est a dire un objet de la categorie des liens sur E, definie par 

Lien (E)= ¼!!!(LIEN (E)/E). (1) 

On notera encore lien (E) le foncteur 

lien(£): Fagr(E)~ Lien(£) (2) 

deduit du morphisme de champs lien(£), (1.1.5 (5)), par passage aux 
categories de sections cartesiennes et composition avec l'equivalence, 
(II 3.4.2 (i)), 

Fag r (E) ~ ~ (F AGRSC(E)/E). (3) 

(iii) Pour tout SE Ob (E), on appellera lien sur Sun ob jet de la categorie 
LIEN(E)s, fibre en S du champ des liens, elle-meme appelee categorie 
des liens sur S. 

1.1.6.1. On sous-entendra parfois E dans la notation. Comme toujours, 
si e est un objet final de E, on a une equivalence de categories 

Lien(£)~ LIEN(E)e- (4) 

1.1.6.2. (Changement d'univers.) Soit U' un univers contenant U. Par 
definition, FAGRSC(E)u est contenue dans FAGRSC(E)u· et, par 
fonctorialite de la construction du champ des liens (I 2.4.5) (II 2.2.2.2), 
on a un morphisme de champs 

LIEN (E)u ~ LIEN (E)u· (4) 
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tel que le diagramme 

F AGRSC(E)u--------> F ARGSC(E)u, 

lien(E) u l l lien(E)u, (5) 

LIEN (E)u--------> LIEN (E)u, 

soit commutatif a isomorphisme canonique pres. Par passage aux 
sections, on en deduit un foncteur 

Lien(E)u~ Lien(E)u'· (6) 

II est aise de demontrer que (4) (done (6)) est pleinement fidele et que 
l'image essentielle de (6) est formee des liens qui, localement, sont de la 
forme lien (E)u,(A) ou A est un U-faisceau de groupes. 

Proposition 1.1.7. Soit Eun U-site. 
(i) Le morphisme de champs lien (E) de ( 1.1.5 ( 5)) est couvrant (II 1.4.1 ). 
(ii) Pour tout SEOb(E) et tout couple (F, G) de faisceaux de groupes 

sur E1s, le morphisme induit par lien (E) sur les faisceaux de S-morphismes 

Hom(F, G)~ Hom(lien(F), lien(G)) 

fait du second un quotient G\Hom(F, G). 

(1) 

1.1.7.1. Puisque LI(E) est un prcchamp, le foncteur LI(E)~ LIEN(E), 
(1.1.5 (3)), est pleinement fidele, (II 2.1.3 (ii) et 1.4.5) et l'assertion (ii) 
resulte de la construction de LI (E). 

1.1.7.2. Pour prouver (i) ii reste a prouver que lien (E) est «localement 
surjectif sur les objets» (condition II 1.4.1 (ii)) car (1) est evidemment un 
epimorphisme. Or c'est le compose de LI (E) ~ LIEN (E) qui est bi
couvrant (II 2.1.3 (ii)) et de FAGRSC(E) ~ LI(E) qui est bijectif sur les 
objets, d'ou ce point. 

Corollaire 1.1.7.3. Soit A un faisceau de groupes et soit L=lien(A) 
le lien qu'il definit. On a un isomorphisme (1) de faisceaux de groupes 

Aut(L) ~ Out(A) (1) 

ou Out(A) est le quotient de Aut(A) par A operant par automorphismes 
interieurs. L'ensemble des liens localement isomorphes a lien (A) est 
isomorphe a 

H1(E, Out(A)). (2) 

Si B est un faisceau de groupes, pour que les liens lien (A) et lien (B) 
soient isomorphes ii faut et ii suffit qu'il existe un I nt(A)-torseur P tel 
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que B ~PA, ou I nt(A) est le quotient de A par son centre et ou PA est 
obtenu en tordant A par P grace aux operations de lnt(A) sur A definies 
par les automorphismes interieurs. 

La premiere assertion est un cas particulier de {1.1.7 (ii)). La seconde 
en resulte par (III 2.5.2). Prouvons la troisieme. La condition est suffisante; 
en effet, si P est un lnt(A)-torseur, on a un isomorphisme de liens 
lien (PA)~ Plien (A) d'apres (III 2.3.11) et un isomorphisme Plien (A)~ 
lien(A) car lnt(A) opere trivialement sur lien(A). Elle est necessaire, en 
effet, si u: lien(A)~lien(B) est un isomorphisme de liens, le faisceau 
P= lsomu(A, B) des isomorphismes de groupes qui induisent u est un 
torseur sous lnt(A) d'apres {1.1.7 (ii)). D'apres (III 2.3.2), ceci suffit a 
assurer que B s'obtient en tordant A par P. 

Corollaire 1.1.8. Soit E un U-site. Pour tout £-champ X le foncteur 
de composition 

CartE(lien, X): CartE(LIEN, X)~ CartE(FAGRSC, X) (1) 

est pleinement fidele. Son image essentielle est formee des morphismes 
de champs x: FAGRSC(E)~X qui transforment tout automorphisme 
interieur en une fleche identique. 

Puisque lien est couvrant, (1) est pleinement fidele (II 1.4.2). D'autre 
part, lien transforme tout automorphisme interieur en une fleche 
identique, car ii en est ainsi de FAG RSC~ LI. II reste a montrer qu'un 
morphisme de champs x: FAGRsc~x ayant la propriete de l'enonce 
se factorise par LIEN, a isomorphisme pres. Par construction de LI, ii 
se factorise par LI, done par le champ associe, c'est a dire LIEN. 

Corollaire 1.1.9. Soit E un U-site et soit x: FAG RSC~ X un mor
phisme de champs. Les conditions suivantes sont equivalentes: 

(i) ii existe une £-equivalence L: LIEN~ X telle que L. Lien soit 
E-isomorphe ax; 

(ii) x est couvrant et, pour tout SE Ob (E) et tout couple (F, G) de 
faisceaux de groupes sur S, le morphisme induit par x sur les faisceaux 
de S-morphismes 

Hom (F, G)~ Homs{x(F), x(G)) (1) 

fait du second un quotient G\Hom(F, G), {~Hex(F, G)). 

1.1.9.1. D'apres (1.1.8), sous les conditions de (i), L est unique a 
isomorphisme unique pres. Par (1.1.7), on sait que (i)=>(ii). Inversement, 
si on a (ii), x se factorise par LIEN d'apres (1.1.8) et LIEN~ X est 
bicouvrant d'apres (1.1.7), done une equivalence. 
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1.1.9.2. D'apres ce qui precede, on peut caracteriser le champ des 

liens a E-equivalence pres par les proprietes de (1.1.9) ou (1.1.8). Le lecteur 
constatera a l'usage que ce sont les seules que nous utiliserons, le choix 
que nous avons fait d'un champ scinde etant commode techniquement, 
sans plus. Dans certains cas, le corollaire precedent nous permettra de 
donner une description «geometrique» d'un champ equivalent au 
champ des liens, adaptee a la situation. 

Remarque 1.1.10. (Extension a£.) Avec le champ des liens il s'impose 
de considerer son extension a E 

LIEN (E) +, (I 3.2.2), (1) 

dont la fibre en PEOb(E) est, par definition, la categorie 

LIEN(E)t = CartE(EJP, LIEN(E))~!d!!!(LIEN(E)/P/E/P) (2) 

des sections cartesiennes de LIEN(E) au dessus de E1p. Un objet de (2) 
sera appele un lien sur P. Si P est representable par un SEOb(E), on 
retrouve a equivalence pres la categorie des liens sur S. Plus precisement, 
le foncteur « valeur en P » 

LIEN(E)t-4 LIEN(E)s, Lvv->L(idp), (P=ry(S)), (3) 

est une equivalence; de plus, celle-ci est compatible avec les foncteurs 
images inverses associes a une fleche f: T -4 S de E et a son image 17 (f): 
17(T)-417(S) dans E. En effet, comme pour tout £-champ (I 3.2.3), on a 
une £-equivalence 

LIEN (E) + x tE -4 LIEN (E) 

dont la restriction aux fibres en S n'est autre que (3). 

Remarque 1.1.11. (Extension a£.) Pour tout £-champ F, posons 

F*=F+xtE=i.(F+), (II3.3.3) 

d'ou un £-champ (pour la topologie canonique) 

LIEN(E)*. 

D'apres (II 3.4.13 (3)), on a une £-equivalence 

FAGRSC(E)~FAGRSC(E)*, 

d'ou, par composition avec le morphisme de champs 

lien (E)*: F AGRSC(E)* -4 LIEN (E)* 

(4) 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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deduit de (1.1.5 (5)) par (1), un morphisme de champs 

µ: FAGRSC(E)~ LIEN(E)*. (5) 

Celui-ci verifie les conditions de (1.1.9 (ii)), ce qui prouve l'existence d'une 
£-equivalence de champs 

v: LIEN (E) ~ LIEN (E)* 
et d'un isomorphisme 

l: µ ~ v · lien(£), 

(6) 

(7) 

le couple (v, l) etant unique a isomorphisme unique pres. Par passage aux 
fibres en l'objet final de E, on trouve une equivalence 

Lien(£)~ Lien(£) (8) 

et, d'apres (II 1.3.3), pour tout SEOb(E), on a une equivalence 

LIEN(E)8.~LIEN(E)8 , S'=e(S), (9) 

ou e: E ~ E est le foncteur habituel. 

Corollaire 1.1.12. Soient Eun U-site et PE Ob(£). On a une equivalence 
de champs sur E/P (pour la topologie induite (0 3.1.4)) 

LIEN (E/P) ~ LIEN (E)/P 

et une equivalence de categories 

Lien (E1p) ~ LIEN (E)t. 

(1) 

(2) 

1.1.12.1. La source de (1) est le champ des liens sur EJP, (1.1.6 (i)), et 
son but est le champ deduit de LIEN (E) par le changement de base 
E1p ~ E, (I 3.2.1 ). Autrement dit, un lien sur P s'interprete comme un 
lien sur E/P. 

1.1.12.2. Remarquons d'abord que l'on a un isomorphisme de champs 
scindes sur E/P 

FAGRSC(E/P)~ FAGRSC(E)JP, (II 3.4.2). (3) 

Or il est immediat que le morphisme de champs sur E/P 

lien(E)1p: FAGRSC(E)1p~ LIEN(E)1p (4) 

deduit de lien (E) par le changement de base E/P ~ E verifie les conditions 
de (1.1.9 (ii)), d'ou (3), puis (4) par passage aux fibres en l'objet final idp 
de E/P. En fait on peut montrer que LIEN(E1p) et LIEN(E)1p sont 
canoniquement isomorphes, mais cela n'a guere d'interet. 
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Terminologie 1.1.13. Soit f: T----+ S une fleche de E et soit L un lien 
sur S. Par analogie avec le cas des faisceaux, !'image inverse de L par f 
sera appelee la restriction de L a T; on la notera souvent LT ou If. De 
meme, si L est un lien sur E, autrement <lit une section cartesienne de 
LIEN(E), pour tout SEOb(E), on appellera restriction de La S la valeur 
de Len S, notee L(S) ou encore Ls. D'apres (1.1.10), celle-ci s'interprete 
egalement comme la restriction a E1s de la section cartesienne L, c'est a 
dire, (1.1.12), comme un lien sur E1s pour la topologie induite. Les compati
bilites desirables sont resumees par les morphismes de champs decrits 
ci-dessus. 

1.2. Proprietes locales des liens 

Definition 1.2.1. On appelle representant d'un lien L sur E un couple 
(A, a) ou A est un faisceau de groupes sur E et a: lien (A)~ L un 
isomorphisme de liens. On <lit qu'un lien L sur E est representable s'il 
existe un representant de L. De meme un representant d'un morphisme 
de liens f: L----+ M est un (A, a, g, B, b), ou (A, a) et (B, b) sont des represen
tants de Let M et ou g: A----+ B est un morphisme de faisceaux de groupes 
tel que b · lien (g)= f - lien (a). 

On notera qu'un morphisme de liens u: L----+ M peut n'etre pas 
representable meme si L et M le sont. En effet, si F et G sont deux fais
ceaux de groupes sur E, !'application 

Hom(F, G)----+ Hex(F, G):::::Hom(lien(F), lien(G)) 

induite par le foncteur lien (E) peut n'etre pas surjective car on sait 
seulement que 

Hom(F, G)----+ Hex(F, G) 

est un epimorphisme de faisceaux, (1.1.7). Bien entendu, la meme termino
logie est employee pour les diagrammes de la fibre LIEN (E)s en SEOb(E) 
du champ des liens. Ceci <lit, d'apres (1.1.7), tout lien est localement 

representable ainsi que tout morphisme de liens. 

Exemple 1.2.2. Prenons pour Ela categorie finale munie de la topolo
gie discrete. Un £-champ est simplement une categorie, le champ des 
faisceaux de groupes n'est autre que la categorie des groupes dont 
!'ensemble sous-jacent appartient a U a partir de laquelle on obtient le 
champ des liens en identifiant deux morphismes congrus modulo un 
automorphisme interieur. Soit D0 un diagramme de groupes: 

A ~ A ___.i.__, B ( D0 ) , 
idA ' 
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ou A est invariant dans B, ou i est !'inclusion et ou u est un automorphisme 
non interieur de A induit par un automorphisme interieur de B. Soit D 
l'image de D0 dans la categorie des liens. Les deux composes possibles 
sont egaux. L'on ne peut representer D par un diagramme verifiant la 
meme condition, car cela signifie que u est interieur. On notera au 
passage que lien (i) n'est pas un monomorphisme. 

Proposition 1.2.3. (Liens abeliens.) 
(i) Pour qu'un lien soit representable par un faisceau de groupes 

abeliens il faut et il suffit qu'il le soit localement. On dit alors qu'il est 
abelien. 

(ii) Soit F ABSC (E) le champ scinde des faisceaux de groupes abeliens 
sur E (II 3.4.1.1 (6)). La restriction 

FABSC(E)----+ LIEN(E) (1) 

du morphisme lien(E): FAGRSC(E)----+LIEN(E) induit une £-equi
valence entre FABSC(E) et le sous-champ plein LIAB(E) de LIEN(E) 
dont les objets sont Jes liens abeliens. 

11 est immediat que (1) est pleinement fidele, que LIAB(E) est un 
champ et que FABSC(E)----+ LIAB(E) est couvrant, d'ou (ii) puis (i). 

Proposition 1.2.4. (Lien unite.) Le lien represente par le groupe unite 
est un objet unite de Lien (E) (c'est a dire a la fois initial et final). 

Evidemment. On l'appelle lien unite et on le notera 1. Par abus de 
langage, si L et M sont deux liens, on notera 

L~M (1) 

le morphisme unite, compose du morphisme initial 1----+ Met du morphisme 
final L----+ 1. 

Remarque 1.2.5. (Oppose d'un lien.) En associant a tout faisceau de 
groupes G son oppose G0 , on definit un automorphisme de champs 

Op: FAGRSC(E)----+FAGRSC(E), Op(G)=G0 , (1) 

qui transforme tout automorphisme interieur en un automorphisme 
interieur, (car Op est l'identite sur les faisceaux d'ensembles sous-jacents). 
Done Op induit un automorphisme de champs LI (E)----+ LI (E), d'ou, par 
fonctorialite de (F/E).,,,.. KS(F), (1.1.5 (4)), (I 2.4.5) et (II 2.2.2), un auto
morphisme de champs 

Liop: LIEN(£)-+ LIEN(E) (2) 
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tel que 
Liop - lien(E)=lien(E) · Op, (3) 

(egalite de morphismes de champs). On appellera oppose d'un lien L et 
on notera L0 son image par le foncteur deduit de Liop par passage aux 
sections cartesiennes. De plus, on a un isomorphisme de morphisme de 
champs 

idFAGRSC(E) ~ Op (4) 

obtenu en associant a tout faisceau de groupes G l'isomorphisme G ~ G0 

defini sur les sections par x ~ x- 1 . D'ou, par (1.1.8), un isomorphisme 
canonique de morphismes de champs 

iduEN(E) ~ Liop (5) 

c'est a dire, pour tout lien L sur E un isomorphisme canonique («de 
s ymetrie ») 

(6) 

fonctoriel et compatible avec la localisation. 

Definition 1.2.6. Soit u: L~ Mun morphisme de liens. On <lira qu'il 
est injectif, ou surjectif, ou central, ou normal s'il existe un raffinement R 
de E et, pour tout SEOb(R), un representant u': A'~ B' de la restriction 
us de u a S, qui soit un monomorphisme de faisceaux de groupes, ou un 
epimorphisme, ou qui applique A' dans le centre de B' ou qui soit tel que 
u'(A') soit invariant dans B'. 

On notera que ces conditions sont stables par localisation et de 
nature locale car si u verifie l'une d'elles, tout representant u" de u verifie 
la condition correspondante pour les faisceaux de groupes. 

Proposition 1.2.6.1. Pour qu'un morphisme de faisceaux de groupes 
soit un epimorphisme (resp. monomorphisme) il faut et il suffit qu'il en 
soit de meme du morphisme de faisceaux d'ensembles sous-jacent. 

Seul le cas des epimorphismes presente quelque difficulte; par le 
raisonnement habituel, on voit qu'il suffit de traiter le cas des groupes 
ordinaires. On utilise l'astuce que voici, qui m'a ete communiquee par 
P. Gabriel mais dont l'auteur m'est inconnu. Montrons qu'un epi
morphisme de groupes i: H ~ G qui est injectif est un isomorphisme. 

Soit h un ensemble. On pose E=G/Hu{h}. On definit deux mor
phismes r, t: G=t Aut(E), parr(g)(p(x))= p(g x), ou xEG et oup: G ~ G/H 
est la projection, r(g)(h)=h, et t=srs, ou s est la permutation de E qui 
echange les elements h et p(e), ou e est l'element unite de G. Les restrictions 
de r et t a H sont egales, ce qui impose que H = G. 
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Proposition 1.2.7. Un morphisme de liens u: L--+ M 
(i) qui est injectif et surjectif est un isomorphisme, et reciproquement, 

(ii) qui est surjectif est un epimorphisme (et reciproquement (cf. 
(1.3.4))), 

(iii) qui est central est un monomorphisme si, et seulement si, ii est 
injectif. 

L'assertion (i) est evidente. Prouvons (ii). Soit L~ M ~ N un 
w 

diagramme de Lien(E) avec vu=wu et u surjectif. Puisque LIEN(E) est 
un champ, pour prouver que u = w on peut localiser et representer le 
diagramme ci-dessus par un diagramme de Fagr(E) A~ B ___!'.__. C, 

C 

a ceci pres que l'on est seulement assure de l'existence d'un automor-
phisme interieur I de C tel que I ca= b a. Puisque a est un epimorphisme, 
on en deduit I c=b, done v=w. Ceci prouve (ii), la reciproque etant 
assuree par (1.3.4). Par descente, on deduit (iii) du lemme suivant qui 
assure qu'un morphisme central dont la source et le but sont representables 
est uniquement representable. 

Lemme 1.2.8. Soient A et B deux faisceaux de groupes. L'application 
induite par lien (E) 

Hom(A, B)-Hom(lien(A), lien(B)) 

induit une bijection entre les sous-ensembles formes des morphismes 
centraux. 

Resulte de (1.1.7 (ii)). 

Remarque 1.2.9. L'exemple (1.2.2) montre qu'un morphisme injectif 
n'est pas en general un monomorphisme de liens car le foncteur lien ne 
transforme pas monomorphismes en monomorphismes. 11 en resulte que 
l'on ne sait rien sur les monomorphismes de liens, voir cependant (4.1.7). 

1.3. Quotients de liens 

Nous commern;ons l'etude des categories fibres du champ des liens 
par reference a celui des faisceaux de groupes. Le lecteur nous par
donnera d'omettre un sorite sur le recollement de solutions d'un «pro
bleme universel de nature locale», les enonces ci-dessous precisant 
suffisamment ce qu'il faut entendre par la. 

Proposition 1.3.1. 
(i) Le conoyau d'un morphisme de liens u: L--+ M [i.e. celui du 

couple L~ M, ou 1 est le morphisme unite, (1.2.4 (l))] existe. 
1 
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(ii) Un conoyau de u reste un conoyau apres localisation. 
(iii) Le foncteur lien: Fagr--+ Lien transforme un conoyau en un 

conoyau. 

Corollaire 1.3.2. Soit L~ M ~ N deux morphismes de liens. Les 
conditions suivantes sont equivalentes 

(i) v est un conoyau de u 
(ii) pour tout lien X le diagramme de faisceaux d'ensembles 

Hom (N, X) ~ Hom (M, X) ~ Hom (L, X) 
1 

est exact, ou v, u et 1 sont induits par la composition avec u, vet le morphis
me unite. 

1.3.3.1. Par passage aux sections, }'assertion (ii) du corollaire entraine 
(i). La reciproque resulte de l'assertion (ii) de la proposition. 

1.3.3.2. Prouvons ( 1.3.1 (iii)). Pour cela, considerons deux morphismes 
de faisceaux de groupes A~ B ~ C tels que b soit le conoyau de a 
et prouvons que leurs images 

u=lien(a), v=lien(b), L~M ~N, (1) 

verifient {1.3.2 (ii)). Cette condition est locale car les Hom sont des 
faisceaux et, dans Fagr, les conoyaux sont stables par localisation. On 
peut done supposer que X est represente par un faisceau de groupes G. 
II reste a prouver que la suite de faisceaux d'ensembles 

Hex(C, G)~ Hex(B, G)~ Hex(A, G) 
1 

(2) 

est exacte. On sait que b est un epimorphisme de faisceaux done v un 
epimorphisme de liens, done bun monomorphisme, {cf. 1.2.7 (ii)). De plus, 
si x E Hex (B, G) verifie x u = 1, tout representant x de x verifie x a= 1, car, 
tocalement, ii existe une section g de G avec Int(g) x a= 1. D'ou l'exacti
tude de (2). 

1.3.3.3. On en deduit. trivialement que le conoyau d'un morphisme 
representable existe et est stable par localisation. Prouvons maintenant 
l'assertion (i) de la proposition. Par definition, u: L--+ M est un morphisme 
de sections cartesiennes du champ des liens, LIEN (E). Soit R le raffine
ment de E tel que, pour tout SEOb(R), la valeur en S de u, u(S): L(S)--+ 
M(S) soit representable. Pour tout SEOb(R) choisissons un conoyau 
v(S): M(S)--+N(S) de u(S) {dans la fibre LIEN(E)8). Pour toute fleche 
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f: T----> S de R on a un diagramme commutatif 

L(S) ~ M (S) ~ N (S) 

L(f)i iM(f) (3) 

L( T) ~ M ( T) ~ N ( T) 

ou L(f) et M(f) sont cartesiens. Puisque u(S) est representable, l'image 
inverse de v(S) par f est un conoyau de u(T), d'ou un unique morphisme 
f-cartesien 

N(f): N(T)---->N(S) 

tel que N(f) v(T)=v(S)M(f). D'ou une section cartesienne N de 
LIEN(E) sur R et un morphisme v: MR---->N, dont on montre aisement 
que c'est un conoyau (dans la categorie CartE(R, LIEN(E))) de la restric
tion uR: LR----,MR de u a R. Puisque LIEN(E) est un champ, le foncteur 
restriction 

CartE(E, LIEN (E))----> CartE(R, LIEN (E)) 

est une equivalence, d'ou la conclusion, i.e. (1.3.1 (i)). Ce dernier argu
ment prouve egalement (1.3.1 (ii)) car on en deduit que vest un conoyau 
de u pourvu qu'il en soit ainsi localement. 

1.3.3.4. On remarquera que le conoyau d'un couple quelconque 
L__'~~---,M de morphismes de liens n'existe pas en general, cf. la fin de 

u 

(1.3.3.2). 

Corollaire 1.3.4. Soit u: L----> M un morphisme de liens. Les conditions 
suivantes sont equivalentes 

(i) u est un epimorphisme de liens 
(ii) u est localement un epimorphisme de liens 

(iii) u est surjectif. 
De plus, sous ces conditions, u est normal. 
Considerer le conoyau de u. 

Corollaire 1.3.5. Soient A un faisceau de groupes et u: L----> M, 
M = lien (A), un morphisme de liens. Le foncteur qui, a tout faisceau de 
groupes X, associe 

{xEHom(A, X)~lien(x) · u= 1} 

est representable (par un faisceau de groupes, evidemment). 

Le probleme est de nature locale et l'on peut supposer que u est repre
sente par un morphisme a: B----, A; auquel cas la condition lien (x) · u = 1 
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equivaut a x a= 1 ce qui prouve que le foncteur est representable par 
le conoyau de a. 

Corollaire 1.3.6. (Plus grand quotient abelien.) Soit L un lien. Le 
foncteur qui, a tout faisceau de groupes abeliens A, associe l'ensemble 

Hom(L, lien(A)) 

est representable (par un faisceau de groupes abeliens, evidemment). 

Meme demonstration (1.2.3) et (1.2.8); on peut egalement invoquer 
le corollaire ci-dessous. 

Corollaire 1.3.7. Soit L un lien. Supposons donnes un raffinement R 
de E et, pour tout SEOb(R) et tout representant (A, u: lien(A)~E) 
de la restriction de L a S, un sous-faisceau de groupes A 0 de A, de telle 
sorte que 

(i) pour tout SEOb(R) et tout isomorphisme i: (A, u)----+ (A', u') de 
representants de Ls on ait 

i(A0 )=A~, (1) 

(ii) pour toute fleche f: T----+ S de R et tout representant (A, u) de r, 
le sous-faisceau de groupes attache a la restriction (AT, uT) de (A, u) a T 
soit la restriction de celui attache a (A, u). 

Alors le foncteur qui, a tout lien X associe l'ensemble 

M(X) (2) 

des xEHom(L, X) tels que, pour tout SEOb(R) et tout representant 
(A, u) de Ls, le compose 

(3) 

soit le morphisme unite, est representable, (par un lien, evidemment). 

1.3.7.1. Bien entendu, le probleme est de nature locale et l'on peut 
supposer L representable, auquel cas le corollaire resulte aisement de 
(1.3.1 (iii)), car le quotient lien(A/A0 ), ou A represente L, convient 
evidemment, (noter que A 0 est invariant dans A d'apres (i)). 

1.3.7.2. Soit (S;);EI une famille d'objets de E engendrant le raffinement 
R et soit, pour tout iEI, un representant Ai de la restriction IJ de La S;. 
Les sous-faisceaux de groupes A~ attaches aux A; suffisent a determiner 
le foncteur (2) et done le lien qu'il represente. Nous laissons au lecteur 
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le soin de traduire Jes conditions (i) et (ii) en termes des A; et de leurs 
restrictions aux produits S; x Si et S; x Six Sk. 

1.4. Produits finis de liens 

Proposition 1.4.1. (i) Les produits finis existent dans la categorie des 
liens (et dans Jes fibres du champ des liens). 

(ii) Le foneteur restriction a un objet du site (1.1.13) commute aux 
produits finis. 

(iii) Le foncteur lien: Fagr--4 Lien commute aux produits finis. 

Commentaire 1.4.1.1. L'assertion (ii) montre que, si L et M sont des 
liens, pour tout lien X, Jes projections structurales du produit L x M 
definissent un isomorphisme de faisceaux 

Hom(X, L x M)~ Hom(X, L) x Hom(X, M). (1) 

Bien entendu, inversement, cette propriete caracterise le produit. Si 
(a, b)EHom(X, L) x Hom(X, M), on designera encore par 

(a,b): X--4LxM (2) 

le morphisme correspondant. Comme a l'ordinaire, si a: L--4 £ et 
b: M --4 M' sont des morphismes de liens, on designera par 

ax b: L x Af--4£ xM' 

le morphisme defini de maniere evidente. 

(3) 

1.4.1.2. Prouvons (iii). Soient F et G deux faisceaux de groupes, L 
et M Jes liens qu'ils representent et L x M le lien represente par le produit 
F x G. Nous devons prouver que, pour tout lien X, le morphisme (1) 
est un isomorphisme. Pour les faisceaux, le foncteur restriction a un 
objet du site commute aux produits finis. On peut done localiser et 
supposer X representable. II est immediat que (1) est un epimorphisme 
de faisceaux. Pour prouver que c'est un monomorphisme (done un 
isomorphisme) ii suflit de noter que si a, b: A =tF x G sont deux mor
phismes de faisceaux de groupes et s'il existe des sections f et g de F 
et G telles que 

Int(!)· pr1 · a=pr1 · b Int(g) · pr2 · a=pr2 · b 

on a trivialement Int (f, g) a= b. On en deduit (ii) pour des liens represen
tables, d'ou (i) et (ii) par deseente. 

1.4.1.3. II est immediat qu'un diagramme L~ P--4 M est un produit 
si, et seulement si, ii en est ainsi loealement. 
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Remarque 1.4.2. (L;);ei, J fini, est une famille de liens, par la propriete 
universelle on a des morphismes 

definis par 

inj;: L;- TTL;, 
iEl 

prj · inj;= 1 s1 i=t=j, pr;· inj;=idL,, 

(1) 

(2) 

ou 1 est le morphisme unite. Si L, M et X sont des liens, on a ainsi une 
application 

Hom(L x M, X)- Hom(L, X) x Hom(M, X) (3) 

mais elle n'est pas toujours injective, et la propriete habituelle pour les 

morphismes de groupes ne s' et end pas 
On a cependant un resultat partiel. 

Proposition 1.4.3. Soient u: L- X et v: M - X des morphismes de 
liens. Supposons que u soit central. 11 existe un unique morphisme de liens 

u+v: LxM-X 
tel que 

(u+v) · inj1 =u (u+v) · inj 2 =v. 

Si, de plus, u et v sont centraux il en est de meme de u + v. 

La preuve est immediate en localisant: utiliser (1.2.8). 

1.5. Centralisateur d'un morphisme de liens 

(1) 

(2) 

Definition 1.5.1. Soit u: L-M un morphisme de liens. On appelle 
centralisateur de u un representant du foncteur (contravariant) qui, a 
tout lien X, associe !'ensemble 

Cu(X)= {xEHom(L x X, M), x · inj1 =u}. (1) 

1.5.1.1. Un centralisateur de u est done uncouple ( Cu, cu), ou Cu est un 
lien et cu: L x Cu - Mun morphisme de liens, tel que, pour tout lien X, 
!'application 

c: Hom(X,Cu)-Hom(LxX,M), c(x)=cu·(idLxx), (2) 

induise une bijection 

(3) 

1.5.1.2. Bien entendu on a une application 

d: Cu(X)-Hom(X,M), d(x)=x-inj 2 , (4) 
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et d(x) «commute» au en un sens que le lecteur precisera. Mais cette 
application n'est pas injective en general (1.4.2). On se gardera done de 
croire qu'un morphisme X --4 Cu est defini par un morphisme X --4 M 
qui «commute au». De meme, Yu ne determine pas Cu, (1.5.2 (2)). 

Proposition 1.5.2. Soit u: L--4 M un morphisme de liens. 
(i) II existe un centralisateur (Cu, cu: L x Cu --4 M) de u. On a 

(1) 
et le morphisme 

(2) 
est injectif. 

(ii) Pour tout SEOb(E), la restriction de (Cu, cu) a S est un centrali
sateur de celle de u. 

(iii) Si a: A --4 B est un representant de u, si Ca est un centralisateur 
de a, (au sens des faisceaux de groupes), si 

(3) 

est l'injection canonique et si l'on pose 

(4) 
alors 

(5) 

est un centralisateur de u. 
(iv) Pour que (Cu, cu) soit un centralisateur de u il faut et ii suffit 

qu'il en soit ainsi localement. 

Par un raisonnement facile de descente, ii suffit de prouver (iii). Soit 
X un lien. Par passage aux faisceaux, }'application (1.5.1 (3)) fournit un 
morphisme de faisceaux 

(6) 

Nous devons prouver que c'est un isomorphisme. La question est 
locale, on peut done supposer que X est representable par un faisceau 
de groupes G. Prouvons que (6) est un monomorphisme. Cela resulte 
aisement de l'enonce suivant que nous allons prouver. Soient x, y: G =t Ca 
deux morphismes de faisceaux de groupes tels qu'il existe une section m 
de B avec 

lnt(m) ·Ca· (id AX x)=ca · (id AX y) (7) 
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alors il existe une section n de Ca telle que 

Int(n)-x=y. ~yea B 
AxG . AxC 1 tdA x X I a Ya 

G X ca 

201 

(8) 

Par composition avec inj 1 : A~A x G on deduit de (7) que Int(m) · a=a. 
Puisque Ca est le centralisateur de a, il en resulte !'existence d'une 
section n de Ca telle que m=ya(n). Par composition avec inj 2 : G ~Ax G, 
on en deduit 

lnt(ya(n)) ·Ya· X=Ya · Y, (9) 

d'ou la conclusion, car Ya est un monomorphisme de faisceaux de groupes. 
Prouvons maintenant que (6) est un epimorphisme de faisceaux. Soit 
x une section de Cu(X), nous devons prouver qu'elle appartient locale
ment a !'image de (6) et nous pouvons done supposer qu'elle est represen
table par un morphisme de faisceaux de groupes x: A x G ~ B tel qu'il 
existe une section m de B avec 

(10) 

En fait, Int(m) x represente aussi x et l'on peut supposer que x · inj1 =a. 
11 en resulte immediatement que x · inj 2 (inj 2 : G ~Ax G) centralise a 
done qu'il existe un morphisme 

(11) 

tel que Ya· x = x · inj 2 • Puisque x et a commutent on en deduit que 
X =a +(Ya. x)=ca. (id AX x), d'ou la conclusion. 

Corollaire 1.5.3. (Centre d'un lien.) Soit L un lien. 

(i) Le foncteur qui, a tout lien X associe !'ensemble C L(X) des morphis
mes centraux de X dans L est representable. 

(ii) Soit (CL, yL: CL ~L) un representant du foncteur CL(X). Le lien 
CL est abelien et le morphisme YL est injectif et central. De plus, si on pose 

(1) 

(ce que (1.4.3) autorise), le couple (CL, cL) est un centralisateur du mor
phisme identique de L. 

(iii) Si L est represente par un faisceau de groupes G, le centre de G 
represente CL. 
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1.5.3.1. Ce corollaire peut se demontrer directement mais on le 
deduit immediatement de la proposition precedente en considerant le 
centralisateur (CL, cL) de idL, en posant 

(2) 

et en utilisant (1.4.3). 

1.5.3.2. Sous les conditions de (ii), on <lit que (CL, cd est le centre 
de L. D'apres (1.2.3), «c'est» un faisceau de groupes abeliens. Plus 
precisement, le foncteur qui, a tout faisceau de groupes abeliens A, 
associe !'ensemble CL(lien (A)) des morphismes centraux lien (A)--4 L 
est representable par un faisceau de groupes abeliens Ci et l'on a un 
isomorphisme canonique lien (Ci)~ CL. 

Corollaire 1.5.4. (Fonctorialite du centralisateur.) Soient L~ 
M ~ N des morphismes de liens et soient respectivement (Cu, cu), 
( Cv, Cv) et ( Cvu, Cvu) des centralisateurs de u, V et Vu. 

(i) Par la propriete universelle de Cvu, le compose 

(1) 

determine un morphisme de liens 

(2) 

(ii) On a un diagramme commutatif 

(3) 

OU l'on a pose 

(4) 

De plus, j est injectif. 

La preuve est evidente. Si u et V sont representes, on decrit aisement 
le diagramme qui represente (3). Notons que pour tout morphisme de 
liens u: L--4M on a un diagramme commutatif 

(5) 
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ou l (resp. m) est l'analogue de i (resp.j) pour le compose u · idL (resp. 
idM · U). 

Corollaire 1.5.5. Soit u: L-M un morphisme de liens. 
(i) Les conditions suivantes sont equivalentes 
(a) u est central 
(b) Yu: Cu-M est un isomorphisme 
(c) (M, pr 2: L x M -M) est un centralisateur de u. 
(ii) Siu est normal ii en est de meme de Yu: Cu-M 
(iii) Si u est un epimorphisme (i.e. surjectif), pour tout morphisme 

de liens v: M -N le morphisme Cv- Cvu est un isomorphisme et, en 
particulier, CM - Cu est un isomorphisme. 

La demonstration est laissee au lecteur. 

Remarque 1.5.6. On dira qu'un morphisme de liens u: L-M respecte 
les centres s'il existe un morphisme v: CL - CM tel que YM · v=u · YL, 
(1.5.3). On notera que v est necessairement unique car YM est un mono
morphisme (1.2.7); on dira que v est le morphisme induit par u sur les 
centres. 

Lemme 1.5.7. Soit u: L- M un morphisme de liens, soit (Cu, cu: 
L x Cu - M) le centralisateur de u, soit x: X - Cu un morphisme de 
liens et soit enfin 

(1) 

le morphisme correspondant a X par la propriete universelle de Cu. On 
a un isomorphisme 

(2) 
caracterise par 

(3) 

ou ( c., c.) et ( Cx, ex} sont les centralisateurs des et x. 

1.5.7.1. Ce lemme n'est que la generalisation aux liens de la formule 
ca+b=Cancb, OU a+b: AxB-D est un morphisme de groupes 
(ordinaires), ou Ca et Cb sont les centralisateurs de a: A-D et b: B-D 
et ou Ca+b est le centralisateur de a+b. 

1.5.7.2. Par definition, Cx represente le foncteur qui, a tout lien V 
assoc1e 

(4) 
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Par la propriete universelle de Cu, on a un isomorphisme de foncteurs 
en V 

(5) 

OU l'on a pose 

c:(V)= {w: L x Xx v~M, w · injL=U, w · injLx x=s}. (6) 

En effet, la seconde condition 9e (6) traduit la condition de (4) comme 
on voit immediatement. Or il est immediat que la premiere condition 
de (6) resulte de la seconde done c: est egal au foncteur represente par 
c •. D'ou !'existence de l'isomorphisme i qui verifie (3) d'apres (5). Enfin 
(3) caracterise i d'apres la propriete universelle de c •. 

1.6. Le produit contracte L f M de deux liens 

Definition 1.6.1. Soient u: C ~ L et v: C ~ M deux morphismes de 
liens. On appelle produit contracte et l'on note L f M le conoyau du 
couple 

(u, 1), (1, v): C=!L x M, (1) 

ou 1 designe le morphisme unite et L x M le produit. 

1.6.1.1. Le conoyau d'un couple n'existe pas toujours. Pourtant, si 
l'on suppose que v est central il est immediat que le conoyau de (1) est 
egal a celui du morphisme 

(u,v- 1): c~LxM, (2) 

ou v- 1 est defini par reference au cas des faisceaux (ou l'on pose v- 1(x)= 
v(x)- 1). Le produit contracte existe done si v (ou u) est central. 

1.6.1.2. Bien entendu, la notation L f M est abusive car le conoyau 
comporte egalement la donnee d'un morphisme 

n: LxM~Ll-M. (3) 

Si v est central, pour tout morphisme de liens x: L x M ~ X tel que 

x(u, v- 1)= 1, il existe un unique morphisme y: L 1-M ~x tel que yn=x. 

1.6.1.3. Bien entendu, si v est central, le produit contracte est stable 
par localisation, car il en est ainsi du produit et du conoyau. De plus, 
si a: Z ~A et b: Z ~B sont des morphismes de faisceaux de groupes 
representant u et v on a un isomorphisme canonique 

lien(A ~ B)~L 1-M, (4) 



§ 1. Liens sur un site 205 

en definissant de maniere analogue le produit contracte A X B pour des 
faisceaux de groupes. On se gardera de croire que le produit contracte soit 
une somme amalgamee. Ceci est pourtant vrai si L, M et C sont des 
liens abeliens. 

Exemple 1.6.2. Soit u: C----+ L un morphisme de liens central. Le mor
phisme u + idL: C x L----+ L induit un isomorphisme 

(1) 

ou le produit contracte est relatif au couple (idc, u). 
Puisque u est central, le morphisme u + idL existe, (cf. 1.4.3) et il suffit 

de prouver que c'est un conoyau de (idc, u- 1): C----+ C x L, ce qui est 
trivial par reduction au cas des faisceaux. 

Proposition 1.6.3. Soient u: C----+ L et v: C----+ M deux morphismes de 
liens. 

(i) Si u et v sont centraux, (u, v- 1): C----+ L x M. est normal. La reci
proque est vraie si u et v sont injectifs. 

(ii) Si u ou v est central, la symetrie L x M ~M x L induit un iso
morphisme 

L<j.._M~M<j.._L_ (1) 

(iii) Si v est central et si w: C----+ N est un morphisme de liens, on a un 
isomorphisme canonique 

C C C C 
(LAM)/\N~LA(M AN) (2) 

OU le compose 

C ~ L x M ~ L <j.._ M [ resp. C ~ M x N ~ M <;.._ NJ 

sert a definir le premier (resp. second) produit. 

Bien entendu, (i) est locale et se prouve pour des morphismes de 
faisceaux de groupes. (ii) resulte du fait que L <;.._ M est le conoyau du 
couple (1.6.1 (1)). Quant a (iii), il suffit de prouver que les deux termes de 
(3) s'identifient a la limite inductive du diagramme 

(u, 1, 1), (1, v, 1), (1, 1, w): C=tL x M x N. 

Proposition 1.6.4. Soit un diagramme commutatif de morphismes de 
liens 

(1) 
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tel que a et b soient centraux et injectifs et tel que le produit contracte 
r, ~ M' existe et reste un produit contracte apres localisation (par exemple 
a' ou b' est central). Le morphisme naturel 

(2) 

est un isomorphisme, ou w: r, ~ M' ~ L X M est le morphisme deduit de 
u xv: I!, x M' ~ L x M et ou Cu, Cv et Cw sont les centralisateurs de u, v 
et w. 

1.6.4.1. Soient p: L x M ~ L X M et p': I!, x M' ~I!,~ M' les projec
tions naturelles. Le morphisme w est defini par 

w-p'=p·(uxv). (3) 

Si l'on note t le compose (3), on a des morphismes 

(4) 

celui de gauche etant induit par pet celui de droite par p', (1.5.4 (ii)); ce 
demier est un isomorphisme car p' est surjectif. Par ailleurs, on a un iso
morphisme evident cu X CV~ Cu Xv• d'ou un morphisme canonique 

(5) 

Puisque a et b sont centraux, on a des morphismes centraux 

(6) 

et il reste a demontrer que (5) est le conoyau du morphisme 

(7) 

1.6.4.2. D'apres (1.3.1) et (1.5.2), on peut localiser, representer (1) par 
un diagramme commutatif de Groupes (note de la meme fa~on), tel que 
a et b soient des monomorphismes centraux et il reste a montrer que le 
morphisme de Groupes (5) est un conoyau du morphisme de Groupes (7), 
OU l'on a note de la meme fa~on les constructions precedentes effectuees 
dans la categorie des Groupes. 11 est immediat que le noyau de (5) est (7) 
et il suffit de prouver que (5) est un epimorphisme. 

Soit s une section de Cw c L X M. Puisque p est un epimorphisme, il 
existe localement une section (x, y) de L x M telle que p(x, y) = s. Montrons 
que x appartient necessairement a Cu. Pour toute section (x', 1) de r, x M', 
on doit avoir 

p(x u(x') x- 1 u(x')- 1, 1)= 1 (dans L X M), 
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done ii existe une section c de C telle que 

b(c)= 1 et a(c)=xu(x') x- 1 u(x')- 1 ; 

puisque b est un monomorphisme, on a c = 1, done x est une section de Cu 
et, par symetrie, yest une section de C". D'ou la conclusion. 

Remarque 1.6.5. La derniere partie de la demonstration prouve que, 
si v est central, on peut abandonner l'hypothese que a est injectif. 

Corollaire 1.6.6. Soient a: C - L et b: C - M deux morphismes de 
liens. Supposons les centraux et soient a': C - CL et b': C - CM leurs 
factorisations naturelles par les centres de Let M. 

(i) Si b est injectif, le compose 

L~ L x M ~ L X M, (1) 

ou p est la projection, est injectif et son centralisateur est CL X M. 

(ii) Le morphisme naturel 
C C 

CL/\ CM-LAM (2) 

est central. Si a et b sont injectifs, ii induit un isomorphisme entre 
C C 

CL I\ CM et le centre de LAM. 

II est immediat que (1) est injectif; par ailleurs, ii s'identifie au mor

phisme L X c-L X M grace a l'isomorphisme L,:::,L X C de (1.6.2), d'ou 
l'on deduit (i) par (1.6.5). De meme, (ii) resulte immediatement de (1.6.6). 
On notera que (ii) signifie que le centre d'un produit contracte est le 
produit contracte des centres. L'hypothese que a et b sont injectifs est 

alors essentielle car, si M=l et si C=CL, on trouve LXM=L/C et 

CL X CM= 1, mais L/C peut avoir un centre non trivial. 

§ 2. Gerbes liees 

2.1. Operations d'un lien sur un champ 

2.1.1. Soit Fun E-champ verifiant (U- P), c'est a dire dont les fibres 
sont des LI-categories. En composant les morphismes de champs 
(II 3.5.2 (4)) et (1.1.5 (5)) 

Fear!- FAGRSC(E) lien(E) LIEN(E) 

on obtient un morphisme de champs 

liau(F): par1 -LIEN(E) (1) 
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qui, a tout objet x de F de projection SEOb(E), associe 

liau (F)(x)= lien (Aut8 (x)), (2) 

c'est a dire le lien represente par le faisceau des S-automorphismes de x, 
et a tout S-isomorphisme m: x~ y de F, SEOb(E), le morphisme 

liau (F)(m) = lien (Int(m)), (II 3.5.2 (3)). (3) 

Par definition du champ des liens, si m, n: x =t y sont deux S-isomorphis
mes de F, on a 

liau (F)(m) = liau (F)(n), (4) 

car le foncteur lien transforme tout automorphisme interieur en une 
fleche identique. 

2.1.2. Soit m: F ~Gun morphisme de champs. On a un morphisme 
de morphismes de champs 

liau(m): liau(F)~liau(G). mcari, (1) 

OU mcart: pearl~ Gcart est le morphisme induit par m sur les champs de 
groupoides sous-jacents et ou 

liau(m)=lien(E)*AUT(m) (II 3.5.3(2)). (2) 

Pour tout xE0b(F8), SEOb(E), le foncteur m induit un morphisme de 
faisceaux de groupes 

(3) 

et, par definition de (1), le morphisme liau (m)(x) est le morphisme de liens 
represente par µx: 

mx=lien(µx), mx: lien(Aut8 (x))~lien(Aut8 (m(x))). (4) 

2.1.3. Soit encore P un objet de E. D'apres (II 3.2.7) on sait que 
f';p,::;:,F x EE/Pest un champ sur E/P pour la topologie induite (0 3.1.4) et 
l'on a done un morphisme de champs sur E1p 

(1) 

Par ailleurs, par le changement de base E/P ~ E, le morphisme (2.1.1 (1)) 
definit un morphisme 

liau (F)1p: f';p ~ LIEN(E)/P (2) 

et enfin, d'apres (1.1.12), on a une (E/P)-equivalence 

p: LIEN(E1p)~ LIEN(E)1p. (3) 
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Ceci <lit, on a un isomorphisme canonique 

<p: p - liau (F/P)-+ liau (F)1p (4) 

qui exprime savamment les proprietes de compatibilite de la formule 
banale 

(I 2.6.2.1 (5)), (5) 

ou xf est l'image inverse par une fleche f: T-+ S de E d'un obj et x de Fs. 

Definition 2.1.4. Soient F un £-champ dont les fibres sont des U
categories et L un lien sur E, c'est a dire une section cartesienne L: 
E-+ LIEN (E) du champ des liens. U ne action de L sur Fest un morphisme 
de morphismes de champs 

a: L·J-+liau(F), ou f: pcart-+E (1) 

est la projection 
part liau(F) LIEN(£) 

~J 
E 

(1 bis) 

2.1.4.1. On <lira aussi que L opere sur F si l'on s'est donne une action 
de L sur F. Si l'on veut preciser, on <lira que (L, a) est un lien operant 
sur F ou encore que (L, a, F) est un champ a lien d'operateurs. Cette 
definition ne fait intervenir que le champ de groupoi:des part sous
jacent a F. 

2.1.4.2. Par definition, a est un E-morphisme de E-foncteurs (I 1.1.1), 
autrement <lit une famille 

a(x): L(S)-+lien(Aut5 (x)), XEOb(F5), SEOb(E), (2) 

de morphismes de liens sur S verifiant des conditions evidentes de 
compatibilite avec la restriction a un ouvert et avec la composition des 
morphismes. 

2.1.4.3. (Action induite.) Soit (L, a, F) un champ a lien d'operateurs et 
soit u: I',-+ L un morphisme de liens sur E. On appelle action induite 
par a et u le morphisme 

b=a·(u*f), b: E·J-+liau(F), (3) 

(cf. (2.1.4 (1 bis))). Done b est l'action telle que, pour tout xEOb(F5), 

SEOb(E), b(x) soit le compose 

L( S) ~ L( S) ~ li au ( F)( x) . ( 4) 
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Definition 2.1.5. Soient (L, a, F) et (M, b, G) des champs a lien d'opera
teurs. Soient encore m: F--+ Gun morphisme de £-champs et u: L--+ M 
un morphisme de liens sur E. On <lira que m et u sont compatibles (ou 
que m est un u-morphisme, ou que (u, m) est un morphisme de ch~mps a 
lien d'operateurs) si l'on a 

liau (m). a= (b * mcart)(u * f) 

avec les notations de (2.1.2 (1)). 

(1) 

2.1.5.1. Par definition, (1) signifie que, pour tout SEOb(E) et tout 
xEOb(F8), le carre 

lien (Aut8 (x)) lien(µx) lien (Aut8 (m(x))) 

a(x) r r b(m(x)) (2) 

L(S)~u-(s)------+M(S) 

est commutatif, autrement <lit que u(S) est compatible avec le morphisme 
de liens mx, (cf. 2.1.2 (4)) represente par le morphisme Aut8 (x)--+ 
Aut8 (m(x)) induit par m. 

2.1.5.2. On notera que si n: F--+ G est un morphisme de champs 
isomorphe a m et si m est compatible avec u il en est de meme de n. En 
effet, si i: m ~ n est un isomorphisme, pour tout S EOb(E) et tout 
xEOb(Fs), l'isomorphisme 

J(x): Aut8 (m(x))--+ Aut8 (n(x)), J(x)=lnt(i(x)), (3) 
verifie 

lien(J(x)) · mx=nx, (2.1.2 (4)), (4) 

car i est un morphisme de morphismes de champs, et 

lien(J(x)) · b(m(x))=b(n(x)) (5) 

car best un morphisme de morphismes de champs. D'ou la conclusion 
en se reportant a (2). 

2.1.6.1. (Localisation.) Soit P un objet de E. Soit (L, a, F) un champ a 
lien d'operateurs sur E. Par le changement de base 

on obtient un triple (LfP, afP, F/P) dans lequel F/P est un champ sur EfP, 
cependant que L 1p est une section de LIEN(E);p sur E1p et s'interprete 
comme un lien sur le site E1p d'apres (1.1.12). En vertu de (2.1.3), a/P 
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s'interprete comme une action de L1p sur fip. On dira que (LfP, afP, fip) 
est le champ a operateurs obtenu par restriction a P. Par transitivite du 
changement de base, on a transitivite de la restriction. 

2.1.6.2. Pour preciser l'abus de langage, disons que LIP n'est pas un 
lien sur le site E/P mais il existe un lien Lp sur E1p et un isomorphisme 
ip: L!P--4 p(Lp), (pour p, cf. 2.1.3 (3)). Puisque p est une equivalence, il 
existe une unique action 

ap: Lp · fip--4 liau (fip) 

ou fip: fip--4 E/P est la projection, telle que 

<p • (p * ap) · (ip * fip) = a!P 

ou <p est l'isomorphisme de (2.1.3 (4)). 

(1) 

(2) 

2.1.6.3. Soit encore (u, m): (L, a, F)--4 (M, b, G) un morphisme de 
champs a operateurs sur E. Le couple (ufP, m/P) deduit de (u, m) par 
restriction a P (i.e. par le changement de base E/P --4 E) est un morphisme 
de champs a operateurs sur le site E!P. En effet, la formule deduite de 
(2.1.5 (1)) par le changement de base E1p--4 E donne la conclusion car 
le morphisme liau(m)/P s'identifie a liau (m1p) par l'isomorphisme <p de 
(2.1.3 (4)) et !'analogue y relatif a G. 

2.1.6.4. Soient (L, a, F) et (M, a, G) deux champs a operateurs. Soient 
encore m: F --4 G un morphisme de champs et u: L--4 M un morphisme 
de liens. L'egalite (2.1.5 (1)) qui exprime que m est compatible avec u 
est l'egalite de deux morphismes dans le champ CART(F, LIEN(E)). 

C'est done une condition locale. Done, pour que m et u soient compa
tibles ii faut et ii sujfit qu'il en soit ainsi localement, c'est a dire qu'il existe 
une famille (S;) d'objets de E engendrant un raffinement telle que Jes 
restrictions de m et u a chacun des S; soient compatibles. 

Definition 2.1.7. (Oppose d'un champ a lien d'operateurs.) 
Soit (L, a, F) un champ a operateurs et soit 

i: L0 ~ L (1) 

l'isomorphisme de (1.2.5 (6)), ou L0 est !'oppose du lien L. On appelle 
oppose de (L, a, F) le champ a lien d'operateurs (L0 , a', F) ou 

(2) 

est !'action induite par a et i. 
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2.1.7.1. Supposons que F soit un champ de groupoi:des scinde. En 
l'interpretant comme un prefaisceau de categories, on definit de maniere 
evidente son oppose F 0 , dont les fibres sont les opposees de celles de F, 
et un isomorphisme de champs scindes 

I: po---+ F, (3) 

qui est l'identite sur les objets et qui, a tout morphisme d'une fibre, 
associe son inverse. 11 est immediat qu'il existe une unique action de 
L0 sur F0 , soit a0 , telle que (i, /): (L0 , a0 , F 0 )---+ (L0 , a', F) soit un morphisme 
(done un isomorphisme) de champs a lien d'operateur. 

2.1.7.2. Si L est un lien abelien, done uniquement representable par 
un faisceau abelien A, il existe un isomorphisme canonique de champs a 
lien d'operateurs 

(j, idF): (L0 , a', F)---+(L, a", F) 

ou a" est l'action de L sur F induite par a et l'automorphisme de symetrie 
s: L---+ L ( ou s est represente par l'automorphisme x ~ - x de A). En effet, 
A est egal a son oppose, d'ou un isomorphisme canonique j: L0 ---+ L qui 
verifie j i = s, d'ou la conclusion, par transitivite de l'action induite. 

2.2. Lien d'une gerbe 

Proposition 2.2.1. Soit F une E-gerbe dont les fibres sont des U-cate
gories. 

(i) Soit (L, a) un lien operant sur F. Les conditions suivantes sont 
eq ui val en tes 

(a) a est un isomorphisme 
(b) pour tout lien I', sur E et toute action b de I', sur F, il existe un 

unique morphisme de liens u: L'---+ L tel que b soit l'action induite (2.1.4.3) 
par a et u. 

(ii) 11 existe un lien (L, a) operant sur F et verifiant les conditions de (i). 

Definition 2.2.2. On appelle lien d'une gerbe F un lien operant sur F 

et verifiant les conditions de (2.2.1 (i)). 

2.2.2.1. Malgre une formulation desuete on aura remarque que 
(2.2.1 (i)(b)) caracterise le lien d'une gerbe par une propriete universelle. 

Par abus de langage, si (L, a) est le lien d'une gerbe Fon sous-entendra 
souvent a et on <lira que L lie F ou que Fest liee par L. Inversement, si L 

est un lien sur E, on appellera L-gerbe uncouple (F, a) tel que F soit une 
gerbe et (L, a) le lien de F. 
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2.2.2.2. Le lien d'une gerbe F s'explicite d'apres (2.1.4.2) comme un 
lien L et une famille d'isomorphismes de liens sur S 

a(x): L(S)~lien(Aut5 (x)), xEOb(F5), SEOb(E), (1) 

(qui font done de Aut5 (x) un representant de la restriction de La S), cette 
famille etant assujettie a etre «compatible» avec la restriction et aussi 
a la condition que, si i: X--4 yest un S-isomorphisme de F, le morphisme 
de faisceaux de groupes 

Int(i): Aut5 (x)--4 Aut5 (y) 

represente le morphisme identique de L(S). 

2.2.2.3. Prouvons la proposition. Puisque F est une gerbe, la projection 
f: F--4 E est couvrante (comme morphisme de £-champs (II 1.4.1)). 
D'apres (II 1.4.2), !'application 

Hom(l.'., L)--4 Hom(.l.'.f, Lf), uH u * f, (2) 

est done bijective. Ceci prouve que (a)= (b) puisque l'on impose b= 
a· (u * f). Montrons que, pour toute gerbe F, il existe un lien L et un 
isomorphisme 

(3) 

On en deduira trivialement (ii); et aussi que (b) = (a), puisque (b) deter
mine La isomorphisme unique pres. Soit I la categorie image de liau (F). 
11 est immediat que c'est une sous-categorie fibree de LIEN (E) et que le 
foncteur induit par liau (F) 

.l.'.: F--41 

est cartesien. Par ailleurs, la projection J --4 E est un morphisme bi
couvrant (II 1.4.1), comme il resulte trivialement du fait que F --4 E est 
couvrant et de (2.1.1 (4)). D'apres (II 2.1.3 (ii)), E est done le champ associe 
a J et, par la «propriete universelle», il existe une section cartesienne 
L0 : E --4 I de I et un isomorphisme a0 : L 0 f ~ .l.'.. D'ou la conclusion, 
en posant L = i L 0 et a= i * a0 , ou i: J --4 LIEN (E) est !'inclusion. 

Corollaire 2.2.3. Soient m: F --4 G un morphisme de gerbes et (L, a) 
(resp. (M, b)) le lien de F (resp. de G). 11 existe un unique morphisme de 
liens u: L--4 M tel que m soit un u-morphisme (2.1.5). 

2.2.3.1. On dira egalement que m est lie par u. Par definition, u doit 
verifier 

liau (m) · a=(b * m)(u * f), f: F--4E. (1) 

Cette condition determine (u * f) car best un isomorphisme, done aussi 
b * m. Par ailleurs f est couvrant, done u * f determine u (cf. 2.2.2.3 (2)). 
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2.2.3.2. Par la propriete universelle du lien d'une gerbe (2.2.1 (b)), le 
corollaire signifie egalement que si (L, a) est un lien operant sur une 
gerbe F, tout morphisme de gerbes m: F ~ G permet de faire operer L 
sur G, le morphisme 

b: Lg~liau(G), (g: G~E), 

etant caracterise par 
b *m=liau(m) · a. 

Sous cette forme, l'enonce du corollaire garde un sens mais devient faux 
si F et G sont des champs (mais non necessairement des gerbes). 

2.2.3.3. Pour qu'un morphisme de gerbes m: F ~ G soit lie par un 
morphisme de liens u: L~M, ii faut et ii suffit que, pour tout SEOb(E) 
et tout xEOb(F8), le morphisme de faisceaux de groupes 

Aut8 (x)~ Aut8 (m(x)) (1) 

represente la restriction de u a S, compte tenu des isomorphismes de 
(2.2.2.2), cf. (2.1.5.1 (2)). 

Proposition 2.2.3.4. (Gerbes abeliennes.) Soit G une E-gerbe telle que, 
pour tout SEOb(E) et tout xEOb(G8), le groupe Aut8 (x) soit commutatif. 
Alors le lien de Gest abelien (1.2.3). De plus, pour tout faisceau de groupes 
abeliens A sur Eon a une bijection entre l'ensemble des actions de lien (A) 
sur G (2.1.4) et l'ensemble des families de morphismes de groupes 

a(x): A(S)~Aut8 (x), SEOb(E), xEOb(G8 ) (1) 
telles que 

(i) pour tout SEOb(E) et tout S-morphisme m: x~ yon ait 

Int(m) · a(x)=a(y), ou Int(m)(u)=mum-1, (2) 

(ii) pour toute fleche f: T ~ S de E, tout xEOb(G8) et toute image 
inverse m: x1 ~ x de x par f, on ait 

Int(m). a(x)=a(xf). A(f), 

ou Int(m): Aut8 (x)~Aut8 (x1) est defini par 

m · Int(m)(u)=u · m, uEAut8 (x). 

(3) 

(4) 

Notons pour commencer que les applications Int(m) de (2) et (4) ne 
dependent pas de m, car les Aut8 (x) sont abeliens. La demonstration de 
la proposition est essentiellement triviale et repose sur le fait que le 
foncteur lien induit une equivalence entre la categorie des faisceaux de 
groupes abeliens et celle des liens abeliens (1.2.3). 
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Corollaire 2.2.4. Soient F une gerbe, L son lien et PEOh(E). 
(i) Il existe un isomorphisme canonique entre le lien de la gerbe f'ip 

(sur E;p) et la restriction de La P. 
(ii) Si, de plus, m: F-> G est un morphisme de gerbes, la restriction 

m;p: f'ip-> G;p de ma E1p est liee par la restriction du morphisme qui lie m. 

En effet, d'apres (2.1.6.1), la restriction de L a P opere sur fip et il 
est immediat que la condition de (2.2.1 (a)) est verifiee, d'ou (i). Pour 
prouver (ii) on peut par exemple utiliser (2.2.3.3). 

Corollaire 2.2.5. (Lien d'une gerbe trivialisee.) Soient F une gerbe, 
L son lien, s une section de F et 

A=Aut(s) (1) 

le faisceau des automorphismes de s. On a un isomorphisme canonique 
de liens sur E L~lien(A). (2) 

2.2.5.1. En effet, sif: F-> E designe la projection, on a, par definition 
du lien d'une gerbe, un isomorphisme 

a: L·J->liau(F), 

d'ou un isomorphisme 
a*s: L->liau(F)-s, 

(3) 

(4) 

car L · f · s = L, puisque s est une section. Par ailleurs, d'apres (II 3.5.4), 
on a un isomorphisme canonique b: AUT(F)·s->A', ou A' designe la 
section de FAGRSC(E) definie par A, d'ou un isomorphisme 

lien(E) * b: lien(E) · AUT(F) · s->lien(E) ·A', 

qui, par definition de liau (F), (2.1.1 (1)), et de lien (A), (1.1.6 (2)), s'ecrit 
egalement 

liau (F) · s-> lien (A) 

et qui, compose avec (2), donne la conclusion. 

2.2.5.2. Il en resulte que, sir est une section de F, on a un isomorphisme 
canonique 

lien (Aut(s)) ~ lien (Aut(r)) (5) 

et que, pour tout isomorphisme de sections i: s-> r, le morphisme de 
liens represente par l'isomorphisme Aut(s)-> Aut(r) induit par i n'est 
autre que (5). 
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Enfin on verifie sans que, si m: F----+ G est un morphisme de gerbes 
et si t =ms est la section image de s par m, le morphisme induit par m 

Aut(s)----+Aut(t) (6) 

represente, (grace aux isomorphismes (2)), le morphisme de liens qui lie 
m:F----+G. 

Proposition 2.2.6. Soit m: F----+ G un morphisme de gerbes et soit 
u: L----+ M le morphisme de liens qui lie m. 

(i) Pour que m soit fidele il faut et il suffit que u soit injectif, (1.2.6). 
(ii) Pour que m soit couvrant, (II 1.4.1), il faut et il suffit que u soit 

surjectif (c'est a dire un epimorphisme, (1.2.7)). 
(iii) Pour que m soit pleinement fidele il faut et il suffit que u soit un 

isomorphisme, auquel cas m est une £-equivalence. 

Pour que m soit fidele, il faut et il suffit que, pour tout SEOb(E) 
et tout couple (x, y) d'objets de F8 , le morphisme de faisceaux d'ensembles 
induit par m 

Hom8 (x, y)----+ Hom8 (m(x), m(y)) 

soit un monomorphisme. Deux objets d'une meme fibre etant localement 
isomorphes, la condition signifie que 

Aut8 (x)----+ Aut8 (m(x)) 

est un monomorphisme de faisceaux de groupes. Or ce morphisme 
represente la restriction de u a S. D'ou (i), car !'ensemble des SEOb(E) 
tel que Ob(F8 ) soit non vide est un raffinement de E. On prouve de meme 
(ii) et (iii). Noter simplement que, de toutes fa<;ons, m est localement 
surjectif sur les objets (II 1.4.1 (ii)) et que, sous les conditions de (iii), 
m est bicouvrant done une equivalence, (II 1.4.5). 

Corollaire 2.2.7. Soient L un lien et F et G deux L-gerbes. Tout 
L-morphisme F----+ G (i.e. lie par idL) est une £-equivalence. 

Resulte de (2.2.6 (iii)). Inversement, on peut dire que le lien d'une 
gerbe est invariant par £-equivalence. On <lira souvent L-equivalence 
pour L-morphisme. 

Corollaire 2.2.8. Soient Pi et Pi des gerbes et soit P = Pi x EPi leur 
produit (dans la categorie des champs cf. II 1.2.4). Les morphismes 
L----+L; qui lient les deux projections de P font de L un produit L1 x L 2 , 

( dans la categorie des liens sur E). 

2.2.8.1. Soit xEOb(P8), SEOb(E), et soit X; son image par la i-eme 
projection. Par construction du produit fibre de deux £-categories fibrees 
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les morphismes 
(1) 

induits par les projections, font de Auts(x) un produit Auts(x1) x 
Auts(x2). Or les morphismes (1) representent les morphismes L(S)--+L;(S), 
d'ou la conclusion, d'apres (1.4.1.3) car la projection de !'ensemble 
d'objets de P est un raffinement de E. 

2.2.8.2. Par la propriete universelle (2.2.1 (b)) du lien d'une gerbe, le 
corollaire signifie egalement que «faire operer un lien dans un produit 
fini de gerbes revient a le faire operer dans chacun des facteurs». Cette 
assertion est incorrecte pour des champs: prendre le produit d'une 
gerbe par le champ vide. 

Coro Ilaire 2.2.9. Soit u;: L;--+ M; un morphisme de liens et soit 
m;: P;--+ Q; un (u;)-morphisme de gerbes (i = 1, 2). Le morphisme de gerbes 

est lie par 

Resulte aisement du corollaire precedent et de (2.2.3.3). 

2.3. La gerbe des morphismes lies 

La theorie des torseurs utilise essentiellement deux constructions: 
le produit contracte et le faisceau Homu(P, Q) des u-morphismes, qui 
se ramenent l'une a l'autre par (III 1.6.4). Dans une certaine mesure, 
toutes deux se laissent transcrire en termes de gerbes. Nous commen
cerons par la seconde qui est la plus utile. 

Definition 2.3.1. Soient u: L--+ M un morphisme de liens, P une 
L-gerbe et Q une M-gerbe. On designe par 

Homu(P, Q) (resp. Homu(P, Q)) (1) 

la sous-categorie pleine de CartE (P, Q) dont les objets sont les u-morphis
mes de gerbes, (resp. son ensemble d'objets). On designe par 

(2) 

la sous-E-categorie scindee de CART(P, Q), (I 3.3.1), dont les objets de 
projection S sont les 

m: P;s--+Q;s 

qui sont lies par la restriction u1s de u a S. 
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2.3.1.1. On a done, pour tout S 

HOMu(P, Q)s= Homu1s(Pis, Q1s)- (3) 

Ce qui a un sens car, en vertu de (2.2.4 (i)), L1s lie Pis et M1s lie Q1s. De plus, 
on obtient bien une sous-categorie scindee (i.e. un sous-prefaisceau de 
categories sur E) car les foncteurs images inverse de CART(P, Q) sont 
induits par les changements de base 

et l'on applique (2.2.4 (ii)). 
E1r~E1s 

2.3.1.2. En vertu de (II 2.1.5), CART(P, Q) est un £-champ. Puisque 
HOMu(P, Q) en est une sous-E-categorie fibree pleine, c'est un prechamp 
(cf. les prefaisceaux de S-morphismes). Pour prouver que c'est un champ, 
ii suffit d'apres (II 1.2.5) de montrer que la condition d'etre un u-morphisme 
est locale et stable par isomorphisme, ce qui resulte de (2.1.5.2) et de 
(2.1.6.4). 

2.3.1.3. Les changements de base E1s ~ E induisent des foncteurs 

Homu(P, Q)~ Homu1s(Pis, Q1s)=H0Mu(P, Q)s 

d'ou des foncteurs 

Homu(P, Q)~ ~(HOMu(P, Q)/E)~ ~(HOMu(P, Q)/E), (4) 

ou i est l'inclusion habituelle. Le premier est un isomorphisme et le second 
une equivalence de categories. Les foncteurs de (4) sont induits par 

CartE(P, Q)~ ~(CART(P, Q)/E)~ ~(CART(P, Q)/E) (5) 

et, d'apres (I 3.3.5), a est un isomorphisme et b une equivalence. D'ou 
la conclusion, par (2.1.6.4). On notera que, si e est un objet final de E, 
on a un isomorphisme 

(6) 

car E1e ~ E est un isomorphisme, ce qui evite pratiquement d'utiliser 
(4) et, par la, la penible demonstration de (I 3.3.5). 

Theoreme 2.3.2. Soient u: L~ Mun morphisme de liens, P une L-gerbe 
et Q une M-gerbe. 

(i) HOMu(P, Q) est une gerbe; c'est un sous-champ strictement plein 
(II 1.2.5) de CART(P, Q). 

(ii) Soit Cu le lien de HOMu(P, Q) et soit 

(1) 
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le morphisme de liens qui lie le morphisme 

V: PX EHOMu(P, Q)~ Q 

V(p,m)=m(p) (I 3.3.2(5)). 
(2) 

Le couple (Cu, cu) est un centralisateur de u (1.5.1 ). 

(iii) Supposons de plus que L = M et que u = idL et posons 

(3) 

La gerbe HOML(P, Q) est liee par le centre de L (1.5.3.1). 

2.3.2.1. On peut traduire (ii) en disant que l'on identifie canonique
ment le lien de HOMu(P, Q) et le centralisateur de u en imposant que 
(2) soit lie par (1). 

2.3.2.2. Nous avons deja demontre que HOMu(P, Q) est un champ, 
et meme un sous-champ strictement plein de CART(P, Q) (2.3.1.2). 

Par ailleurs, puisque les fibres de Q sont des groupoides, tout E-mor
phisme entre E-foncteurs a valeurs dans Q est un isomorphisme et 
HOMu(P, Q) est un champ de groupoides. Pour prouver (i) nous devons 
encore prouver que, localement, il existe un u-morphisme m: P~Q. 
La question etant locale, nous pouvons supposer que P et Q admettent 
des sections p et q, moyennant quoi les faisceaux Aut(p) et Aut(q) 
representent Let M d'apres (2.2.5). Quitte a localiser encore, nous pouvons 
supposer que u est representable par un morphisme de faisceaux de 
groupes 

a: Aut(p)~ Aut(q). 

D'apres (III 2.2.2), (morphismes d'une gerbe triviale dans un champ), 
il existe un morphisme de gerbes 

et un isomorphisme i: mp~ q tel que le compose ci-dessous soit 
egal a a 

Aut(p)~ Aut(mp)~ Aut(q), 

ou µ est induit par m et I par i. D'apres (2.2.5.2), il en resulte que m est 
un u-morphisme. 

2.3.2.3. Pour prouver que HOMu(P, Q) est une gerbe il nous reste a 
prouver que deux objets d'une meme fibre sont localement isomorphes. 
Soient done m, n: P=tQ deux u-morphismes de gerbes. Nous devons 



220 Chapitre IV. Liens et Gerbes. (Cohomologie de degre 2) 

prouver que l'ensemble des SEOb(E) tels que les restrictions de m et 
de n a S soient isomorphes est un raffinement de E. Quitte a localiser, 
nous pouvons supposer que P admet une section p et meme que mp 
et n p sont isomorphes, (en effet, E15 admet un objet final et deux objets 
de Q5 sont localement isomorphes). Soit 

i: mp----->np 

un isomorphisme de sections. Le triangle ci-dessous 

Aut(p) ~ Aut(m p) 

~ lr l=lnt(i) 
n· Aut(np) 

(4) 

ou m' est induit par m et n' par n, est commutatif a automorphisme 
interieur pres car m' et n' representent u5, puisque met n sont lies par u 
(2.2.2.2 et 2.2.3.3). En localisant, on peut modifier i de telle sorte que 
le triangle ci-dessus soit commutatif. La conclusion resulte alors de 
(III 2.2.4). 

2.3.2.4. Avant de prouver (ii), notons que le lien d'un produit etant 
le produit des liens (2.2.8), cette assertion a un sens. Ceci <lit, d'apres 
(1.5.2 (iv)), pour que ( Cu, cu) soit un centralisateur de u il faut et il suffit 
qu'il en soit ainsi localement. Soit done SEOb(E), pEOb(Ps) et m: P;5 ----->Q15 

un U;s-morphisme de gerbes. Par definition, Cu est represente par le 
morphisme de faisceaux de groupes sur S induit par V 

v: Aut5 (p) x Aut5 (m)-----> Aut5 (m(p)) 

(ou Aut5 (m) est calcule dans le champ HOMu(P, Q)). On verifie que 
l'on a 

v(a, i)= i(x) m(a)=m(a) i(x) 

la seconde egalite resultant du fait que i: m-----> m est un morphisme de 
foncteurs. D'apres (III 2.2.3), le compose v · inj 2 : Aut5 (m)-----> Aut5 (m(p)) 
identifie Aut5 (m) au centralisateur du morphisme 

lequel n'est autre que le morphisme induit par m. D'ou la conclusion, 
par (1.2.5 (iii)). 

Corollaire 2.3.3. Soient u: L-----> M un morphisme de liens sur E, P une 
L-gerbe et Q une M-gerbe. 11 existe localement un u-morphisme P----->Q. 

En particulier, deux L-gerbes sont localement L-equivalentes. 
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Corollaire 2.3.4. Pour que deux morphismes de gerbes m, n: P =t Q 

soient lies par le meme morphisme de liens il faut et il suffit qu'ils soient 
localement isomorphes. 

Ces deux corollaires expriment en partie que HOMu(P, Q) est une 
sous-gerbe maximale de CART(P, Q) (III 2.1.3). 

Corollaire 2.3.5. Soient u: L---+ M un morphisme de liens sur E, P 
une L-gerbe et Q une M-gerbe. Pour qu'il existe un u-morphisme 
m: P---+Q il faut et il suffit que la gerbe HOMu(P, Q) soit neutre, (i.e. 
admette une section). 

Cela est trivial si E admet un objet final e. Sinon, cela resulte de 
l'equivalence 

Homu(P, Q)---+ Lim(HOMu(P, Q)/E, (2.3.1.3 (4)). (1) 
<------

Remarque 2.3.6. Soient P une gerbe et L son lien. Soit encore SP 
le champ des sections cartesiennes de P, (I 2.4.5). On munit SP d'une 
structure de L-gerbe en imposant que l'equivalence vP: SP-+ P soit 
un L-morphisme. Par ailleurs, on a evidemment 

SP= HOM1 (E, P) (1) 

ou 1: 1---+ L est le morphisme unite et ou E est la categorie base, qui est 
evidemment une gerbe liee par le lien unite. Par le theoreme ci-dessus, 
on en deduit une nouvelle structure de L-gerbe sur SP, en identifiant 
de maniere evidente L et le centralisateur de 1: 1---+ L. Elle coincide 
avec la precedente comme on voit en notant que le morphisme 

ExHOM 1(E,P)---+P, (2.3.2(2)), (2) 

compose avec l'isomorphisme SP~ Ex SP~ Ex HOM1 (E, P) redonne 
le morphisme v P: SP---+ P. 

Proposition 2.3.7. (Morphismes a valeurs dans HOMu(P, Q).) Soient 
P et Q deux gerbes, L et M leurs liens et 

u: L---+M (1) 

un morphisme de liens. Soit 

(2) 

un morphisme de liens et soit 

s: LxX---+M, s=cu·(idLxx), 
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le morphisme qui correspond a X par la propriete universelle de Cu. 
Soit enfin G une X-gerbe. 

(i) On a une £-equivalence de gerbes 

F: HOMx( G, HOMu(P, Q)) ~ HOM.(P x EG, Q) 

F(f) (p, g)= f(g) (p) 

et une equivalence de categories 

(ii) Cette equivalence est liee par l'isomorphisme 

i: ex~ c. de (1.5.7). 

(3) 

(3 bis) 

(5) 

2.3.7.1. 11 nous suffira de construire un E-foncteur cartesien (3) puis 
de prouver qu'il est lie par i, car ce sera necessairement une £-equivalence 
puisque i est un isomorphisme. Par passage aux sections cartesiennes 
(ou aux fibres en l'objet final de E s'il en existe) on deduira (4) de (3) 
(cf. (2.3.1.3 (4))). 

2.3.7.2. Soit 
f: G ~ HOMJP, Q) 

un x-morphisme. On en deduit un (idL x x)-morphisme 

d'ou, par composition avec le cu-morphisme 

V: PxEHOMu(P,Q)~Q, V(p,m)=m(p), (7) 

un morphisme de gerbes 
(8) 

qui est lie par cu· (idL xx)= s. Cette construction, que l'on a resume 
dans l'enonce par la formule (3 bis), fournit evidemment un E-foncteur 
cartesien (et meme un morphisme de categories scindees) tel que (3), 
puisque l'on a vu que (8) est lie par s. 

2.3.7.3. 11 nous reste a prouver que (3) est lie par i. Le diagramme de 
morphismes de gerbes 

PX EG X EHOMx(G, HOMu(P, Q))~P X EG X EHOM.(P X EG, Q) 

w·l lu (9) 
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est commutatif a isomorphisme pres, OU l'on a pose 

F' = idp X EG X F, F' (p, g,f) = (p, g, F(f)), 

W' =idp x Ew, W'(p, g,f)=(p,f(g)), 

et ou U, Vet W sont les morphismes de gerbes qui figurent dans (2.3.2 (2)), 
done sont lies respectivement par c., cu et ex avec les notations evidentes, 
(1.5.1 et 1.5.7). Si l'on designe par i': Cx ~ c. le morphisme qui lie F (cf. (3)), 
on en deduit, par (2.2.9), que le compose U F' est lie par c. · (id L xx x i') 
et le compose VW' par cu· (idL x cJ. Puisque le carre est commutatif a 
isomorphisme pres, ces deux morphismes de liens sont egaux (2.1.5.2), 
ce qui assure que i = i' par (1.5.7 (3)). C.Q.F.D. 

Remarque 2.3.8. On notera que la proposition precedente est une 
variante de la definition habituelle des objets Hom dans une categorie, 
a ceci pres que les gerbes sont les objets d'une 2-categorie et que l'on 
tient compte en plus des liens. Nous allons exploiter cette analogie dans 
les corollaires qui vont suivre. Les morphismes de gerbes qui y seront 
introduits seront definis en termes du seul morphisme « structural» 
P x HOMu(P, Q) ~ Q a l'aide de la proposition precedente. Les formules 
donnees en bis sont des procedes de calcul que nous ne justifierons pas 
car ils sont sans interet pour la suite. 

Corollaire 2.3.9. Sous les hypotheses de (2.3.7), soit encore f: G x Ep 
~ Q un s-morphisme. Le morphisme 

F(f): G ~ HOMu(P, Q), F(f)(q)(p)= f(g, p), (1) 

est lie par x: X ~ Cu. 

A servi pour prouver la proposition, (2.3.7.2). 

Corollaire 2.3.10. Sous les hypotheses de (2.3.7), le morphisme 

A: G x EHom.(P x EG, Q) ~ Homu(P, Q) 

A(g, f)(p)= f(p, g) 
est lie par le morphisme 

caracterise par 

On applique la proposition (2.3.7) en y remplac;ant G par 

G x EHom.(P x EG, Q) 

(1) 

(1 bis) 

(2) 

(3) 
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et en notant que l'on a un morphisme P x EG x EHOM 5 (P x EG, Q)---+ Q, 
ce qui definit A puisque (2.3.7 (4)) est une equivalence. 

Corollaire 2.3.11. Soient Pet Q deux gerbes de liens L et M. Posons 

u=inj1 =(idL,1), u:L---+LxM. 

On a un morphisme de gerbes 

qui est lie par 

A: Q---+HOMu(P,PxEQ) 

A(q)(p) = (p, q) 

si l'on identifie canoniquement Cu et CL x M. 

(1) 

(2) 

(2 bis) 

(3) 

Par (2.3.7 (4)), pour definir Ail suffit de noter que l'on a un morphisme 
de gerbes P x EQ---+ P x EQ, (l'identite !). L'assertion sur le morphisme 
qui lie A en resulte par un calcul facile. 

Theoreme 2.3.12. Soient 

(1) 

des morphismes de liens sur E et soient (Cu,cu), (Cv,cJ et (Cvu,cvu) les 
centralisateurs de u, vet vu, (1.5.1). Soient encore P, Q, R des gerbes liees 
par L,M,N. 

(i) Le morphisme de gerbes 

S: HOMu(P, Q) X EHOMv(Q, R)---+ HomvJP, R) 

S(m, n)=nm, 
est lie par le morphisme 

Cu.v: CuxCv---->Cvu' (1.5.4(2)), 

(2) 

(2 bis) 

(3) 

(ii) Pour tout u-morphisme m: P---+ Q, le morphisme de gerbes 

m: HOM"(Q,R)---+HOMvu(P,R), m(n)=nm, (4) 

est lie par le morphisme 

j: CV---+ CVU' (1.5.4 (3)). (5) 

(iii) Pour tout v-morphisme n: Q---+ R le morphisme de gerbes 

n: HOMu(P, Q)---+ HOMvJP, R), n (m)= nm, (6) 

est lie par le morphisme 

i: Cu---->Cvu, (1.5.4(3)}. (7) 
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2.3.12.1. Bien entendu, dans cet enonce on identifie le lien de 
HOMu(P, Q) et le centralisateur de u comme il est dit dans le theoreme 
(2.3.2). Pour prouver (i), designons par 

(8) 

le morphisme que lie S. Par la propriete universelle du centralisateur 
C""' nous devons prouver que le compose 

LxC xC ~LxC ~N 
U V VU 

(9) 

est egal au compose 

Lx Cux Cv_cu_x_i<l_c_u~Mx Cv~N, (1.5.4 (1)). (10) 

Considerons le diagramme de morphismes de gerbes 

OU l'on a pose 

A(p, m, n)=(p, nm), B(p, m, n)=(m(p), n), 

C(p, r)=r(p), D(q, n)=n(q). 

11 est immediat que ce diagramme est commutatif a isomorphisme pres 
(cf. I 3.3.2 (5)). Les composes CA et DB sont done lies par le meme 
morphisme, d'ou la conclusion car, par usage repete du theoreme (2.3.2) 
et de (2.2.9), on prouve que CA est lie par (9) et DB par (10). 

2.3.12.2. On prouve (iii) par le meme raisonnement en considerant 
le diagramme de morphism es de gerbes: 

PX HOMu(P, Q) ~PX HOMvu(P, R) 

Bl le 
Q------->R 

A(p, m)=(p, nm), B(p, m)=m(p), C(p, r)=r(p). 

11 suffit de noter que i est caracterise par 

On prouve de meme (ii). 
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Corollaire 2.3.13. Soient P, Q, R des gerbes et L, M, N leurs liens. Soit 
encore 

u=(a,b), u: L-+MxN (1) 

un morphisme de liens. Les projections de Q x ER induisent un iso
morphisme de gerbes 

lie par l'isomorphisme de liens induit par les projections de M x N 

Cu~ Cax Cb. (3) 

Que (2) soit un isomorphisme resulte de (I 3.3.2 (1)) et de (2.2.9) et la 
seconde assertion resulte du theoreme precedent. 

Corollaire 2.3.14. Sous les hypotheses de (2.3.12), supposons que 

(1) 

soit un isomorphisme (par exemple, u est surjectif ou N est abelien). 
Soit m: P-+ Q un u-morphisme. 

(i) Le morphisme 

m: HOMv(Q,R)-+HOMvu(P,R), m(n)=nm, (2) 

est une £-equivalence de gerbes. 
(ii) Le foncteur 

m': HomJQ,R)-+Homvu(P,R), m'(n)=nm (3) 

est une equivalence de categories. 
(iii) Pour tout v u-morphisme p: P-+ R ii existe un v-morphisme 

n: Q -+ R et un isomorphisme i: p-+ nm. 

La premiere assertion resulte de (2.2.6 (iii)), car m est lie par j qui est 
un isomorphisme. La seconde en resulte par passage aux categories de 
sections cartesiennes (2.3.1.3 (4)) et la troisieme n'est qu'un commentaire. 

Corollaire 2.3.15. Soit u: L-+ M un morphisme de liens tel que le 
morphisme CM-+ Cu, (1.5.4(5)), du centre de M dans le centralisateur 
de u soit un isomorphisme. Soient encore m: P-+ Q un morphisme de 
gerbes lie par u et Q' une M -gerbe. 

(i) On a une CM-equivalence de C M-gerbes 

n: HOMM(Q, Q')-+ HOMu(P, Q'), m(n)=nm, (1) 

et une equivalence de categories 

m': HomM(Q, Q')-+ Homu(P, Q'), m'(n)=nm. (2) 
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(ii) Pour que Q' soit M-equivalente a Q il faut et il suffit qu'il existe 
un u-morphisme m': P-Q'. 

11 suffit d'appliquer le corollaire precedent en prenant v = idM. 

Corollaire 2.3.16. Soient Pet Q deux gerbes de liens Let M. 

(i) On a une equivalence de M-gerbes 

Q-HOM1(P,Q) 

ou 1: L- M est le morphisme unite (l.2.4). 

(ii) On a une equivalence de categories 

ou sP = s p, (p: P - E est la projection). 

(1) 

(2) 

En effet, par (2.3.15), la composition avec p: P-E induit une 
equivalence HOM1 (E, Q)- HOM1 (P, Q). Or Q est E-equivalente a la 
gerbe SQ des sections cartesiennes de Q et l'on a SQ=HOM1(E, Q), 
(2.3.6). 

Remarque 2.3.17. («Extension du lien structural.») 
Soient u: L- Mun morphisme de liens et P une L-gerbe. On cherche 

a «etendre» la gerbe Pde La M, c'est a dire a trouver une M-gerbe Q 
et un u-morphisme m: P- Q tels que, pour toute M-gerbe Q', le foncteur 
(2.3.15 (2)) induit par la composition avec m soit une equivalence de 
categories. Le corollaire (2.3.15 (ii)) fournit une assertion d'unicite pour 
Q, du moins si l'on a Cu= CM. Nous verrons plus bas, sous la meme 
hypothese, une assertion d'existence (VI 2.4), mais l'on notera que l'on ne 
peut esperer un resultat analogue si Cu=!= CM. En effet, il est raisonnable 
d'imposer de plus que !'extension du lien structural soit stable par 
localisation, auquel cas, si l'on a une solution m: P- Q, le morphisme de 
gerbes (2.3.15 (1)) induit par la composition avec m sera une equivalence 
et le morphisme CM - Cu qui le lie sera un isomorphisme. Cette cir
constance est liee a la non existence en general du produit contracte de 
deux gerbes. Elle explique en particulier que H 2 (L) ne soit pas fonctoriel 
en L (3.1.4). 

Nous traiterons directement un cas particulier. 

Proposition 2.3.18. («Fonctorialite surjective.») 
Soit u: L- M un epimorphisme de liens. 

(i) Pour toute L-gerbe P il existe une M-gerbe Q et un u-morphisme 
m:P-Q. 
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(ii) Pour tout u-morphisme de gerbes m: P --4 Q, tout morphisme de 
liens v: M --4 Net tout v u-morphisme p: P --4 R il existe un v-morphisme 
n: Q--4 R, unique a isomorphisme unique pres, tel que nm~ p. 

2.3.18.1. Bien entendu la seconde assertion resulte de la «propriete 
universelle» plus precise enoncee dans (2.3.9) et (2.3.10), car on a ici 
Cu= CM et Cv= cvu· 

2.3.18.2. Nous deduirons Q de P par un procede qui a deja ete utilise 
pour construire le champ des liens, (1.1.4). Nous pouvons remplacer P 
par une gerbe E-equivalente, done supposer que P est scindee. Pour 
tout SEOb(E) et tout xEOb(Ps), on a un morphisme de liens sur S 

u(S)a(x)- 1 : lien(Aut8 (x))--4M(S), note v(x), (1) 

ou a designe !'action de L sur P qui definit sa structure de L-gerbe, 
(2.1.4 (2)). Designons par K(x) le sous-faisceau de groupes de Aut8 (x) 
defini par la condition d'etre localement le noyau de tout morphisme 
de faisceaux de groupes qui represente v(x). Bien entendu, K(x) est 
normal. Pour tout couple (x, y) d'objets de Ps, soit 

H (x, y)= K(y)\Hom8 (x, y)/K(x) (2) 

le faisceau quotient, ou K(y) et K(x) operent par composition des mor
phismes. Du fait que la categorie fibre Ps est un groupoide et que, pour 
tout S-isomorphisme i: X--4Y le morphisme Int(i): Aut8 (x)--4Aut8 (y) 
represente le morphisme identique de L(S), (2.2.2.2), on deduit que 
l'image de K(x) par Int(i) est K(y), d'ou des isomorphismes 

H(x, y)~K(y)\Hom8 (x, y)~ Hom8 (x, y)/K(x). (3) 

On en deduit que les accouplements de composition 

Hom8 (x, y) x Hom8 (y, z)--4 Hom8 (x, z) 

passent au quotient et induisent des accouplements 

H (x, y) x H (y, z)--4 H (x, z). 

(4) 

(5) 

D'ou, pour tout SEOb(E), une categorie Q0 (S) qui a memes objets que 
la fibre Ps, dont les morphismes de x dans y sont les sections du faisceau 
H (x, y) et dont la loi de composition est definie par les accouplements 
de (5). Les Q0 (S) definissent une E-categorie scindee Q0 . En effet, comme 
on a choisi P scindee, pour toute fleche f: T--4 S et tout couple (x, y) 
d'objets de Ps on a 

(6) 
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d'ou, puisque !'action a de L sur P est un morphisme de sections carte
siennes (i.e. compatible avec la restriction de Sa T) K(x1)=K(x)f et 

H(x, y)1 = H(x1 , y1 ). 

D'ou un morphisme de £-categories scindees 

mo: Po---->Qo 

(7) 

(8) 

qui est l'identite sur les objets et qui, pour tout SEOb(E) et tout couple 
(x, y) d'objets de I;,, induit sur les faisceaux de S-morphismes la projection 
structurale du quotient Hom 8 (x, y)----. H (x, y). On designe enfin par 

(9) 

le compose de m0 : P----. Q0 et du morphisme m': Q0 ----. Q de Q0 dans son 
champ associe. 11 est immediat que m est couvrant car m0 l'est et m' est 
bicouvrant. Done Q est une gerbe. Soit u': L----. M' le morphisme qui 
lie m. Pour conclure ii nous reste a trouver un isomorphisme 

i: M----. M' tel que iu=u'. (10) 

Or, pour tout SEOb(E) et tout xEOb(E;,), le compose 

A ut8 (x) ~ A ut8 (m0 (x)} ~ Aut8 (m(x)} 

est un quotient Aut8 (x)/K(x). En effet, Q0 est precomplete, done m': 
Q0 ----. Q est pleinement fidele, done best un isomorphisme et par construc
tion, Aut8 (m0 (x)}= H(x, x)= Aut8 (x)/K(x). D'ou la conclusion, par 
(1.3.1 (iii)). 

2.4. Le produit contracte P A Q de deux gerbes 

Proposition 2.4.1. Soit (u, v): C----. L x M un morphisme de liens tel 
que le produit contracte 

(1) 

existe. Soient encore Pet Q deux gerbes de liens Let M. 

(i) 11 existe une gerbe P 1- Q de lien L 1- Met un n-morphisme de gerbes 

(2) 

(ii) Pour tout morphisme de liens x: L 1- M----. N et toute N-gerbe R, 
on a une ex-equivalence de gerbes 
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(ou Cx= Cx,, est le centralisateur de x), et une equivalence de categories 

(iii) Pour toute E-gerbe R on a une equivalence de categories 

C 
p: CartE(PAQ,R)~C(R), p(m)=mm, 

(4) 

(5) 

ou C(R) est la sous-categorie pleine de CartE(P x EQ, R) dont les objets 
sont les morphismes de gerbes m: P x EQ ~ R tels que le morphisme de 
liens associe w: L X M ~ N verifie 

w(u, l)=w(l, v), [i.e. w · (u, v- 1)= 1 si vest central]. (6) 

2.4.1.1. On dira parfois que PX Q est le produit contracte de P et de Q 
munies des operations de C. On rappelle que le produit contracte des liens, 

L X M, existe en particulier si l'un des morphismes u ou vest central. Si 

L X M existe, le morphisme nest un epimorphisme et !'assertion (i) resulte 
de (2.3.18) (fonctorialite surjective). L'assertion (ii) resulte de (2.3.14) et 

(iii) resulte de (ii) et de la definition de L X M comme un conoyau. On 

notera que PX Q est defini a (L X M)-equivalence unique pres (cf. 2.3.15). 

2.4.1.2. On notera que si P et Q sont neutres il en est de meme de 

PX Q car la composition avec la projection m de (2) induit un foncteur 

Lim(P x EQ/E)~Lim(P X Q/E) - -et l'on a un isomorphisme canonique 

Lim(P x EQ/E)-.--::___. Lim(P/E) x Lim(Q/E). - - -
Corollaire 2.4.2. Sous les hypotheses de (2.4.1), 

(i) on a une £-equivalence 

(7) 

(1) 

liee par l'isomorphisme canonique L X M ~M XL (1.6.3 (1)); 

(ii) si, de plus, w: C ~ N est un morphisme de liens central et R une 
N -gerbe, on a une equivalence 

C C C C 
(PI\ Q)AR~P A(Q I\ R) (2) 

liee par l'isomorphisme (L X M) X N::::::; L X (M X N) (1.6.3 (2)). 

Appliquer (2.4.1 (ii)). 
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Exemple 2.4.3. Soit u: C ~ L un morphisme de liens central. Soient X 

une C-gerbe et P une L-gerbe. On designera toujours par XX P le produit 
contracte obtenu en faisant operer C sur Xx P par (idc, u): C ~ C x L. 
D'apres (1.6.2) on obtient ainsi une L-gerbe caracterisee a L-equivalence 

unique pres par la donnee d'un morphisme X x Ep ~XX P lie par 

u+idL: CxL~L. 

Si Y est une C-gerbe et si C est abelien, on peut effectuer le produit 

X ~ Y ou C opere par (idc, idc): C ~ C x C et, d'apres le corollaire 
precedent, l'on a une L-equivalence 

C C C C 
(X A Y)AP~X A(Y AP). (1) 

Par ailleurs, si v: L~ M est un autre morphisme central, et si Q est une 
M-gerbe (on ne suppose plus que C soit abelien), on a une M-equivalence 

C L C L 
(X AP)AQi.sX A(PAQ), (2) 

dont la definition est laissee au lecteur, (2.4.1 (ii)). 

Proposition 2.4.4. Soient L un lien, C son centre, Pet Q deux L-gerbes. 
On a une L-equivalence 

C 
PA HOML(P, Q)~ Q. (1) 

Rappelons que l'on identifie le lien de HOML(P, Q) au centre de L 
en imposant que le morphisme 

soit lie par idL + c: L x C ~ L, ou c: C ~ L est «!'inclusion», cf. (2.3.2) 
et (1.5.3). D'ou la conclusion, par definition du produit contracte, cf. 
(2.4.3). 

Proposition 2.4.5. Soient u: C ~ L un morphisme de liens central, X 
une C-gerbe et P une L-gerbe. 

(i) 11 existe une L-equivalence 

C 
X AHOMJX,P)~P. 

(ii) 11 existe une L-equivalence 

C 
P~HOMu(X,P AX). 

(1) 

(2) 

(ii bis) Pour qu'il existe un u-morphisme X ~ P ~ X il faut et il suffit 
que P soit neutre. 
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(iii) Soit encore x: C-> CL le morphisme caracterise par h · x = u, 
ou (CL, h: CL ->L) est le centre de L. 11 existe un x-morphisme 

C 
X-> HOML(P, PI\ X). (3) 

(iii bis) Si X est neutre il existe une L-equivalence P-> P 1- X. Si C 
est le centre de L, la reciproque est vraie. 

2.4.5.1. Pour prouver (i), par definition du produit contracte, il suffit 
de trouver un morphisme 

XX EHOMJX, P)-> p 
lie par 

u+idL: CxL->L. 

C'est ce que fournit le theoreme (2.3.2), si l'on note que, puisque u est 
central, (L, u+ idL) est un centralisateur de u. 

2.4.5.2. Pour prouver (ii), notons que, d'apres {2.3.11), on a un mor
phisme de gerbes 

a: P-> HOM;(X, P x EX), a(p)(x)=(p, x) 

lie par le morphisme 
j: L->LxC', 

(4) 

(5) 

ou i = inj 2 , i: C-> L x C, et ou C' est le centre de C. Par definition du 
produit contracte, on a un morphisme de gerbes m: P x EX-> P 1- X, lie 
par 

idL+u: LxC->L. (6) 

La composition avec m induit, d'apres (2.3.12 (iii)), un morphisme de 
gerbes 

C 
HOM;(X, p X EX)- HOMU(X, p I\ X), 

car on a (idL + u) · i = u; de plus, (7) est lie par 

J~m f, (7) 

(8) 

qui est le morphisme induit par (6) sur les centralisateurs de i et de u. 
Le compose de (7) et de (4) se trouve done lie par (idL + u') · j = idL done 
est une L-equivalence, ce qui prouve (ii). D'ou (ii bis), par passage aux 
sections, cf. (2.3.1.3). 

2.4.5.3. On prouve (iii) de maniere analogue. Tout d'abord, d'apres 
(2.3.11 ), on a un morphisme de gerbes 

b: X-> HOMk(P, P x EX), b(x)(p)=(p, x), (9) 
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lie par le morphisme 
mJz:C---->CLxC, (10) 

OU k=injl, k: L---->L X C, et OU x: C----> CL est defini par 

(11) 

La composition avec m: P x EX ----,p J X induit un morphisme de gerbes 

C 
HOMk(P, p X EX)---> HOML(P, p I\ X), 

car (idL +u) · k=idL; de plus, (12) est lie par 

(12) 

(13) 

qui est le morphisme induit par (idL + u) sur les centralisateurs de k 
et idL. En composant (12) et (9), on trouve done un morphisme de gerbes 

X----> HOML(P, p X EX), (14) 

lie par le compose (idcL +x)inj 2 =x, x: c____,cL, ce qui prouve (iii). 

2.4.5.4. La premiere assertion de (iii bis) en resulte par (2.3.5). Si C 
est le centre de L, x est un isomorphisme et, par suite, (14) est une equi
valence, ce qui acheve de prouver (iii bis). C.Q.F.D. 

Proposition 2.4.6. Soient u: L ----,Af un morphisme de liens, P une 
L-gerbe, Q une M-gerbe et (Cu, cJ le centralisateur de u. 

(i) Soient a: A---> L un morphisme central et X une A-gerbe. On a 
une Cu-equivalence 

A A 
X AHOMJPAX,Q)----,HOMJP,Q). (1) 

(ii) Soient b: B----, M un morphisme central et Y une B-gerbe. On a 
une Cu-equivalence 

B B 
HOMJP, Q) /\ Y ____, HOMJP, QI\ Y). (2) 

2.4.6.1. Le morphisme a: A---> L etant central, le produit contracte 

P j._ X est defini comme ii est dit dans (2.4.3). De plus, on a un morphisme 

idL +a: L x A----, L (a est central, 1.4.3) 

d'ou, par la propriete universelle de Cu, un morphisme central 

a': A---->Cu telque cu·(idLxa')=u-(idL+a). (3) 

En faisant operer A sur HOMjP t X, Q) grace a a' on acheve de definir 
le premier membre de (1), (2.4.3). 
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2.4.6.2. Par la definition du produit contracte, pour prouver (i) il 
nous suffira de trouver un morphisme de gerbes 

A 
XX EHOMu(P I\ X, Q)~ HOMu(P, Q) 

lie par le morphisme 

(4) 

(5) 

ou encore, par la propriete universelle de P x EX~ P 1- X (2.4.1 (3)), 
un morphisme de gerbes 

ou s = u · (idL +a)= cu· (idL x a'), qui soit lie par le morphisme 

t: Ax c.~cu 

(6) 

(7) 

deduit de (5) en identifiant c. et Cu par l'isomorphisme (cf. 1.5.4 (3) et 
2.3.14) 

(8) 
caracterise par 

C5 • (idLxA X i)=cu · ((idL +a) X idcJ (9) 

Le corollaire (2.3.10), (ou le morphisme x: X ~ Cu est remplace ici par 
a': A~ Cu) fournit un morphisme de gerbes (6) lie par le morphisme 

t': Ax c.~ cu, 
OU t' est caracterise par 

c.=cu·(idLxt'), c.: LxAxc.~M. 

11 reste a verifier que t' = t, autrement <lit que l'on a 

t' · (id AX i) =a'+ idcu, (cf. (5) et (7)). 

Par la propriete universelle de Cu, la formule (12) s'ecrit 

cu(idL X (t'. (id AX i))) =cu. (idL X (a'+ idcJ)' 

ou encore, par definition de t', 

C5 • (idLxA X i)=cu · (idL X (a' +idc)), 

ou encore, par definition de i, 

cu. ((idL + a) X idcJ =cu. (idL X (a'+ idc)). 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

Cette derniere egalite (entre morphismes de liens) se prouve aisement, 
par reduction au cas des faisceaux de groupes. 
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2.4.6.3. Puisque b est central, le produit contracte Q }!._ Y qui figure 
dans (2) est defini comme il est dit dans (2.4.3). De plus, on a un mor
phisme de liens 

u+b: LxB--+M, (1.4.3), (14) 

d'ou, par definition de Cu, un morphisme central 

(15) 

On definit le produit contracte du premier terme de (2) grace au mor
phisme central b', (cf. 2.4.3). Pour prouver (ii), il suffira done de trouver 
un morphisme de gerbes 

qui soit lie par 

2.4.6.4. D'apres (2.3.2) et (2.2.9) on a un morphisme de gerbes 

V X Eidy: PX EHOMu(P, Q} X EY--+ Q X EY, 

qui est lie par 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

ou V: P x EHOMu(P, Q)--+ Q est le morphisme de (2.3.2). Posons 

u' = ( u, 1), u': L--+ M x B. (20) 

D'apres (2.3.7) et (2.3.9), on deduit de (18) un morphisme de gerbes 

S: HOMu(P, Q) X EY--+ HOMu,(P, Q X EY) 

S(f, y) (p)=(f(p), y), (cf. 2.3.8), 

qui est lie par le morphisme 

correspondant a s, qui est defini par 

Cu,·(idLXX)=S. 

(21) 

(21 bis) 

(22) 

(23) 

Ceci dit, la projection Q x E Y - Q ~ Y est liee par idM + b: M x B--+ M 
et induit, d'apres (2.3.12 (iii)), un morphisme de gerbes 

(24) 

(en effet, (idL xx) u' = (idL xx) (u, 1) = u), lequel est lie par le morphisme 

(25) 
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« induit par l'egalite » u = (idL xx) u', (1.5.4), qui est caracterise par 

cu. (idL X k)=(idM+b). cu'· (26) 

En composant (24) et (21) on trouve le morphisme (16) qui prouve (ii). 
En effet, il suffit de verifier que l'on a 

kx=idc" +b', CuxB---->Cu, 

OU encore, par la propriete universelle de Cu, 

Cu· (idL X kx)=cu · (idL X (idcu +b')). 

Le premier membre de (28) s'ecrit egalement 

Cu· (idL X k) (idL XX) 

ou encore, par definition de k, (26), 

(idM+b) Cu,(idL Xx). 

Par definition de x, ((23) et (19)), l'egalite (28) s'ecrit encore 

(27) 

(28) 

(idM + b) (cu X idB) =Cu· (idL X (idcu + b')). (29) 

On prouve cette derniere egalite en notant que !es deux membres sont 
egaux a cu+ b, ce qui a un sens car b est central (1.4.3). C.Q.F.D. 

2.5. La gerbe des relevements d'une section 

2.5.1. Soient F et G deux £-categories fibrees, 

m: F---->G (1) 

un E-foncteur cartesien et sEOb(~(G/E)). Pour toute E-categorie 
fibree X, XEFib(E), on notera 

(2) 

le compose de s et de la projection X----> E et 

K,(X) (3) 

!'ensemble des couples (x, ,), ou x: X----> F est un E-foncteur cartesien 
et , : m x ~ sx est un E-isomorphisme. Bien entendu on definit un 
foncteur 

K,: Fib(E)0 ----> V-ens (4) 

en associant de plus a tout E-foncteur cartesien w: X----> Y !'application 

K,(w): K,(Y)---->K,(X), K,(w)(y,11)=(yw,11*w). (5) 
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Par ailleurs, on definit une E-categorie 

K(s) 

en prenant pour objets de projection SE Ob (E) les elements de 

{(a, a), aEOb(Fs), aElsoms(m(a), s(S))}, 
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(7) 

(8) 

pour morphismes de projection f: T ~s, f EFl(E), de source (b, /3) et 
de but (a, a) les elements de 

{cpEHom1(b,a), s(f)f3=am(cp)}, (9) 

et en composant les morphismes grace a la loi de F. Nous allons voir 
que K(s) represente lefoncteur Ks. 

Theoreme 2.5.2. Soient m: F ~Gun E-foncteur cartesien, F, GE Fib (E), 
et sEOb(~(G/E)). 

(i) K(s) est une E-categorie fibree. 

(ii) On a un E-foncteur cartesien fide le et conservatif (0 3.8.1) 

k(s): K(s)~F, k(s)(a,a)=a, (1) 

et un E-isomorphisme de foncteurs 

K(s): m · k(s)~ sK(s), K(s)(a, a)=a, (2) 

ou (a, a)EOb(K(s)s), SEOb(E). 

(iii) Pour toute XE Fib(E), !'application 

CartE(X, K(s)) ~ Ks(X), k """(k(s) k, K(s) * k), (3) 

est bijective. 

(iv) Soit i: s ~tun isomorphisme de sections de G. On a un E-foncteur 

K(i): K(s)~K(t), K(i) (a, a)=(a, i(S) a), (a, a)EOb(K(s)s), (4) 

caracterise par 

k(t) K(i) = k(s), K(t) * K(i) = iK(s) · K(s). (5) 

De plus, K(i) est une E-isomorphisme. 

2.5.2.1. Les trois premieres assertions sont aisees a demontrer. Bien 
entendu, (iv) resulte formellement de (iii). On notera que l'on peut 
definir K(i) par le morphisme de foncteurs Ks~ K 1 qu'il definit, qui est 
donne par (x, ~) vv->(x, ix~), comme on voit trivialement. 
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2.5.2.2. Pour tout X EFib(E), !'ensemble K 8(X) est !'ensemble d'objets 
d'une categorie 

Ks(X) (6) 

dont les fleches de source (x, ¢) et de but (x', O sont les E-morphismes 
x: x----> x' (de E-foncteurs cartesiens) tels que 

(7) 

(egalite entre fleches de CartE(X, G), (I 1.1.1)). On definit ainsi un foncteur 

Ks: Fib(E)0 ---->V-cat (8) 

qui, par passage aux ensembles d'objets, redonne (2.5.1 (4)). 

Corollaire 2.5.3. Sous les hypotheses de (2.5.2), on a, pour toute 
X EFib(E), un isomorphisme de categories 

CartE(X, K(s)) ~ Ks(X), (1) 

dont !'action sur les objets est donnee par (2.5.2 (3)) et qui, a toute fleche 
,c k----> k' de CartE(X, K(s)), (k, k': X ~K(s)), associe la fleche k(s) u: 
de Ks(X). 

2.5.3.1. On sait deja que (1) est bijectif sur les objets. Dire qu'il est 
pleinement fidele signifie que, pour tout couple k, k': X =t K(s) de 
E-foncteurs cartesiens et tout E-morphisme 

verifiant 
x: k(s)k---->k(s)k' 

(K(s) * k') (m * x)=K(s) * k, 

ii existe un unique E-morphisme K: k----> k' tel que 

k(s)*K=X· 

(2) 

(3) 

(4) 

La demonstration est evidente grace aux formules explicites donnant 
K(s), k(s) et K(s). 

2.5.3.2. II est immediat que les isomorphismes (1) definissent un 
isomorphisme entre foncteurs definis sur Fib(E)0 et a valeurs dans V-cat. 
Done le corollaire renforce la propriete universelle (2.5.2 (iii)). 

Proposition 2.5.4. Sous les hypotheses de (2.5.2), 
(i) Si Fest un champ et Gun prechamp, K(s) est un champ. 

(ii) Si, de plus, m: F----> G est couvrant (II 1.4.1) et conservatif (11.5.1 ), 
K(s) est une gerbe. 
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2.5.4.1. Sous les conditions de (ii), on <lira que K(s) est la gerbe des 
relevements de s relativement a m: F---> G. En faisant X = E dans l'iso
morphisme (2.5.3 (1)), on trouve un isomorphisme 

~(K(s)/E)~ K.(E), (2.5.2.2 (7)), (1) 

qui identifie la categorie des sections de K(s) a celle des relevements 
des, dont les objets sont les couples (t, -r), out est une section cartesienne 
de F et -r: mt ~ s un isomorphisme de sections cartesiennes. 

2.5.4.2. Pour prouver que K(s) est un champ, il faut montrer que, 
pour tout SEOb(E) et tout raffinement R de S, le foncteur restriction 

CartE(E18 , K(s))---> CartE(E1R, K(s)), (II 1.2.1), 

est une equivalence de categories. Or, d'apres le corollaire precedent, 
ce foncteur s'identifie au foncteur restriction K.(E15)---> K.(E1R). D'apres 
la definition de K.(*), on en deduit (i) en remarquant que le foncteur 
restriction CartE(E18 , F)---> CartE(E1R, F) est une equivalence, car F est 
un champ, et que l'analogue relatif a G est pleinement fidele, car G est 
un prechamp. 

2.5.4.3. On sait deja que k(s) est conservatif (2.5.2 (ii)). Done m · k(s) 
est conservatif si m l'est et alors K(s) est un champ de groupoi:des. Si m 
est couvrant, s se releve localement et on en deduit immediatement que 
K(s) est un gerbe. 

2.5.4.4. Soit G(s) la sous-gerbe maximale de G engendree par s 
(III 2.1.3.2). Puisque m est couvrant et conservatif, il est immediat qu'il 
existe une sous-gerbe maximale F' de F dont les objets de projection S 
sont les xEOb(F5) tels que m(x) soit localement S-isomorphe a s(S); 
de plus, m induit un morphisme de gerbes m': F'---> G'. 11 est maintenant 
clair que K (s) ne depend que m': F'---> G'. La situation generale est done 
essentiellement celle de la proposition suivante. 

Proposition 2.5.5. Soient m: F---> G un morphisme de gerbes lie par 
un epimorphisme de liens v: M--->N et sEOb(~(G/E)). Soit 

u(s): L(s)--->M (1) 

le morphisme de liens qui lie le morphisme de gerbes k(s): K(s)--->F, 
(2.5.3 (1)), ou K(s) est la gerbe des relevements des. 

(i) Le morphisme u(s) est injectif et normal (1.2.6) et v: M---> Nest un 
conoyau de u(s) (1.3.1). [On dira que la suite de morphismes de liens 

est exacte.] 
(2) 
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(ii) Le faisceau 
C(s)= Aut(s) (3) 

des automorphismes de la section s opere (III 2.2.1) sur L(s). Si l'on fait 
operer C(s) trivialement sur M, le morphisme u(s) est un morphisme 
d'objets a operateurs. 

(iii) Pour tout C(s)-torseur P, on a un isomorphisme canonique de 
liens 

(4) 

ou Ps (resp. PL(s)) designe la section de G (resp. le lien) obtenue en tordant 
s (resp. L(s)) par P (III 2.3.3). De plus, (4) identifie uts) et Pu(s). 

2.5.5.1. Notons deja que m est couvrant car v est un epimorphisme 
(2.2.6). Done K(s) est une gerbe (2.5.4) car m est conservatif puisque F 
est un champ de groupoides. Pour tout SEOb(E) et tout xEOb(K(s)s), 
par definition de K(s), la suite de groupes 

1--> Auts(x)--> Auts(k(s) (x))--> Auts(m k(s) (x)) (1) 

est exacte, d'ou l'on deduit que la suite de faisceaux de groupes 

1--> Auts(x)--> A uts(k(s)(x)) ~ Auts(m k(s) (x))--> 1 (2) 

est exacte (III 3.3.0), car on sait de plus que v: M--> N, qui represente v', 
est un epimorphisme. D'ou !'on deduit (i) car les conditions qui y figurent 
sont locales (Joe. cit.). [N. B.: par definition du lien d'une gerbe, (2) 
represente localement (2.5.5 (2)).] 

2.5.5.2. Soit i: s~ t un isomorphisme de sections de G. L'iso-
morphisme 

L(i): L(s)~L(t) (1) 

qui lie l'isomorphisme K(i): K(s) ~ K(t) (2.5.2 (4)) verifie 

u(t) · L(i)=u(s), (2) 

car on a k(t) · K(i)=k(s) (2.5.2 (5)). Retenons seulement pour !'instant 
que, si s et t sont deux sections de G, on a une application 

Isom(s, t)--> Isom(L(s), L(t)), i1--+L(i). (3) 

La formation de K(s) commute a la localisation, (c'est a dire aux change
ments de base E1s--> E, S EOb(E)), ce qui permet de localiser et de deduire 
de (3) un morphisme de faisceaux d' ensembles 

Isom (s, t)--> Isom (L(s), L(t)), (4) 
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qui, en fait, prend ses valeurs dans le sous-faisceau lsomM(L(c), L(t)) 
dont les sections sont definies par la condition (2). 

2.5.5.3. Pour s et t variables, les morphismes (4) sont compatibles 
avec les accouplements de composition definis par la composition des 
morphismes, d'ou, pour s = t, un morphisme de faisceaux de groupes 

Aut(s)----> Aut(L(s)) (5) 

quifait done operer lefaisceau de groupes C(s) sur la section L(s) du champ 
des liens. En vertu de (2), u(s) est un morphisme d'objets a operateurs si 
l'on fait operer C(s) trivialement sur M, ce qui acheve de prouver (ii). 

2.5.5.4. Pour la meme raison que plus haut, le morphisme (4) est 
compatible avec (5) et les operations definies par la composition des 
morphismes. Par definition d'un objet tordu, ceci signifie que (4) munit 
L(t) d'une structure d'objet tordu de L(s) par le Aut(s)-torseur Isom (s, t). 
En vertu de (2), on deduit de (III 2.3.3.1 (2)) que u(t) est le morphisme 
obtenu en tordant u(s) par lsom(s, t), ce qui acheve la preuve de (iii). 
C.Q.F.D. 

11 est utile de savoir reconnaitre a equivalence pres la gerbe des releve
ments des. 

Corollaire 2.5.5.5. Soient K ~ F ~ G des morphismes de gerbes 
tels que la suite de morphismes de liens 

(1) 

soit exacte, ou u lie k et ou v lie m. 

(i) 11 existe une sections de G, (unique a isomorphisme unique pres), 
et un isomorphisme 

(2) 

(ii) 11 existe une £-equivalence a: K----> K (s) entre K et la gerbe des 
relevements de s. 

(iii) L'isomorphisme 1c: L---->L(s) qui lie a verifie u(s)lc=u. 

(iv) On a une £-equivalence 

~(K/E) ~ K.(E) 

dont le but est la categorie des relevements de s. 

(3) 

D'apres (2.3.16 (ii)), puisque m k est lie par le morphisme nul, il se 
factorise canoniquement par une section de G, d'ou (i). D'apres (2.5.2 (iii)), 
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on a un morphisme a: K -K(s) defini par 

k(s) a=k K(s) * a=K. (4) 

Le morphisme A qui lie a verifie done u(s)A=u, ce qui prouve que c'est 
un isomorphisme, ce qui prouve que a est une equivalence, (2.2.6 (iii)). 
D'ou (ii) et (iii). Ceci dit, (iv) resulte de (2.5.4.1) et prouve que K est 

triviale si, et seulement si, s se releve a F. 
La proposition (2.5.5 (iii)) permet dans certains cas de calculer le 

lien de la gerbe K(s) des relevements d'une section. Ainsi: 

Proposition 2.5.6. Sous les hypotheses de (2.5.5), soient k une section 
de K(s), r= k(s) (k) son image et p: m r __::::__, s l'isomorphisme canonique 
(2.5.4.1). 

(i) On a une suite exacte de faisceaux de groupes 

1-Aut(k) ~ Aut(r) ~ Aut(s)-1 (1) 

ou a et b sont induits par les morphismes de gerbes K(s) ~ F ~ G. 

(ii) Les automorphismes interieurs de Aut(r) font operer Aut(s) sur 
lien (Aut(k)). Par l'isomorphisme 

lien(Aut(k))___:'___,L(s), (2.2.5), (2) 

ces operations s'identifient a celles de (2.5.5 (ii)). 

(iii) Pour tout Aut(s)-torseur P, on a un isomorphisme canonique 

(3) 

(iii bis) Si Aut(k) est abelien, les automorphismes interieurs de 
Aut(r) font operer Aut(s) sur Aut(k) et, pour tout Aut(s)-torseur P 

on a un isomorphisme canonique 

L(P s) __::::__, lien (P Aut(k)). (4) 

(iii ter) Supposons que Aut(k) soit central dans Aut(r). Pour toute 
section t de G, il existe sur K(t) une unique structure de Aut(k)-gerbe 
telle que k(t): K(t)-F soit lie par lien(a): lien(Aut(k))-lien(Aut(r)). 

2.5.6.1. L'exactitude de la suite (1) resulte de la definition de K(s) 

et de l'hypothese que v: M -Nest un epimorphisme (2.5.5.1). Prouvons 
(ii). D'apres (2.2.5), la suite (1) represente la suite de liens (2.5.5 (2)). 
Soit jEAut(r), soit i=mU), iEAut(mr), son image par m: F-G et soit 
enfin i'=pip- 1 son image dans Aut(s). D'apres (2.5.2(4)), l'image par 
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K(i'): K(s)_____:::____.,K(s) de la section k=(r, p) de K(s) est egale a (r, i' p). 
Or, par definition de K(s), on a un isomorphisme de sections de K(s): 

j: (r, i' p) _____:::____., (r, p). 

On a done deux morphismes de faisceaux de groupes 

Aut(r, p) ~ Aut(r, i' p) ____!__, Aut(r, p) 

(5) 

(6) 

ou pest induit par le morphisme de champs K(i') et q par l'isomorphisme 
j [q(x)=jxr 1J. D'apres (2.2.5.2), p represente le morphisme L(i') qui 
lie K(i') et q represente le morphisme identique de L(s). Le compose 
(6) represente done /'automorphisme de L(s) attache a jEAut(r) par les 
operations de (2.5.5 (ii)). Or le morphisme de gerbes k(s): K(s)--->F 
verifie k (s)(r, p) = r = k (s) (r, i' p) et, com me il est fide le, il identifie les 
faisceaux de (6) a des sous-faisceaux de groupes de Aut(r). Il est immediat 
queces trois sous-groupes soot egaux a l'imagede Aut(k)par Aut(k) ~ 
Aut(r) et que p s'identifie au morphisme identique et q au morphisme 
induit par l'automorphisme interieur defini par j, ce qui prouve (ii). 

2.5.6.2. D'apres (ii), l'assertion (iii) ne fait que repeter (2.5.5 (iii)). La 
premiere assertion de (iii bis) est triviale et la seconde en resulte par (iii) 
et le principe de compatibilite (III 2.3.11). Prouvons (iii ter). Les opera
tions de Aut(s) sur Aut(k) soot triviales, ce qui prouve par (2.5.5 (iii)) 
l'existence d'une action de lien(Aut(k)) (c'est a dire de Aut(k), (2.2.3.4)) 
sur K(s) telle que k(s) soit lie par lien(a). Toute autre action de Aut(k) 
est deduite de celle-ci par un automorphisme w de Aut(k) (2.2.1); pour 
cette nouvelle action, k(s) sera lie par lien (w) si, et seulement si, 
lien (a) - lien (w) = lien (a), ce qui entraine que west l'identite car a est un 
monomorphisme de liens puisqu'il est injectif et central (1.2.7). C.Q.F.D. 

Remarque 2.5.7. Sous les hypotheses de la proposition precedente, 
designons par 1----> A~ B ~ C---> 1 la suite exacte (1). D'apres (2.2.6), 
la suite de morphismes de gerbes 

K ( s) ~ F ~ G 

s'ecrit a equivalence pres 

TORS(E; A)~ TORS(E; B)~ TORS(E; C) 

ou a' et b' soot les foncteurs extension du groupe structural (III 1.4.6) 
definis respectivement par a et b, les sections k, r et s devenant respective
ment les sections definies par les torseurs triviaux Ad, Bd et Cd. La situa
tion generale est done essentiellement celle de la proposition suivante. 
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Proposition 2.5.8. Soient 

(1) 

une suite exacte de faisceaux de groupes (Ill 3.3.0), P un C-torseur et 
K(P) la E-categorie dont la fibre en SEOb(E) est la categorie des releve
ments a B de la restriction de P a S (III 3.2.0). 

(i) K(P) est une gerbe liee par Plien (A) (resp. lien t A) si A est abelien) 
(resp. lien (A) si C opere trivialement sur lien (A)). 

(ii) Pour qu'il existe un relevement de P a B il faut et ii suffit que 
K(P) soit triviale. 

2.5.8.1. Pour plus de precision, on definira K(P) comme la gerbe des 
relevements de P par rapport au foncteur extension du groupe structural 

TORS(E; b): TORS(E; B)--4 TORS(E; C). 

On conclut en appliquant la proposition (2.5.6), ou l'on prend pour 
k, r et s les sections definies par les torseurs triviaux. Les operations 
de C sur lien (A) qui permettent de definir Plien (A) sont alors induites 
par les automorphismes interieurs de B. 

Remarque 2.5.9. Si A est abelien, on trouve ainsi, d'apres (3.4.2) 
ci-dessous une classe d(P)E H 2 (PA) dont la nullite est necessaire et 
suffisante pour que l'on puisse « restreindre a B le groupe structural de P» 
Grace aux calculs de (3.5.4) ci-dessous, on verifie que d(P) est la classe 
definie dans [9] et [19] en topologie et dans [28] en cohomologie 
galoisienne. 

Proposition 2.5.10. (Compatibilite.) Soit 

(1) 

un diagramme de morphismes de gerbes tel que m (resp. m') soit lie par 
un epimorphisme 

v: M --4N (resp. v': M' --4N'). 

Soient encore un isomorphisme de morphismes de gerbes 

a: m' f ~gm 

et s une section de G. Posons s' =gs. 

(2) 

(3) 
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(i) II existe un unique morphisme entre les gerbes des relevements 
des et des' 

k: K(s)-K(s'), (2.5.5), (4) 
tel que le carre 

(5) 

soit commutatif et tel que (9) soit verifiee. 
(ii) On a un morphisme de suites exactes de liens 

1 - L(s) ~ M ~ N - 1 

Kl ~l ly (2.5.5 (2)) (6) 

1 - L(s') ~ M' ~ N' - 1 

ou K, <pet y lient k,f et g. 

(iii) Soit c: C(s) - C(s') le morphisme induit par g sur les faisceaux 
d'automorphismes de s et s'. Le morphisme K est compatible avec c et 
les operations de C(s) sur L{s) et C(s') sur L(s'), (2.5.5 (ii)). 

(iv) Si f et g soot des equivalences, il en est de meme de k, et K, <p et y 
soot des isomorphismes. 

2.5.10.1. Par la propriete universelle de K(s'), (2.5.2 (iii)), pour definir 
un morphisme k: K(s) - K(s'), il suffit de trouver, pour toute E-categorie 
fibree X une application 

k(X): K.(X)-Ks.(X), (2.5.1 (3)), (7) 

de sorte que les k(X) forment un morphisme de foncteurs. II est immediat 
que 

k(X) (x, ~) = (f x, (g *~)(au)) (8) 

convient. D'ou (i), le morphisme k etant caracterise par la commutativite 
de (5) et la relation 

(9) 

2.5.10.2. Par definition, u(s) lie k(s) et (ii) resulte done de la commuta
tivite de (5) et du fait que (1) est commutatif a isomorphisme pres, (2.3.4). 

2.5.10.3. Pour prouver (iii), par definition, (III 2.2.1 ), il suffit de montrer 
que, pour tout isomorphisme i: s-s, si i'=g*i, i': s' -s', est l'image 
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de i par g, on a 
L(i') · K= K. L(i), (10) 

ou L(i) lie K(i): K(s)-K(s), (2.5.2). Pour cela ii suffit de verifier que 
k. K(i)=K(i'). k. Par la propriete universelle de K(s'), ii suffit de verifier 
que, pour toute XEFib(E), et tout (x, e)EK.(X), on a 

(f x, (g*(ix e}) (au))=(f x, (i' x) (g* e)(a u)), (11) 

(cf. (8), (2.5.2 (4)), et (2.5.1 (2))). 
En notant p: X - E la projection, ii suffit done de prouver 

qui est une relation classique. 

2.5.10.4. Si f et g sont des equivalences, <p et y sont des isomorphismes, 
done aussi K, done k est une equivalence. 

Proposition 2.5.11. (Compatibilite avec le produit.) Soient deux 
morphismes de gerbes m;: F; - G;, lies par des epimorphismes de liens 
v;:M;-N;, i= 1, 2etsoients;EOb(Lim(G;/E))dessections. Lemorphisme -de gerbes 

m: F-G egala m1XEm2: F1xEF2-G1xEG2 (1) 

est lie par l'epimorphisme v: M-N, v=v1 xv2 , (1.4.1(3)). De plus, si 
S = (s1, S2) designe la section de G definie par la propriete universelle 
du produit fibre, on a des diagrammes commutatifs 

K ( s) ~ F ~ G 

p,l 1,l lg,, i=l,2, (2) 

dans lesquels J; et g; sont !es projections. Les P;, i = 1, 2, induisent un 
E-isomorphisme 

(3) 

2.5.11.1. La premiere assertion resulte de (2.2.8), etant entendu que 
v est un epimorphisme car ii en est ainsi localement comme on voit 
par reduction au cas ou Jes liens sont representables. Les diagrammes (2) 
sont ceux de (2.5.10) et enfin la derniere assertion resulte immediatement 
du calcul des K(s) (2.5.1). 

2.5.11.2. Appliquant a nouveau (2.2.8), on voit done que Jes mor
phismes qui lient Jes P; induisent un isomorphisme de liens L(s) ~ 
L(s1) x L(s2 ) et que u(s) est egal a u(s1) x u(s2 ) (2.5.5 (1)). 
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§ 3. L' ensemble H 2 (L) attache a un lien L 

3.1. Definition, «fonctorialite» 

Definition 3.1.1. Soient E un U-site et L un U-lien. On designera par 

(1) 

!'ensemble des classes a L-equivalence pres (2.2.7) de L-gerbes (2.2.2.1). 
On <lira qu'une classe est neutre si l'un (done chacun) de ses representants 
admet une section; on design era par 

(2) 

le sous-ensemble de H 2 (L) dont les elements sont les classes neutres. 
Si H 2 (L) est non vide, on <lira que Lest realisable. Pour tout SEOb(E), 
on designera par 

(3) 

les ensembles H 2 (E1s, I!) et H 2 (E1s, Ls)' ou Ls designe la restriction 
(1.1.13) de L au site obtenu en munissant E1s de la topologie induite 
(0 3.1.4). 

3.1.1.1. D'apres nos conventions, (13.1), une L-gerbe est un element 
de l'univers V. On en deduit que H 2 (L)EW, pour tout univers W tel 
que VE W. Nous verrons plus bas que H 2 (L)E U (3.4.4). 

3.1.1.2. Soit P une L-gerbe dont la classe est neutre (si E admet un 
objet finale, cela signifie egalement que la categorie fibre P,, est non vide). 
Soit s une section cartesienne de P. D'apres (2.2.5), on a un isomorphisme 
canonique lien(Aut(s))~L qui fait done de Aut(s) un representant 
de L. Inversement, soit (A,u: lien(A)~L) un representant de L. La 
gerbe TORS(E, A) des A-torseurs est munie canoniquement d'une structure 
de L-gerbe. En effet, sis designe la section definie par le A-torseur trivial 
Ad, les translations a gauche de A definissent un isomorphisme A~ A ut (s), 
d'ou la conclusion par (2.2.5). Par suite: 

Proposition 3.1.2. Pour qu'un lien L soit representable (1.2.1) il faut 
et il suffit que H 2 (L)' =H'-

Nous verrons plus bas, (3.2), une description de H 2 (L)' et une condi
tion pour qu'il soit non vide. 

Definition 3.1.3. Soient E un U-site et A un U-faisceau de groupes 
sur E. On pose 

(1) 
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ou L = lien (A) designe le lien represente par A. On appelle classe unite 
celle de la gerbe A-torseurs. On notera que la classe unite est neutre. 

Remarque. Si u: L~M est un morphisme de liens tel que L soit 
realisable (par exemple le lien unite) et tel que M ne le soit pas, il n'existe 
pas d'application H 2 (L) ~ H 2 (M). Done H 2 (L) n'est pas fonctoriel en L. 

Definition3.1.4. («Fonctorialite».) Soit u: L~M un morphisme de 
liens sur E. Soient pEH2 (L) et qEH2 (M). On notera 

(1) 

la relation « il existe des representants Pet Q de p et q et un u-morphisme 
m: P~Q». 

3.1.4.1. Cette propriete est evidemment independante des represen
tants choisis (2.3.12). On designera par 

(2) 

la correspondance ainsi definie. Si A et B sont deux faisceaux de groupes 
tels que L=lien(A), M =lien(B), on notera 

(2 bis) 

la correspondance (2). Si, de plus, a: A~ B est un morphisme de faisceaux 
de groupes tel que u=lien(a), on ecrira 

(2 ter) 

au lieu de (1) et (2). Dans ce cas, on a 

a~ /3, (3) 

ou ry_ et f3 sont les classes unite de H 2 (A) et H 2 (B). En effet, le foncteur 
extension du groupe structural 

TORS(E;a): TORS(E;A)~TORS(E;B), (III 1.4.6(1)), 

est lie par u=lien(a). 

3.1.4.2. On notera que, si p est neutre et si p ~ q, alors q est neutre. 
De plus, si v: M ~Nest un morphisme de liens, sip~ q et si q------"---<, r, 
on a p ~ r. Enfin, si u est le morphisme identique de L, le graphe de 
la correspondance u< 2> est celui de !'application identique de H 2 (L), 
comme il resulte aussitot de la definition. 
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3.1.4.3. Prenons pour u le morphisme unite 1: 1 ---+ L. On a H 2 (1) = 
H 2 (1)' = {e}, ou e est la classe de la categorie base E liee par 1 de maniere 
evidente. En effet, pour toute 1-gerbe P, la projection P---+ E est bi
couvrante, done une equivalence (II 1.4.1 et 5). De plus, pour tout 
pEH2 (L), la relation e~ p equivaut a pEH2 (L)'. En effet, si Pest un 
representant de p, un morphisme E---+ P lie par le morphisme unite est 
simplement une section de P. 

Remarque 3.1.4.4. On a en fait une structure plus riche que la relation 
d 2 J ci-dessus, a savoir un accouplement 

que l'on etudiera ci-dessous (3.3.8). On notera que le graphe de la relation 
u< 2 > est l'image inverse par h de l'ensemble des classes neutres H 2 (Cu)'. 

Proposition 3.1.5. (« Fonctorialite ».) Soit u: L---+ M un morphisme 
de liens sur E tel que: 

(a) le morphisme naturel CM---+ Cu du centre de M dans le centrali
sateur de u (1.5.4 (5)) est un isomorphisme, 

(b) M est realisable ou bien L ne !'est pas. 
Alors la relation (3.1.4 (1)) est fonctionnelle en p. De plus, !'application 

ainsi definie, notee 
u< 2 >: H 2 (L)---+H 2 (M), 

applique H 2 (L)' dans H 2 (M)'. 

(1) 

3.1.5.1. Nous demontrerons plus bas (VI 2.4) que la condition (b) 
est consequence de (a). En revanche, la condition (a) est fort raisonnable, 
cf. (2.3.17). 

3.1.5.2. Si v: M---+ N est un morphisme de liens et si u, v et vu verifient 
Jes conditions (a) et (b), on a evidemment 

(2) 

3.1.5.3. La seconde assertion est evidente (3.1.4.2). Pour prouver la 
premiere on peut supposer que H 2 (L)=t=P et, d'apres (b), choisir une M
gerbe Q. Soit alors pEH2 (L). D'apres (a) et (2.3.15 (ii)), il existe au plus une 
classe qEH2 (L) telle que p~ q. Montrons qu'il en existe une et pour 
cela choisissons un representant P de p, une M-gerbe Q, et posons 
H = HOMu(P, Q). D'apres (2.3.2), le lien de H est A ou !'on a pose 
A= Cu~ CM, lequel est un lien abelien. Pour toute A-gerbe X, on a, 
d'apres (2.4.6 (ii)), une A-equivalence HOMu(P, Qf X)~Hf X et, 



250 Chapitre IV. Liens et Gerbes. (Cohornologie de degre 2) 

d'apres (2.3.5), il suffit done de trouver une A-gerbe X telle que H 1-.. X 
soit neutre. Soit T la gerbe des A-torseurs; d'apres (2.4.5 (i)), ou l'on 
rem place C et CL par A, il existe une A-equivalence 

A 
H AHOMA(H, T)-T (3) 

et, puisque Test neutre, on conclut en prenant X = HOMA (H, T). 

Corollaire 3.1.6. Les conditions (a) et (b) de (3.1.5) sont verifiees si 
u: L-M est surjectif(c'est-a-dire un epimorphisme, (1.3.4)). 

3.1.6.1. Pour (a) cela est clair et (b) resulte de (2.3.18). 

3.1.6.2. Si u: L-M est un isomorphisme, !'application u< 2>: H 2 (L)
H2 (M) est l'isomorphisme obtenu par transport de structure. En effet, 
si P est une L-gerbe et si a: L n - liau (P) est l'action de L sur P qui la 
lie, [(2.1.4)et(2.2.l), ou n: P-E est la projection], son image par transport 
de structure est P sur laquelle M agit par a-(u- 1 •n): Mn-liau(P). 
D'ou la conclusion, en notant que le morphisme identique de P est un 
u-morphisme. 

Corollaire 3.1.7. Soient L un lien, Z son centre et v: Z - Z' un mono
morphisme de liens abeliens. Le morphisme naturel 

(1) 

verifie les conditions (a) et (b) de (3.1.5). De plus si Pest une L-gerbe et 
si pEH2 (L) est sa classe, l'image de p par !'application 

u< 2>: H2 (L)-H 2 (E) (2) 

est la classe de P 'f-. T, ou Test une Z' -gerbe triviale. 

3.1.7.1. Le morphisme (1) est le compose 

L~LxZ'~LXZ' 
' 

(3) 

ou n est la projection (1.6.1.2 (3)). D'apres (1.6.6) le centralisateur de u 
est le centre de E, et il est egal a Z', d'ou (a). Par ailleurs, si s est unt> 
section de T [on peut prendre pour T la gerbe des A'-torseurs, ou A' 
est un representant de Z'] le compose 

p idp,S) p X T ~ P" T 
E ' 

(4) 

ou m est la projection (2.4.1 (2)), est lie par (3) d'apres (2.2.8), ce qui 
acheve la demonstration. 
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Corollaire 3.1.8. Les conditions (a) et (b) de (3.1.5) soot verifiees si M 
est abelien. Si P est une L-gerbe, l'image de la classe p de P par l'applica-
tion 

(1) 

est la classe de P X T, ou Test une M -gerbe triviale. 

Le produit contracte PX T est effectue comme il est dit dans (2.4.3) 
et la conclusion resulte de (2.4.5 (ii bis)), car la premiere assertion est 
evidente. 

Corollaire 3.1.9. Soient L1 et L 2 deux liens. Les projections du produit, 
p;: L1 x L2 -+ L;, (i = 1, 2), soot surjectives et !'application 

(1) 

dont les composantes soot les p)2l, (3.1.5 (1)), est bijective et induit une 

bijection rJ.': H 2 (L1 x L2 )'----':...+ H 2 (L1)' x H 2 (L2 )'. (2) 

3.1.9.1. Par reference au cas des faisceaux (1.4.1), on prouve aisement 
que les P; soot surjectives, ce qui definit (1) par (3.1.6). Inversement, si P; 
est une L;-gerbe, (i = 1, 2), le produit fibre P = Pi x Pi est une gerbe que 

E 

!'on lie canoniquement par L1 x L 2 en imposant que Jes projections de P 
soient liees par celles de L1 x L2 , (2.2.8). On definit ainsi une application 

(3) 

et, par definition de (1), le compose f3 rJ. est l'identite. II en est de meme du 
compose rJ. /3, par la propriete universelle du produit fibre de gerbes et 
par celle du produit de liens. Done (3) est la bijection inverse de (1). 

3.1.9.2. Par (3.1.5), on sait deja que (1) induit une application (2) et 
ii reste a montrer que celle-ci est bijective. II suffit de montrer que f3 
respecte Jes ensembles de classes neutres. Ceci est clair, car, sous Jes 
hypotheses de (3.1.9.1), on a un isomorphisme 

Lim(Pi x Pi,)---':..+ Lim(Pi) x Lim(Pi,), 
+-- E +-- +--

(propriete universelle du produit fibre). 

Corollaire 3.1.10. (Produit contracte.) Soient u: C-+ L et v: C-+ M 

deux morphismes de liens tels que le produit contracte L ~ M existe 
(1.6.1). La projection n: L x M-+ L ~ M etant surjective on a une applica-
tion 

(1) 



252 Chapitre IV. Liens et Gerbes. (Cohomologie de degre 2) 

ou f3 est la bijection inverse de (3.1.6 (1)), (c'est-a-dire (3.1.6.1 (3)). Soient 
pEH2 (L) et qEH2 (M). £image de (p, q) par (1) est la classe du produit 

contracte P 1- Q, (2.4.1), ou P et Q sont des representants de p et q. 

En effet, par definition du produit contracte, on a un n-morphisme 

-ro: P ~ Q- P 7' Q et la conclusion resulte de la definition de (1). 

3.2. La gerbe des representants d'un lien L; description de l'ensemble 
H 2 (L)' des classes neutres 

3.2.1. Soit L un lien, on appellera gerbe des representants de L et on 
notera 

REP(L) (1) 

le gerbe des relevements (2.5.4) de L relativement au morphisme de 
champs [qui va du champ des faisceaux de groupes dans celui des liens]. 

lien(E): FAGRSC(E)-LIEN(E), (1.1.5(5)), (2) 

ce qui est licite, car Lest par definition une section cartesienne de LIEN (E) 
et car (2) est fidele et conservatif d'apres (1.1.7). Par ailleurs, on notera 

Rep(L) (resp. Rep(L)) (3) 

la categorie des representants de L (1.2.1) (resp. son ensemble d'objets). 

Proposition 3.2.2. Soit L un lien. 
(i) REP(L) est une gerbe et on a une equivalence 

Rep(L) ~ !d!!!(REP(L)/E). (1) 

(ii) REP(L) est liee par le quotient lnt(L) de L par son centre (1.3.1 
et 1.5.3). 

(iii) Pour toute L-gerbe (F, a), ou a definit !'action de L sur F, (2.2.2.2), 
on a un morphisme de gerbes 

F _,, REP(L), (x/S)vv-.(Auts(x), a(x)- 1), (2) 

lie par la projection L- I nt(L). 

3.2.2.1. L'assertion (i) resulte de (2.5.4.1) et (II 3.4.2 (i)). Prouvons (ii). 
Par definition de REP(L) (2.5.1), un objet de REP(L) de projection 
SEOb(E) est un faisceau de groupes A sur le site E1s muni d'un isomor
phisme 

u: lien(A)~E. (3) 
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Autrement <lit, (A, u) est un representant (1.2.1) (1.1.13) de la restriction JJ 
de La S (1.1.13). 11 est immediat que les automorphismes de (A, u) sont 
simplement les automorphismes interieurs de A (1.1.7). Autrement <lit, 
on a un morphisme de Groupes 

Int(A): A-+ Aut(A, u) (4) 

qui identifie son but au quotient de A par son centre. D'ou, par passage 
aux liens, des morphismes 

JJ ~ lien (A)-+ lien (Aut(A, u)). (5) 

D'apres (1.5.3 (ii)) et (1.3.1 (iii)), leur compose identifie son but au 
quotient de JJ par son centre. Pour prouver (ii), il reste a montrer que 
les morphismes (5) definissent une action de L sur la gerbe REP(L), 
(2.1.4), (2.2.2.2), autrement dit un morphisme de morphisme de champs. 
Ceci resulte immediatement du fait que les morphismes (4) definissent 
un morphisme entre les morphismes de champs 

REP(L)=tFAGRSC(E) 

(A,u)""'A et (A,u),,,,..Aut(A,u). 

(6) 

3.2.2.2. 11 reste a prouver (iii). Si F est une L-gerbe, on a un morphisme 
de champs AUT(F): F--+ FAGRSC(E), (2.1.1 (1)), et, par definition du 
lien de F, un isomorphisme a: L-f~lien-AUT(F), (2.1.4), ou 
f: F--+ E est la projection de F. Par la propriete universelle de REP(L), 
(2.5.2 (iii)), on en deduit un morphisme de gerbes 

<p: F--+REP(L). (7) 

En explicitant, on trouve que celui-ci associe a tout xE0b(F8), SEOb(E), 
le representant (Aut8 (x), a(x)- 1 ), a(x): JJ ~ lien (Aut8 (x)), de JJ defini 
par le fait que L est le lien de F, (2.2.2.2). Enfin, (7) fait operer L sur 
REP(L), (2.2.3.2), et il reste a prouver que cette action est celle decrite 
plus haut, ce qui est immediat. 

Corollaire 3.2.3. Si L est un lien, le quotient lnt(L) de L par son 
centre est realisable. 

On notera 
(1) 

la classe de la gerbe des representants de L. 

Corollaire 3.2.4. Soient L un lien, lnt(L) le quotient de L par son 
centre et .A.: L--+ lnt(L) la projection. 
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(i) Les conditions suivantes sont equivalentes. 
(a) L est representable. 
(b) H 2 (L)',j=~. 
(c) rLEH2 (Int(L))'. 
(ii) Sous les conditions de (i), l'image de l'application 

J< 2 >: H 2 (L)----+H2 (Int(L)), (3.1.6), 

est egale a {rd. De plus, lnt(L) est representable. 

(1) 

L'equivalence de (a) et (b) a ete vue dans (3.1.2), celle de (a) et (c) 
est evidente (3.2.2 (i)). La premiere assertion de (ii) resulte de (3.2.2 (iii)) 
et (3.1.6); la seconde resulte de (1.5.3 (ii)) et (1.3.1 (iii)). 

Lemme 3.2.5. Soient Aun faisceau de groupes et Pun A-torseur. On 
designe par 

i: lien (A)~ lien (ad (P)) (1) 

l'isomorphisme de liens obtenu par (2.2.5), en identifiant A (resp. ad (P)) 
au faisceau des automorphismes de la section de la gerbe des A-torseurs 
definie par le torseur trivial (resp. par P). 

(i) le morphisme de gerbes 

Bp: TORS(E,A)----+TORS(E,ad(P)), 8p(Q)=Q1-P0 , (2) 

de (II 2.6.1) est lie par i. 
(ii) Soit L=lien(A). La section (ad(P), i- 1) de la gerbe des represen

tants de L s'obtient en tordant par le A-torseur P la section (A, idL)-

3.2.5.1. L'isomorphisme (1) s'explicite comme la section image du 
compose 

P~ lsomA(Ad, P)~ lsom(A, ad(P)) 

~ Isom (lien (A), lien (ad (P))), 
(3) 

ou TC est l'isomorphisme de (III 1.2.7 (i)), j le morphisme «defini par la 
formule» j(x)(a)=xax- 1 et J le morphisme induit par le morphisme 
de champs lien. En effet, par definition du lien d'une gerbe, (1) est la 
section image du compose Jj et, par ailleurs, TC est un isomorphisme. 

3.2.5.2. Le compose j TC est le morphisme qui munit ad (P) d'une 
structure d'objet tordu de A par P dans le champ des faisceaux de 
groupes (1112.3.7). Par definition de la gerbe REP(L), le fait que le 
compose (3) ait pour image i signifie done que j TC munit ( ad (P), i- 1) 
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d'une structure d'objet tordu de (A, idL) par P dans la gerbe REP(L), 
ce qui prouve (ii). 

3.2.5.3. II reste a prouver (i). Comme on l'a deja remarque (3.1.1.2), 
la gerbe TORS(E, A) (resp. TORS(E, ad(P))) est liee par lien(A) (resp. 
lien(ad(P))), ce qui donne un sens a (i). D'apres (III 2.6.1), on a 0p(P)= 
ad (P)d et le morphisme induit par e P sur les faisceaux d'automorphismes 
n'est autre que l'identite de ad (P). Ceci prouve (i), par definition de i et 
par (2.2.5.2). 

Proposition 3.2.6. Soit L un lien. 
(i) En associant a tout representant (A, u) de L la gerbe des A-torseurs, 

liee par L comme ii est dit dans (3.1.1.2), on definit une application 
surjective 

Cl(Rep(L)) ~ H 2 (L)' (1) 

dont la source est l'ensemble des classes a isomorphisme pres de represen
tants de L. 

(ii) Pour que deux representants (A, u) et (B, v) de L definissent la 
meme classe dans H 2 (L)' ii faut et ii suffit qu'il existe un A-torseur P 
tel que (B, v) soit isomorphe au representant P(A, u) de L obtenu en 
tordant (A, u) par P (3.2.5 (ii)). 

(iii) Pour tout representant (A, u) de L, on a une suite exacte d'en
sembles pointes 

H 1 (A) ~ H1 (I nt(A)) ~H2 (A)' ~ 1, (2) 

ou a< 1> est deduite de a: A~ lnt(A) et ou t est deduite de (1) grace a 
l'isomorphisme canonique 

Cl (Rep (L))----==--. H 1 (1 nt(A)) 

obtenu en notant que lnt(A)= Aut(A, u). 

(3) 

3.2.6.1. Notons que (iii) est une consequence immediate de (i) et (ii), 
(Ill 2.5.2). Par ailleurs, (1) est surjective car pour toute L-gerbe G munie 
d'une sections, on a une equivalence m: G ~ TORS(E, A), A= Aut(s), 
(III 2.2.6). Or, par construction, m(s) est la section definie par le torseur 
trivial Ad et le morphisme induit par m sur les faisceaux d'automorphismes 
est l'identite de Aut(s). Done m est une L-equivalence. 

3.2.6.2. Prouvons (ii). D'apres (3.2.5 (i)), la condition est suffisante 
car le foncteur torsion par P, note eP, est un L-morphisme. Elle est 
necessaire. En effet, si 

m: TORS(E,B)~TORS(E,A) 
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est une equivalence, le foncteur m induit un isomorphisme t: B----+ ad (P), 
ou P=m(Bd). De plus, d'apres (2.2.5.1), m est lie par le morphisme uF 1 

lien(t)v- 1, ouj: lien(A)~lien(ad(P)) est le morphisme de (3.2.5(i)). 
Pour que m soit une L-equivalence, il faut et il suffit que uF 1 lien (t) v- 1 = 
idL, ce qui, d'apres (3.2.5 (ii)) signifie que t identifie (B, v) et le representant 
obtenu en tordant (A, u) par P. 

3.3. Comparaison entre la cohomologie d'un lien et celle de son centre 

3.3.1.1. En vertu de (3.1.8), on definit un foncteur j:;ab----+ W-ens, 
(ou W est un univers tel que VE W, cf. (3.1.1.1)), en associant a tout 
faisceau de groupes abeliens A !'ensemble H 2 (A). De plus, d'apres (1.4.1) 
et (3.1.9), ce foncteur commute aux produits finis. Tout objet de j:;ab 
etant muni canoniquement d'une structure de groupe dans cette categorie, 
il en resulte que le foncteur ci-dessus se factorise canoniquement en un 
f oncteur additif 

j:;a b ---> w - a b' (1) 

3.3.1.2. Nous expliciterons ci-dessous (4.3.4) un isomorphisme 
canonique entre ce foncteur et le second foncteur derive de A~ H 0 (E, A). 

Proposition 3.3.2. Soit A un faisceau de groupes abeliens et soit 
L=lien(A). L'ensemble H 2 (A)=Hz(L), (3.1.3), est muni d'une loi de 
groupe abelien (notee additivement) dont !'element neutre est la classe 
unite. De plus, si P et Q sont deux L-gerbes et si p et q sont leurs classes 
dans Hz (A), on a ce qui suit. 

(i) p + q est la classe du produit contracte P 1- Q (2.4.3), 
(ii) q- pest la classe de HOML(P, Q), (2.3.2), 
(iii) - p est la classe de l'opposee de P, (2.1.7), et aussi celle de 

HOML(P, TORS(£, A)). 

3.3.2.1. La loi de groupe etant definie par la fait que A~ Hz (A) 
commute aux produits finis, la somme p + q est !'image de (p, q) par le 
compose 

(1) 

ou m: A x A ----+ A est le morphisme dont !'action sur les sections est 
definie par m(x, y) = x + y. D'ou (i), par definition du produit contracte 
P 1- Q, (2.4.3), et par (3.1.10). On en deduit (ii) par (2.4.5 (i)), ou l'on prend 
pour u le morphisme identique de L. 

3.3.2.2. Si O designe l'objet nul de j:;ab, !'element neutre du groupe 
Hz (A) est !'image de !'application Hz (0)----+ Hz (A) associee au morphisme 
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nul o-A. D'apres (3.1.4.3), c'est la classe unite de H 2 (A) et celle-ci est 
la seule classe neutre (3.1.4.3). 

3.3.2.3. La seconde assertion de (iii) resulte de (ii) et du fait que la 
classe de TORS(£, A) est !'element neutre du groupe H 2 (A). La premiere 
assertion resulte de (2.1.7.2), car - p est !'image de p par !'application 
s< 2>: H 2 (A)-H 2 (A), ou s: A-A, s(x)= -x, est la symetrie. 

3.3.2.4. On remarquera que l'explicitation de la structure de groupe 
de H 2 (A) ne fait intervenir que le lien L represente par A. Or, d'apres 
(1.2.3), le foncteur lien: Fagr - Lien induit une equivalence entre la 
categorie jj;ab des faisceaux de groupes abeliens et celle des liens abeliens. 
La proposition precedente est done valable sans changement pour un 
lien abelien L. Pour le voir en evitant les arguments «fonctoriels » 
utilises jusqu'ici, on definira pour tout lien abelien Lune Joi de composi
tion sur H 2 (L) par le procede de (i) et l'on prouvera que c'est une loi 
de groupe abelien en modifiant legerement le raisonnement ci-dessus et 
en utilisant de plus (2.4.2) et (2.4.5 (ii bis)). Si l'on adopte ce point de vue, 
on devra encore verifier que, si u: L- M est un morphisme de liens 
abeliens, /'application 

u(2): H 2 (L)-H 2 (M), (3.1.8), (2) 

est un morphisme de groupes, ce qui resulte de (2.4.2 (ii)). Bien entendu, 
cette verification est inutile du point de vue que nous avons adopte. 

Theoreme 3.3.3. Soient L un lien et C son centre. 
(i) L'application 

H 2(C)xH2(L)-H2(L), (x,p)Hxp, (1) 

(ou x pest la classe du produit contracte XX- P, X et P etant des represen
tants de x et p), fait operer le groupe abelien H 2 ( C) librement et transi
tivement sur H 2 (L). 

(ii) Soient P et Q deux L-gerbes, p et q leurs classes dans H 2 (L) et 
hE H 2 ( C) la classe de HOML (P, Q) (2.3.2 (iii)). On a 

hp=q. (2) 

3.3.3.1. Soit c: C - L le morphisme nature! (1.5.3). D'apres (1.6.2), 
le morphisme c + idL: C x L-L identifie L et le produit contracte 
C X- L, ce qui donne un sens a (1) par (3.1.10). D'apres (2.4.3) et (3.3.2 (i)), 
!'application (1) fait operer H 2 ( C) sur H 2 (L). D'apres (2.4.5 (iii bis)), 
H 2 ( C) opere librement. Enfin, (2.4.4) prouve (ii) qui assure que H 2 ( C) 
opere transitivement. 
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Coro Ilaire 3.3.4. Soit u: L _,, M un morphisme de liens qui respecte 
les centres et soit v: C _,, D le morphisme induit par u sur les centres 
(1.5.6). 

(i) Si pEH2 (L), qEH2 (M), xEH2 (C) et sip~ q, on a 

x p~ yq, ou y=v<2 >(x). (1) 

(ii) Si, de plus, u verifie les hypotheses de (3.1.5), on a 

u<2 >(xp)=v<2>(x)u< 2>(p), xEH2 (C), pEH2 (L). (2) 

3.3.4.1. Prouvons (i). Soient P, Q, X, Y, des representants de p, q, x et y. 
Par hypothese, il existe un u-morphisme m: P _,, Q et un v-morphisme 
n: X _,, Y, d'ou un (u x v)-morphisme n x m: Xx p_,, Y x Q. Par la 

E E E 

« propriete universelle » du produit contracte (2.4.1 (iii)), on en deduit un 
u-morphisme X 1' P _,, Y ~ Q, ce qui prouve (1 ). 

3.3.4.2. Bien entendu, (ii) en resulte immediatement et signifie que 
l'application u< 2> est compatible avec v< 2> et les operations de (3.3.3). 

Remarque 3.3.5. Soit u: L_,, Mun epimorphisme de liens. Par (3.3.4 (ii)), 
l'etude de la surjectivite de l'application u< 2 >: H 2 (L)_,,H2 (M), (3.1.6), 
est ramenee a celle de l'application v<Z): H2 ( C) _,, H2 (D), OU V: C _,, D 
est le morphisme induit par u sur les centres, et a la question «si M est 
realisable, en est-il de meme de L?». Par (VI 2.3) et (3.4.2), ces questions 
sont ramenees a des questions d'algebre homologique commutative. 

Remarque 3.3.6. Soit u: C _,, L un morphisme central. Le produit 
contracte C 1' L etant identifie a L par (1.6.2), on a, d'apres (3.1.10), une 
application 

(x, p) _,, X p, (1) 

qui, lorsque C est le centre de L definit les operations de (3.3.3) et qui, 
lorsque C = L (done L est abelien), definit la loi de groupe de H 2 (L). Si 
c: C _,,CL est le morphisme naturel de C dans le centre de L, par as
sociativite du produit contracte (2.4.3 (1)), on a: 

(2) 

ce qui montre que, si C est abelien, ce qu'on n'avait pas suppose 
jusqu'ici, (1) fait operer le groupe H 2 (C) sur H 2 (L). 

Corollaire 3.3.7. Soit u: C _,, L un morphisme central. Soient xEH2 ( C) 
et pEH2 (L). 
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(i) X ~ X p equivaut a pE H 2 (L)'. 
(ii) Si xEH2 (C)', on a xp=p. 

Resulte de (2.4.5 (ii bis)) et (2.4.5 (iii bis)). 
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Proposition 3.3.8. Soit u: L--4 M un morphisme de liens et soit Cu le 
centralisateur de u (1.5.1). 

(i) 11 existe une application 

H 2 (L)xH2 (M)--4H2 (Cu), (p,q)~(q:p), (1) 
u 

telle que, si P et Q representent p et q, la Cu-gerbe Homu(P, Q), (2.3.2), 
represente (q: p). 

u 

(ii) Soit xEH2 (CL), ou CL est le centre de L, et soient pEH2 (L), 
qEH2 (M). On a 

(q: xp)=x- 1 · (q: p) (2) 
u u 

ou le produit du second membre est defini par le morphisme CL --4 Cu de 
( 1.5.4 (5)), qui est central. 

(iii) Soit yEH2 (CM), ou CM est le centre de M, soient pEH2 (L) et 
qEH2 (M). On a 

(yq:p)=y(q:p) (3) 
u u 

ou le produit du second membre est defini par le morphisme central 
CM--4 Cu de (1.5.4 (5)). 

(iv) Si u est central et L abelien, on a 

(4) 

3.3.8.1. D'apres (2.3.12), la classe de HOMu(P, Q) ne depend que de 
celles de Pet Q, d'ou (i). Les assertions (ii) et (iii) resultent de (2.4.6) d'ou 
(iv), par (3.3.6 (2)). 

3.3.8.2. Si qEH2 (M), on a done une application 

p~(q:p), (5) 
u 

et p ~ q equivaut cl Uq(p)E H 2 (Cu)'. 
N ota: on a note multiplicativement les groupes H 2 (CL) et H 2 (CM) et 

par un point leurs actions sur H 2 (L) et H 2 (M). 

3.4. Cohomologie abelienne 

Nous allons prouver que, pour tout faisceau de groupes abeliens A, 
le groupe H 2 (A) defini en termes de gerbes coincide avec celui que 
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l'on definit en algebre homologique, lequel sera provisoirement note 
H;(A). 

3.4.1. Soit E un U-site. D'apres (3.3.1.1) on a un foncteur additif 

H 2 (*): Eab ~ W-ab, (1) 

ou Eab est la categorie des faisceaux de groupes abeliens sur E et ou, pour 
tout AEOb(Eab), H 2 (A) designe !'ensemble des classes a A-equivalence 
pres de A-gerbes (2.2.3.4). (On rappelle que V et W sont des univers, 
EE V, U E VE W.) Par ailleurs, pour toute suite exacte 

(2) 

de Eab et tout C-torseur P, la gerbe K(P) des relevements de Pa B (2.5.8) 
est liee par A, !'action de A sur K(P) etant caracterisee (2.5.6 (iii ter)) par 
la condition que le morphisme nature! k(P): K(P) ~ TORS(E, B) soit 
lie par lien(a). II resulte done de (2.5.5.2) que la classe de K(P) dans 
H 2 (A) ne depend que de la classe a isomorphisme pres de P. Autrement 
dit, on a une application 

(3) 

3.4.1.1. Nous allons demontrer que Jes applications (3) permettent de 
prolonger le i5-foncteur exact (H0 , H1) de (Ill 3.5.4) en un i5-foncteur exact 
limite aux degres 0, 1 et 2. Considerons un diagramme commutatif de 
Eab dont Jes lignes sont exactes 

o~ A~ B ~ c~o 
ul vl wl (1) 

o~A' ~B' ~ c ~o. 

Le carre ci-dessous est alors commutatif 

(2) 

ou d et d' sont Jes cobords attaches aux lignes de (1). 
En effet, ceci resulte de (2.5.10), ou !'on prend pour (2.5.10(1)) le dia

gramme induit par Jes foncteurs extension du groupe structural definis 
par b, w, v et b'. II resulte formellement de ceci que, pour toute suite 
exacte telle que (3.4.1 (2)), !'application (3.4.1 (3)) est un morphisme de 
groupes: utiliser le fait que H 1 et H 2 sont des foncteurs additifs (cf. 3.3.2.1). 
Pour achever notre premier pas, ii reste a prouver que, pour toute suite 
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exacte (3.4.1 (2)), la suite de morphismes de groupes abeliens 

H1(B) ~ H1( C) ~ H 2 (A)~ H2 (B) ~ H2 ( C) 
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est exacte. Bien entendu, on sait deja que la dite suite se prolonge sur la 
gauche en une suite qui est exacte jusqu'a H1 ( C) (III 3.5.5). 

3.4.1.2. L'exactitude en H1( C) resulte de la definition de d (2.5.8). Le 
compose a< 2> d est nul. En effet, pour tout C-torseur P, le morphisme 
k(P): K(P)~ TORS(£, B) est lie par lien(a), par definition meme de la 
structure de A-gerbe de K(P). Par definition de a<2 >, ceci signifie que 
l'image de la classe de K(P) par a< 2> est la classe de TORS(£, B) laquelle 
est nulle (3.3.2). Pour prouver l'exactitude en H2 (A), il reste a montrer 
que, si K est une A-gerbe et k: K ~ TORS(£, B) un a-morphisme, la 
classe de P appartient a l'image de d, ce qui resulte de (2.5.5.5), etant 
entendu qu'une suite exacte de liens abeliens est la meme chose qu'une 
suite exacte de faisceaux de groupes abeliens (2.5.5 (2)) (1.2.3) (1.2.6). 
Prouvons l'exactitude en H 2 (B). Le compose b< 2> a< 2 > est nul car H 2 est 
un foncteur additif. Inversement, soient Q une B-gerbe et m: Q ~ 
TORS(£, C) un b-morphisme. II nous suffira de prouver que la gerbe K 
des relevements de la section Cd est liee par A et que le morphisme 
naturel k: K ~ Q est lie par a: A~ B. Or ceci resulte de (2.5.5 (i)). 

Nous avons ainsi demontre que les operateurs cobords de (3.4.1 (3)) 
nous fournissent un J-foncteur Hi limite aux degres 0, 1 et 2. Par ailleurs, 
les foncteurs derives H! definis par resolutions injectives (Ill 3.5.4) 
prennent leurs valeurs dans U-a b [SGA 4 VJ, mais, pour un instant, 
nous designerons par le meme symbole leurs composes avec l'inclusion 
U-a b ~ W-a b. D'apres [17] 2.2.1, il existe un unique morphisme de b
foncteurs 

i=O, 1, 2, 

tel que ix0 et ix1 soient les isomorphismes de (III 3.5.4) 

Theoreme 3.4.2. Soit E un U-site. 
(i) Les ix; sont des isomorphismes, 0 ~ i ~ 2. 

(ii) Soit O ~ A~ B-"----* C ~ D ~ 0 une suite exacte de U
faisceaux de groupes abeliens sur E. Le compose 

H~ (D) __i_, H; (A)~ H2 (A), (1) 

ou j est defini par un morphisme de la suite exacte donnee dans une 
resolution injective de A, est l'oppose du compose 

H~ (D) ~ H0 (D) ~ H1(B/ A)___£__, H2 (A) (2) 

ou d et d' sont les operateurs cobords de (III 3.1.3) et (3.5.1 (3)). 
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3.4.2.1. Puisque les ct;, (i =0, 1, 2), forment un morphisme de <5-fonc
teur, !'assertion (ii) resulte de ([ 4] chap. V prop. 7.1) qui assure que j est 
!'oppose du «cobord itere» 

H~(D)- m(B/A)- H:(A). 

Grace au calcul de ce dernier (3.4.5), !'assertion (ii) permet d'expliciter 
l'isomorphisme ct 2 : prendre pour B et C des objets injectifs de Eab · 

3.4.2.2. Pour prouver (i), ii reste a prouver que ct2 est un isomorphisme, 
ou encore [17] 2.2.1 que H 2 est effac;:able. 

Lemme 3.4.3. (Effac;:abilite.) Une gerbe abelienne G verifiant (U-P) 
dont le lien est un objet injectif de Eab est triviale. 

L'extension canonique G* de Ga E (II 3.3.3) est une gerbe (III 2.1.2.1). 
De plus, on a une equivalence entre G et la categorie G* x fE deduite de 
G* par le changement de base i;: E - E, (II 1.3.3). On en deduit deja que 
G* est une gerbe abelienne et que son lien A* (qui est un faisceau abelien 
sur E) est representable par le lien A de G, done A* est un injectif car tout 
faisceau sur E est representable; de plus, si G* est triviale ii en est de 
meme de G. On peut done remplacer E par E et supposer que E est un 
U-topos et que Gest scindee. Ceci dit, ii existe une famille (S;), iE/, /EU, 
couvrant l'objet final de E, telle que Jes fibres Gs, soient non vides, car G 
est une gerbe. On definit alors une E-categorie scindee G' par 

G'(S)= TI G(S XS;), SEOb(E), (1) 
iel 

et en imposant que, pour toute fleche f: T - S de E, le foncteur G'(f) 
soit le produit des foncteurs 

G'(S XS;)- G'(T X SJ 

De plus, on a un morphisme de categories scindees 

defini par 
g: G-G' 

g(S): G(S)- TI G(S x S;), g(S)= TI G(pr;), 
ieJ iel 

(2) 

(3) 

ou pr; est la seconde projection de S x S;. Montrons que G' est une gerbe. 
C'est un champ car c'est le produit des categories deduites de G par les 
changements de base E-E, s--sxS;, et chacune d'elle est un champ 
car c'est !'image directe de G par un morphisme de sites (II 3.1.5). De 
plus, pour tout SEOb(E), la fibre G(S x S;) est non vide, car G(S;) est non 
vide et !'ensemble des classes a isomorphisme pres d'objets de G(S x S;) 
est isomorphe a H 1(E1sx s,, A) qui est nu! car A est un injectif. Done 
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toutes les fibres de G' sont non vides et deux objets d'une meme fibre 
sont isomorphes: c'est done une gerbe et meme une gerbe triviale car E 
admet un objet final. De plus, G' est une gerbe abelienne et son lien A' 
est un U-faisceau abelien. De plus, le foncteur g: G-----> G' est fidele car, 
pour tout SEOb(E), la famille des secondes projections des S x S; est 
couvrante. Le morphisme a: A-----> A' qui lie g: G-----> G' est done un mono
morphisme. Puisque A est un injectif, il admet une section b: -A'-----> A. 
Par definition de H 2 (a), !'image H 2 (a)(x) de la classe xEH2 (A) de Gest 
la classe de G'; elle est done nulle; done x = 0, car b a= id A. 

Remarque. Nous n'avons remplace E par E que pour etre assure de 
!'existence des produits S x S;. Par ailleurs, si l'on suppose seulement 
que Gest une gerbe, on trouve encore un morphisme de champs g: G-----> G' 
qui est fidele et tel que Lim(G')=!=0. Mais il peut alors arriver que G' ne 

~ 

soit pas une gerbe car deux objets d'une meme fibre de G' peuvent ne 
pas etre localement isomorphes. Si l'on remplace G' par la sous-categorie 
pleine dont les objets sont ceux qui sont localement isomorphes a un 
ob jet de !'image de g: G-----> G', on trouve un morphisme de gerbes g': 
G-----> G", qui est fidele, mais alors G" n'est pas necessairement triviale. 
En modifiant le procede ci-dessus, on peut cependant demontrer que, 
pour toute gerbe G sur E il existe un morphisme de gerbes g: G-----> G' 
qui est fidele et tel que G' soit triviale, ce qu'on exprime en disant que 
« le H 2 non a be lien est effa~able ». 

Corollaire 3.4.4. Soient E un U-site et L un U-lien sur E. L'ensemble 
H 2 (L) est isomorphe a un element de U. 

En effet, si L est abelien, il est representable par un U-faisceau de 
groupes abeliens (1.2.3) et, dans ce cas, le corollaire resulte de (3.4.2 (i)). 
En tous cas, H 2 (L) est un espace homogene sous H 2 (C), (3.2.3), ou C 
est le centre de L, d'ou la conclusion, car C est un U-faisceau de groupes 
a be liens. 

Nous allons des maintenant expliciter le cobord itere associe a une 
suite exacte de faisceaux de groupes bien que !'application d' ne soit 
definie que plus bas (4.2.7.2 et 4.2.10). 

Proposition 3.4.5. Soit une suite exacte de faisceaux de groupes (non 
necessairemen t comm u ta tifs) 

(1) 

et soit xEH0 (D). Supposons que A soit central dans Bet soit L1(x) !'image 
de x par le compose des cobords · 

H0 (D)~H1(B/A)~H2 (A), (cf. (5)). (2) 
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Ll(x) est la classe de la gerbe K dont les objets sont les couples (P, p), ou 
Pest un B-torseur (a droite) et p: P-+ Cd un b-morphisme tel que cp: 
P-+ D ait pour image la section x, la structure de A-gerbe de K etant 
obtenue en associant a tout objet (P, p) de K l'isomorphisme 

A~Aut(P,p) 
defini par le morphisme 

A-+ AutB(P), (III 3.4.4), 

que determinent a: A-+ Bet les operations de B sur P. 

(3) 

(4) 

3.4.5.1. Bien entendu, dire que (1) est exacte signifie que l'on a deux 
suites exactes de groupes de E (III 3.3.0) 

1-+A~B~B/A-+ 1 et 1-+B/A~ C~D-+ 1 (5) 

et que b = i q. Soit alors X l'image inverse de x par c: C-+ D. C'est un 
(B/A)-torseur grace aux translations a droite (III 3.1.3). Soit K' la gerbe 
des relevements de X relativement au foncteur extension du groupe 
structural de Ba. B/A (2.5.8). Par definition (4.2.7.2), Ll(x) est la classe de 
K'. Prouvons que K et K' sont isomorphes, ce qui est vrai sans supposer 
que A est central. En effet, par definition de l'image inverse X de x, si 
(P, p) est un objet de K, il existe un q-morphisme de torseurs p': P-+ X 
caracterise par j p' = p, ou j: X-+ C est le morphisme d'inclusion. D'ou 
un relevement (P, p') de X a B, c'est-a-dire un objet de K'. Que !'on 
obtienne ainsi un isomorphisme de £-categories K ~ K' est alors 
evident. 

3.4.5.2. Si !'on suppose maintenant que A est central dans B, la struc
ture de A-gerbe de K' est caracterisee par la condition que le morphisme 
K'-+ TORS (E, B), (P, p'),,,,. P, soit lie par lien (a) (2.5.6 (iii ter)). 11 reste 
done a verifier que les morphismes (3) munissent K d'une structure de 
A-gerbe et que le foncteur K-+ TORS(E, B), (P, p),,,,. P, est lie par lien (a), 
ce qui est immediat. 

3.5. Cohomologie de Cech 

Nous allons maintenant relier la cohomologie de Cech a celle definie 
en termes de gerbes. Commern;:ons par associer a certaines gerbes une 
obstruction en cohomologie de Cech. 

Proposition 3.5.1. Soient E un U-site ou les produits fibres finis 
existent, S=(S;-+S), iEI, /EU, une famille couvrante, ou S est l'objet 
final de E, A un faisceau de groupes abeliens sur E et G une L-gerbe, 
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L=lien(A). Soit encore y un clivage de G (c'est-a-dire un choix des 
images inverses, [D 1.5]) et soit enfin une famille 

X;EOb(Gs), iEI, 

et une donnee de recollement [D 9.19] 

sur la famille des x; relativement a S. 
(i) Pour tout (i,j,k)E/ 3 il existe 

caracterise par 
(cf.(10)). 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

De plus, pour que u soit une donnee de descente ii faut et il suffit que la 
cochaine c = (cijk) soit nulle. 

(ii) La cochaine c est un cocycle, la classe 

CEH2 (S, A) (III 3.6.7 (6)) (5) 

qu'elle definit ne depend pas de u. 
(iii) Pour que c=0 il faut et il suffit qu'il existe xEOb(Gs) tel que, 

pour tout iEJ, l'image inverse de x par S;-+S soit S;-isomorphe a X;. 
(iv) L'image de c par le compose 

H2 (S, A)~ H; (E, A)~ H2 (E, A), (III 3.6.10) (3.4.2), (6) 

est la classe a £-equivalence pres de la L-gerbe G. 
(v) Pour que l'image c de c par 

H 2 (S, A)-+ Ii2(E, A), [SGA 4 V 2.1 (15)], (7) 

soit nulle il faut et il suffit que G soit triviale. 

3.5.1.1. Par definition d'une donnee de recollement, [D 9.19] 
U;/ x;j _::::._, x/ est un Sij-isomorphisme, ou 

(8) 

est !'image inverse de xj (resp. x;) par la projection Su-+ Sj (resp. 
Su-+ S;), Sij=S; x Sj. Si l'on designe par 

(9) 
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les images inverses de x;, xj et xk par les projections de S;jk sur S;, Sj 
et Sk, on a des S;jk-isomorphismes 

(10) 

ou, par exemple, uJ est obtenu en transportant par les isomorphismes 
de transitivite de l'image inverse: 

[D 1.6, 9.6 et 9.19], /'image inverse 

(u;J: (x;J ~ (x/t (11) 

de uij par la projection Sijk ~ Sij. Le second membre de (4) est done 
un S;jk-automorphisme de x;/. Puisque G est une A-gerbe abelienne, 
cet automorphisme determine une section c;jk de A sur S;jk, (2.2.3.4), 
ce qui prouve la premiere assertion de (i), l'egalite (4) etant un abus de 
langage, evident. La seconde assertion de (i) traduit la definition d'une 
donnee de descente [D 9.19]. 

3.5.1.2. Pour prouver (ii), nous supposerons pour simplifier que le 
clivage est un scindage, (autrement dit que les isomorphismes de tran
sitivite de l'image inverse sont tous des morphismes identiques). Nous 
devons prouver que c = (c;jk) est un 2-cocycle, c'est-a-dire que, pour 
tout (i, j, k, /)E 14, on a 

(12) 

Si djkt, ... , designent les images des termes de (12) par l'isomorphisme 

(13) 

de (2.2.3.4), ou x/k1 est l'image inverse de x; par la premiere projection 
de sijkl = S; X sj X sk X Si' il suffit de prouver que 

(14) 

ou le point designe la composition des morphismes dans la categorie 
fibre Gs,1k,. Or, par transitivite de l'image inverse, les images inverses 
de uJ et u;/ par les projections de Sijkl Sur Sijk et Sijl sont egales a 
l'image inverse 

(15) 
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de uii par la projection Siikl-----,Sii. Par image inverse de Siik a Siikt, 
la formule donne 

et on a de meme 
d;kz=V;k · Vkz · (v;z)- 1 

diil =vii.vii. (vil)-1 

dikz=Vii ·Vik· Vk1 · (vi1)- 1 · (v;)- 1 , 

(16) 

(17) 

d'ou la relation (14). Done les ciik definissent un 2-cocycle cEZ2 (S; A) 
dont la classe est notee cEH2 (S; A). 

3.5.1.3. Soit V;/ x;i-----, x/ une autre donnee de recollement sur la 
famille des x;. D'apres (2.2.3.4), il existe une section aiiEH0 (E18,1 ; A) 
dont l'image a;i dans Aut8,/x/), (2.2.3.4), verifie 

(18) 

Un calcul trivial montre que le 2-cocycle b associe a vii par (4) verifie 
b=c+d(a), ou a=(a;) et ou d: C1 (S; A)--> C2 (S; A) est le cobord 
de (III 3.6.7 (3)), ce qui acheve de prouver (ii). En fait il est evident que 
la formule (18) etablit une bijection entre l'ensemble des 2-cochaines 
cohomologues a c et l' ensemble des donnees de recollement sur la f amille 
des x;. 

3.5.1.4. Par suite, pour que la classe c de c soit nulle il faut et il suffit 
qu'il existe une donnee de recollement vii sur les X; telle que le cocycle 
associe par (4) a vii soit nul. Or, par definition, [D 9.19], cette condition 
signifie que vii est une donnee de descente. Puisque G est une gerbe, la 
famille S est de G-descente effective, (II 1.1.2), et !'existence d'une donnee 
de descente sur les x; equivaut a celle d'un xE0b(G8 ) dont les images 
inverses par les S;-----, S soient S;-isomorphes aux X;, ce qui prouve (iii). 

3.5.1.5. Montrons que (iv) implique (v). Les morphismes (7), pour S 
parcourant !'ensemble des familles qui couvrent S, induisent un iso
morphisme limH2 (S; A)-~-dl2(E; A), [SGA 4 V 2.1 (15)] et Jes mor-

----+ 
phismes t: 2 de (6) induisent, par passage a la limite, un morphisme 

p 2 : H2 (E; A)--> H;(E; A). (19) 

En vertu de (iv), la classe a L-equivalence pres de Gest egale a IX2 p2 (c). 
Ceci prouve (v), car IXz est un isomorphisme (3.4.2) et p2 est un mono
morphisme [SGA 4 V 2.5]. 
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3.5.1.6. II nous reste a prouver (iv). Par (III 3.6.10), le morphisme 
t: 2 : H 2 (S; A)---+H;(E; A) de (6) est obtenu en plongeant la suite exacte 

0---+ A~ C0 (S; A)~ C1(S; A)~ Z 2 (S; A)--+ 0 (20) 

dans une resolution injective de A, (ou u, v et w sont Jes morphismes 
evidents definis par le complexe augmente C*(S; A) de (III 3.6.7)). 
D'apres (3.4.2 (ii)), le compose (6) est done /'oppose du cobord itere attache 
a la suite exacte (20). D'apres (3.4.5), pour prouver (iv) il suffit done de 
trouver un L-morphisme de gerbes (L=lien(A)) 

(21) 

ou G est la gerbe donnee et ou K est la gerbe attachee par (3.4.5) a la 
section c = (ciik) de Z2 (S; A) et a la suite exacte (u, - v, w) deduite de 
(20), (pour tenir compte du signe). 

3.5.1.7. Pour tout TEOb(E) et tout yEOb(GT), posons 

P(y/T)(T)= n IsomT,(x;, yi), 
iel 

(22) 

ou T; = T x S; et ou x; (resp. yi) est !'image inverse de X; (resp. y) par 
la seconde (resp. premiere projection de T;). Par localisation au-dessus 
de T, on obtient un faisceau d'ensembles sur E1T 

P(y/T). (23) 

La composition des morphismes et Jes isomorphismes 

AutT,(yi):::::;H0(E1T,; A), (2.2.3.4), 

font de P(y/T) un torseur a droite sous la restriction C0 (S; Af de 
C0 (S; A) a E/T· 

A toute section (a;: x;---+ yi) de P(y/T), est associe un automorphisme 

(24) 

de !'image inverse yii de y par T;i---+ T, ou a/, di et u[ sont Jes images 
inverses de a;, ai et uii par Jes projections evidentes de T;i. D'apres 
(2.2.3.4), l'automorphisme (24) determine une section de A sur T;j, d'ou 
une section 

p(y/T)(a)E C1 ( S; A)(T). 

Par passage aux faisceaux, on obtient ainsi un morphisme de faisceaux 

p(y/T): P(y/T)---+ C1(S; Af (25) 
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et la formule (24) montre que p(y/T) est un ( -v)-morphisme de torseurs, 
car on a, par definition, 

(-v)(b)ii= -b;j+b/, bEC0 (S; A), 

(cf. (III 3.6.7 (3)). Pour prouver que (P(x/T), p(y/T)) est un objet de la 
gerbe K de (21), ii reste a voir que le compose w · p(y/T), (20) et (25), 
a pour image la section CEZ2 (S; A). Par transitivite de !'image inverse, 
Jes images inverses de a/ et a/ par Jes projections de T;jk sur T;j et T;k 
sont egales a !'image inverse 

(26) 

de a; par la premiere projection de T;jk · L'image inverse de p(y/T)(a)u 
par la projection T;jk-----> T;j est done egale a 

et on a de meme 

et 

(p(y/T)(a);J=b; · (u;/f · (b)- 1 

(p(y/T)(ah)j = b; · (u/kf · (bk)- 1 

(p(y/T)(a)jk)i=bj · (uijkf · (bk)- 1 , 

(27) 

(28) 

(29) 

ou l'exposant T designe l'image inverse par T;jk-----> Sijk· Par definition 
dew, (III 3.6.7 (3)), on en deduit que l'automorphisme de yiik correspon
dant a la composante (w · p(y/T)(a)}uk par (2.2.3.4) est egal a 

b ( i ( j )-1 k)T (b )-1 j · U jk · U; k · U;j · j . (30) 

L'automorphisme de (x;/f correspondant a la composante 
(w · p(y/T)(a)}uk est done egal a (uiik · (u;\)- 1 · u;ff et, en utilisant a 
nouveau (2.2.3.4), on en deduit que cette composante est la restriction 
de ciik a T;ib (cf. (4)). Ceci acheve de prouver que (P(y/T), p(y/T)) est un 
objet de Kr. Par ailleurs, P(y/T) est fonctoriel en y de maniere evidente, 
cf. (22), et «compatible» avec la localisation, ce qui prouve que !'on 
obtient ainsi le morphisme de gerbes G-----> K de (21). Il reste a verifier 
que c'est un L-morphisme, (L = lien (A)). En explicitant la structure de 
A-gerbe de K, (3.4.5), on trouve que ceci signifie que, pour tout TEOb(E), 
tout yEOb(Gr) et tout mEH0 (Er, A), !'image par (21) de l'automorphisme 
de y defini par m est l'automorphisme du torseur P(y/T) sous C0 (S; Af 
defini par la translation a droite par la section u(m)=(m;) de C0 (S; Af. 
Or ceci est evident. C.Q.F.D. 

Corollaire 3.5.2. Pour que la classe d'une L-gerbe G appartienne 
a !'image du morphisme 

H2 (S; A)--> H 2 (E; A), (3.5.1 (6)), (1) 
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il faut et il suffit qu'il existe des xiEOb(Gs) et une donnee de recollement 
sur les xi relativement a (Si - S). 

3.5.2.1. La condition est suffisante par (4.7.7 (iv)). Inversement, soit 
CEZ2 (S; A) un 2-cocycle et soit K la gerbe attachee par (3.4.5) a c et a 
la suite exacte (u, -v, w) deduite de (3.5.1 (20)); l'image par (1) de la 
classe de c est celle de K, (4.7.7.6). 11 est aise d'exhiber des xiEOb(Ks) 
et une donnee de recollement sur ceux-ci, ce qui prouve que la condition 
est necessaire. 

Corollaire 3.5.3. Pour que la classe d'une L-gerbe G appartienne a 
l'image du morphisme 

H2 (E,A)-H 2 (E,A) (3.5.1.5(19)) (1) 

il faut et il suffit qu'il existe une famille couvrante (Si - S), une famille 
xiEOb(Gs) et une donnee de recollement sur la famille des xi relative
ment a (Si - S). 

En effet, l'image de (1) est la reunion des images des H 2 (S, A) -
H 2 (E, A) pour toutes les familles couvrantes S = (Si - S). 

Corollaire 3.5.4. Soit 
(1) 

une suite exacte de faisceaux de groupes telle que a soit central. Soient 
P un C-torseur, S = (Si - S)iEI une famille couvrante ou S est l'objet 
final de E, et soient, pour tout iEJ, 

Qi (resp. qi: Qi ~ c- Pi) (2) 

un B-torseur sur Si, (resp. un C-isomorphisme de C-torseurs sur SJ 
Soient enfin 

. Qi - Qi uii· i ____.. i , (i,j)E/2' (3) 

des isomorphismes de B-torseurs sur Sii tels que l'automorphisme de 
pii deduit de (3) par extension du groupe structural soit l'identite. 

(i) 11 existe des sections 

(4) 

telles que le compose 
i ( j )-1 k 

U jk • Ui k · Uij (5) 

soit le Siik-automorphisme de Qi/ defini par la translation a droite 
par l'image de ciik dans B(Siik)- De plus, c = (ciik) est un 2-cocycle, 
(cEZ2 (S; A)). 
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(ii) L'image de la classe CE H 2 (S; A) de c par le morphisme 
H 2 (S; A)-> H 2 (E; A) de (3.5.1 (6)) est egale a l'image de la classe p de P 
par le cobord 

d: H 1(E; C)---->H2 (E;A). (6) 

Le cobord (6) n'a ete defini jusqu'ici que si B est abelien, mais la 
definition de (6) lorsque l'on suppose seulement que A est central (4.2.7.2 
et 4.2.10) repose uniquement sur (2.5.9) et nous pouvons l'utiliser des 
maintenant. On notera que ce corollaire montre, comme annonce dans 
(2.5.9), que la classe de cohomologie d (P)E H 2 (E, A) ne differe pas de 
celles definies par Frenkel et Grothendieck, du moins lorsque cette 
classe appartient a H2 (E, A). Pour le cas le plus general traite par 
Grothendieck ([17] prop. 3.4.2), la verification est un peu plus delicate; 
on la laisse au lecteur a titre d'exercice. 

Prouvons le corollaire. La classe cEH2 (S, A) est celle attachee par 
(3.5.1) a la gerbe K(P) des relevements de P. Son image dans H2 (E, A) 
est done, d'apres (3.5.1) la classe de K(P), laquelle, par definition du 
cobord d, est celle de d(p). 

3.6. Calculs galoisiens (suite) 

Soient G un groupe appartenant a un univers U et soit B = BG 
(U-ens), la categorie des ensembles appartenant a U munis d'operations 
de Ga gauche. On note E le G'-torseur de B obtenu en faisant operer G 
Sur lui-meme par les translations a gauche et a droite (G' designe le 
Groupe de B obtenu en faisant operer G sur lui-meme trivialement). 
Le morphisme final £·_, e est couvrant et l'objet simplicial n f-----> En+ 1 est 
isomorphe a l'objet simplicial nf-----> LIE, cependant que le topos B;£n+1, 

geG" 

n~O, est equivalent au produit de Gn copies du topos U-ens, en parti
culier, sa cohomologie est triviale. Le complexe de Cech C*(E/e, A), 
011 A est un Groupe abelien de B, s'identifie done au complexe des 
cochaines inhomogenes C*(G, A) et le morphisme habituel 

H* (E/e, A)-> H* (8, A) 

fournit un isomorphisme 

H*(C*(G, A))~ H*(B, A). 

Pour toute gerbe abelienne G sur B de lienA, la categorie fibre GE est 
un groupoide non vide dont tous les objets sont isomorphes, car le 
topos B;E est equivalent a U-ens. On sait done, apres certains choix, 
associer a G un cocycle aEZ2 (E/e, A)~Z2 (G, A), que nous desirons 
expliciter. 
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Soit c un clivage de G (choix des images inverses) et soit xEOb(GE). 
Pour tout SE G, on note 5 X l'image inverse de x par le morphisme 
Rs: E~E, Rs(h)=hs. Une donnee de recollement sur X s'identifie a 
une famille de E-isomorphismes us: sx ______,...__, x et l'on verifie que le 
cocycle aEZ2 (G, A) qui lui correspond par (3.5.1) est 

(1) 

D'ou un procede permettant, apres choix d'un clivage de G, d'un objet X 

de GE et d'une donnee de recollement (us) sur x de definir un cocycle a 
dont on sait que la classe dans H 2 (G, A) est celle de la gerbe G. 

Proposition 3.6.1. Soit 1 ~A------"----+ B------"----+ C ~ 1 un suite exacte de 
Groupes du topos B telle que A soit abelien. Soit P un C-torseur et PA 
le Groupe de B obtenu en tordant A par P. La classe d(P)EH2 (B, PA) 
de la gerbe des relevements de Pest celle du cocycle defini par J.P. Serre 
dans [28], page I - 70. 

D'apres (III 3.7.7), la definition de l'objet tordu PA adoptee ici 
coincide avec celle de [28]. Pour prouver la proposition precedente, 
il suffit de calculer par le procede precedent un des cocycles attaches 
a la gerbe K(P) des relevements de P. Pour cela, on choisit un element 
p de P, d'ou un cocycle CSEZ1 (G, C), defini par S · p=p · cs, (III 3.7.1) 
et on releve Cs en une cochaine bs E C1 ( G, B). A !'element p de P, correspond 
un isomorphisme de C-torseurs sur E, r: C x E ~ P x E, qui applique 
la section unite sur la section constante E ~ P x E, x H (p, x). D'ou un 
objet de la fibre en E de K(P), a savoir le B-torseur trivial Bx E sur E, 
muni du morphisme r · (v x id): Bx E ~ P x E. Notons maintenant que 
cs s'interprete comme la donnee de descente sur C x E qui definit le 
torseur P, et que bs s'interprete comme une donnee de recollement sur 
le torseur Bx E, compatible avec c,, autrement <lit, comme une donnee 
de recollement sur l'objet ( C x E, r · (v x id)) de la fibre de K(P) en E. 
Le cocycle attache a la gerbe K(P) est done bs · sbt · (bsi)~ 1, qui est pre
cisement celui considere dans [28], d'ou la conclusion. 

3.6.2. Soit 1 ~A~ B ~ G ~ 1 une suite exacte de groupes ( ordi
naires ), ou A est abelien. On en fait une suite exacte 1 ~ A'~ B' ~ G' ~ 1 
du topos B des G-ensembles en faisant operer G trivialement. Soit E le 
G'-torseur de B introduit plus haut. Soit 

(1) 

!'obstruction a relever E en un B'-torseur de B, qui est la classe de la 
gerbe des relevements de E, ou EA est le groupe obtenu en tordant par E 
le Groupe A' de B muni des operations de G' definies par Jes auto-
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morphismes interieurs de B'. Notons que EA est le Groupe de B obtenu 
en faisant operer G sur A grace aux automorphismes interieurs de B. En 
effet, d'apres (III 3.7.7), pour determiner EA, on doit choisir une section 
de E, on prend la section unite, calculer le cocycle cEZ1 (G, G') correspon
dant, c'est l'application identique de G, et faire operer G sur l'ensemble 
sous-jacent a A par la formule 

(s, a)r-+ C8 • 8a, 

ou (s, a) r+ sa est l'application qui definit la structure de G-objet de A 
(done sa = a) et ou (s, a) r+ s · a est l'application qui definit les operations 
de G' sur A' qui permettent de tordre A par E, ( done s · a= b a b- 1, ou 
bEB releve s); d'ou ce point. 

Proposition 3.6.3. Sous les conditions de (3.6.2), la classed(P)EH2 ( G, EA) 
est celle attachee par Eilenberg et Mac Lane [8] a l'extension de groupes 
1 ---+ A ---+ B ---+ G ---+ 1. 

Il suffit de prouver que ces deux classes sont representees par un 
meme cocycle aEZ2 (G, EA). Or, d'apres (3.6.1), pour trouver un cocycle 
qui represente d(P), on choisit d'abord une cochaine bE C1(G, B') qui 
releve la cochaine cEZ1(G, G') qui represente E; on a vu que l'on peut 
prendre pour c l'application identique de G; on peut done prendre 
pour b une section ensembliste b: G---+ B de la projection B---+ G, moyen
nant quoi, on a 

qui est precisement le cocycle attache par [8] a l'extension ci-dessus, 
d'ou la conclusion. 

Remarque 3.6.4. Si G est un groupe et A un groupe abelien muni 
d'operations de G, nous definirons au chapitre VIII une application 
Ext(G, A)-+ H2 (G, A). La proposition ci-dessus montre que c'est celle 
de [8], cf. (VIII, 7.4, 7.3.3 et 6.2.11). 

§ 4. Prolongement de la suite exacte de cohomologie 

4.1. Suites exactes de liens 

Definition 4.1.1. Soient 

L--1!....+ M ~ N 

deux morphismes de liens. 

(1) 
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(i) On <lira que la suite 1- L~ M ~ N est exacte s'il existe 
localement un representant A~ B ~ C de (1), (cf. 1.2.1), tel que a 
soit le noyau du morphisme de faisceaux de groupes b. 

(ii) On <lira que la suite 1 - L~ M ~ N - 1 est exacte s'il 
existe localement un representant A~ B ~ C de (1) tel que a soit 
le noyau de b et b le conoyau de a. 

4.1.1.1. Ces conditions soot de nature locale. Sous Jes conditions de 
(i), u est injectif et normal, (1.2.6), mais n'est pas, en general, un mono-
morphisme (1.2.2), ni, a fortiori, un noyau du couple M ~ N. 

V 

4.1.1.2. D'apres (III 3.3.0), (1.2.6) et (1.3.2), la condition (ii) signifie que 
u est injectif et normal et que vest un conoyau de u. La terminologie intro
duite par (ii) est done en accord avec celle de (2.5.5 (i)). Enfin, notons que 
(ii) signifie egalement que (i) est verifiee et que v est surjectif. 

4.1.2. Soit v: M - N un morphisme de liens. On designera par 

Noy(v) (1) 

!'ensemble des couples (L, u), ou Lest un lien et u: L- Mun morphisme 
de liens, tels que la suite 1 - L~ M ~ N soit exacte. C'est !'ensemble 
d'objets d'une categorie 

Noy(v) (2) 

definie de maniere evidente. Un lien etant une section cartesienne du 
champ des liens, pour tout SEOb(E), on a un morphisme v(S): M(S)
N(S) de la fibre LIEN(S), c'est-a-dire un morphisme de liens sur S, 
(1.1.6). Le champ des liens etant scinde et la condition (4.1.1 (i)) etant 
stable par localisation, on definit une E-categorie scindee 

NOY(v) (3) 

en associant a tout SEOb(E) la categorie Noy(v(S)) et a toute fleche 
f: T - S de E le foncteur 

Noy(v(S))- Noy(v(T)), (L, u)~(Il, u1), (4) 

ou Ii est la restriction de L a T et ou u1 : Ii - M(T) est le morphisme 
de liens sur T obtenu en composant la restriction Ii - M(S)1 de u a T et 
l'isomorphisme M(S)1 -"=---+ M(T) defini par la section cartesienne M. 
On a evidemment un E-morphisme de categories scindees 

NOY (v)- LIEN, (L, u)~ L, (5) 
qui est fidele. 
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Proposition 4.1.3. Soit v: M----> N un morphisme de liens. 
(i) NOY(v) est une gerbe. 

(ii) On a un isomorphisme canonique 

Noy(v)----'"=--> ~(NOY(v)!E). 
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(1) 

4.1.3.1. Puisque LIEN est un champ et que la condition (4.1.1 (i)) 
est de nature locale, NOY (v) est un champ. C'est une gerbe. En effet, si 
b: B----> C est un representant de v et si a: A----> B est le noyau de b, on a un 
element (L, u)=(Lien (A), Lien (a)) de Noy(v). Puisque v est localement 
representable, on en deduit deja que l'ensemble des SEOb(E) tels que 
NOY (v)8 =t= ~ est un raffinement de E. De plus, par definition, tout 
(L, u)ENoy(v) est obtenu localement par ce procede; d'ou la conclusion, 
en remarquant que deux representants de v sont localement isomorphes. 

4.1.3.2. Bien entendu, (ii) resulte immediatement des definitions. 

Corollaire 4.1.4. Soit une suite exacte de faisceaux de groupes 

et soit 

son image par Lien (i.e. la suite exacte de liens qu'elle represente). 

(1) 

(2) 

(i) Si on designe par AutM (L) le faisceau des automorphismes de la 
section (L, u) de la gerbe NOY (v) et par B' le sous-faisceau de groupes 
de B engendre par A et le centralisateur de a: A----> B, on a un isomor
phisme canonique 

B/B'----'"=--> AutM (L). (3) 

(ii) Si, de plus, la suite 1 ---->A~ B ~ C----> 1 est exacte et si J 
designe l'image du morphisme evident C---->Autex(A), (1.1.3(4)), on a 
un isomorphisme canonique 

(4) 

4.1.4.1. Le Groupe B opere par automorphismes interieurs sur les 
Groupes A, Bet C, done par fonctorialite, (III2.2.1.3), sur les liens L, M 
et N qui sont leurs images par le morphisme de champs Lien. 

Bien entendu, B opere trivialement sur Met, puisque a est compatible 
avec les operations de B, ii en est de meme de u: L----> M, done B opere sur 
(L, u), (par definition de NOY(v)), d'ou un morphisme de Groupes 

(5) 
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4.1.4.2. Le noyau de (5) est evidemment le sous-faisceau de groupes 
de B dont les sections sont les sections b de B telles que la restriction a A 
de l'automorphisme interieur Int(b) soit un automorphisme interieur 
de A. Ce noyau est egal a B' comme on voit trivialement. Enfin (5) est 
un epimorphisme, car tout automorphisme de (L, u) est localement 
representable par un automorphisme i de A et celui-ci verifie lien (a i) = 
lien (a), ce qui signifie qu'il est induit par un automorphisme interieur 
de B. Ce qui prouve (i). 

4.1.4.3. Les operations de A sur L induites par celles de B sont triviales, 
done, sous Jes hypotheses de (ii), C opere sur le lien L represente par A, 
d'ou un morphisme de Groupes 

c- Autex(A), (Autex(A)~ Aut(L)). (6) 

L'assertion (ii) signifie que Jes sections de !'image de (6) sont Jes auto
morphismes de L compatibles avec «!'inclusion» u: L- M, ce qui 
resulte immediatement de (i), car B' contient A. 

Remarque 4.1.5.1. Soit 

1-A~B~ c-1 
une suite exacte de faisceaux de groupes et soit 

(1) 

(2) 

la suite exacte de liens qu'elle represente. Comme on vient de voir, C opere 
sur la suite (2), (c'est-a-dire sur chacun de ses termes, Jes morphismes u et 
v etant compatibles avec Jes operations de C). Si Pest un C-torseur, on 
peut done tordre (2) par P (c'est-a-dire chacun de ses termes) et !'on 
obtiendra une suite exacte de liens 

1- PL~ M ~ N - 1. (3) 

En effet, C operant trivialement sur Met N, Jes liens tordus sont canoni
quement isomorphes a Met N, (III 2.3.3.4) et, par ailleurs, (3) sera exacte. 
En effet, cette condition est locale et (3) s'identifie a (2) si P est trivial, 
ce qui est vrai localement. 

4.1.5.2. D'apres (4.1.4 (ii)), C opere sur la section (L, u) de NOY(v) et 
d'apres le «principe de compatibilite», (III 2.3.11), la section de NOY(v) 
obtenue en tordant (L, u) par P s'identifie canoniquement a tL, Pu). Soit 
e: C - I le morphisme nature 1, o~ I est !'image de C - A utex (A), 
(4.1.4.3). PuisqueJ ~ AutM (L)et puisque NOY(v)est unegerbe, !'ensemble 
H1(J) s'identifie a !'ensemble des classes a isomorphisme pres d'elements 
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de Noy(v)=Ob(Noy(v)), (III 2.5.2). De plus, l'application 

e(l>: H 1(C)-+H1(J) 
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(4) 

induite pare: C-+I s'obtient en associant a la classe pEH1(C) d'un 
C-torseur P la classe a isomorphisme pres de !'element (PL, Pu) de Noy(v), 
(loc. cit.). 

4.1.5.3. Si, de plus, A est abelien, les automorphismes interieurs de B 
font operer C sur le faisceau de groupes A, operations qui, par passage aux 
liens, redonnent les operations de C sur L = lien (A). Done si P est un 
C-torseur et si PA est le faisceau de groupes obtenu en tordant A par P 
sous !'action de C, d'apres le «principe de compatibilite», (III 2.3.11), on 
aura un isomorphisme canonique 

(5) 

4.1.5.4. Bien entendu, si C opere trivialement sur (L, u), alors pour tout 
C-torseur P, la suite (3) s'identifie canoniquement a (1), (III 2.3.3.4). 
D'apres (4.1.4), pour que C opere trivialement sur (L, u), il faut et ii 
suffit que B' = B, autrement <lit que B soit engendre par A et le centrali
sateur de a: A-+ B, ce qui est vrai par exemple si A est central. 

Proposition 4.1.6. Soit v: M-+ N un morphisme de liens. 

(i) On _a un morphisme de gerbes 

REP(M)-+ NOY(v). 

Le morphisme de liens qui lie (1) 

v: lnt(M)-+ Loy(v) 
est un epimorphisme. 

(1) 

(2) 

(ii) si v: M-+ Nest un epimorphisme il existe un unique morphisme 
de liens 

1::: N-+ Loy(v) 

tel que 1:: v = v 1, ou v I est le compose 

M ~ lnt(M)-"---+ Loy(v). 

De plus 1:: est un epimorphisme. 

(3) 

(4) 

(iii) Si 1-+ L-"---+ M-"---+ N est une suite exacte de liens (i.e. si 
(L, u)ENoy(v)), le morphisme (4) identifie Loy(v) au conoyau du mor
phisme 

(5) 

ou (Cu, cu) est le centralisateur de u. 
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4.1.6.1. Soit (B, /3), /3: lien (B)- M, un representant de M. Le foncteur 
qui, a tout faisceau de groupes X associe l'ensemble 

A(X)={xEHom(X, B), v · /3 -lien(x)= l} (6) 

est representable. En effet, si b: B - C est un representant de v: M - N, 
le noyau deb represente le foncteur ci-dessus car la relation qui figure clans 
(6) equivaut a bx= 1 et par ailleurs ce probleme universel est de nature 
locale. II en resulte que l'on definit un morphisme de champs (1) en 
associant a tout representant (B, /3) de M le couple (lien (A), f3 · lien (a)), 
ou a: A - B represente le foncteur (6). 

4.1.6.2. Prouvons (iii). Cette assertion est locale d'apres (1.3.2 (ii)) car 
les hypotheses sont stables par localisation. On peut done representer la 
suite exacte 1 - L~ M ~ N par une suite exacte de Groupes 
1 - A - B - C et (iii) resulte immediatement de (4.1.4 (i)). 

4.1.6.3. Sous les hypotheses de (iii), le compose (4) se factorise comme 
ii est dit clans (ii), car v: M - N est un conoyau de u et car le compose 

est le morphisme unite (noter que c" · inj1 = u). Ceci prouve (ii) car v est 
un epimorphisme et car les hypotheses de (iii) sont verifiees localement, 
puisque NOY(v) est une gerbe. Bien entendu, ii en resulte formellement 
que (2) est un epimorphisme. 

Corollaire 4.1.7. Soit v: M - Nun morphisme de liens. Les conditions 
suivantes sont equivalentes: 

(i) La gerbe NOY(v) est liee par le lien unite; 
(ii) ii existe un noyau du couple M ~ N qui demeure un noyau 

apres localisation; 1 

(iii) ii existe localement une suite exacte de faisceaux de groupes 
1-A ~ B ~ C telle que b represente v et telle que A et le centrali
sateur de a engendrent B; 

(iii bis) ii existe localement une suite exacte de faisceaux de groupes 
1-A~ B ~ C telle que b represente v et telle que B opere triviale
ment sur lien (A). 

4.1.7.1. La condition (i) est locale. Elle est done equivalente a (iii) 
d'apres (4.1.4 (i)), done a (iii bis) comme on voit aisement. Prouvons que 
(i) = (ii). Soit L~ M un objet de Noy(v). II nous suffira de prouver 
que u est un noyau du couple (v, 1) clans la categorie des liens, c'est-a-dire 
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que, pour tout lien X, la suite de faisceaux de morphismes de liens 

Hom(X, L)---> Hom(X, M)~ Hom(X, N) 

est exacte; en effet, la conclusion en resultera par passage aux sections. 
On peut alors localiser, representer X, L, M et N et la demonstration 
devient evidente. 

4.1.7.2. 11 reste a prouver que (ii)= (i). Soit done u: L---> Mun noyau 
de (v, 1) qui reste un noyau par localisation. La conclusion etant locale 
et l'hypothese etant stable par localisation, il suffit de prouver que si 
A~ B ~ C sont des morphismes de faisceaux de groupes tels que 
u=lien(a) et v=lien(b), alors a est le noyau deb dans la categorie des 
faisceaux de groupes. En effet, utilisant a nouveau l'hypothese que u 
est le noyau de vet le reste par localisation, il en resultera immediatement 
que A utM (L) = 1, ce qui donnera la conclusion car on saura que (L, u) 
est une section de NOY(v). Prouvons deja que a est un monomorphisme. 
Pour tout Groupe X et tout morphisme de Groupes x: X---> A tel que 
ax= 1, on a lien (x) = 1, done x = 1. Par ailleurs, puisque vu= 1, on a 
b a= 1, d'ou un diagramme commutatif 

A a B 

\I· 
A' 

ou a' est le noyau de b. Puisque lien (a) est le noyau de lien (b), on a un 
morphismej: lien(A')--->lien(A) caracterise par lien(a)·j=lien(a'). Du 
fait que lien (a) est un monomorphisme, on deduit que j - lien (i) = idL, ou 
L=lien (A). D'ou la conclusion par localisation, puisqu'on sait deja que i 
est un monomorphisme. 

4.2. Le second cobord 

Proposition 4.2.1. Soit m: F---> G un morphisme de gerbes lie par un 
epimorphisme de liens v: M---> N. Supposons qu'il existe un noyau 
u: L---> M de v qui reste un noyau apres localisation (4.1.7). Alors, pour 
toute sections de G, la gerbe K(s) des relevements des (2.5.5) est liee par 
L et la classe de K (s) dans H 2 (L) ne depend que de la classe a isomor
phisme pres de s. 

D'apres (2.5.5 (i)), le mo_rphisme u(s): L(s)---> M qui lie le morphisme 
de gerbes k(s): K(s)---> Fest une section de la gerbe NOY(v) (4.1.2 (3)). 
D'apres (4.1.7 (i)), il existe done un unique isomorphisme a: L~ L(s) tel 
que u (s) a= u, ce qui prouve la premiere assertion. Si i: s ~ t est un 
isomorphisme de sections de G, l'isomorphisme de liens L(i): L~ L 



280 Chapitre IV. Liens et Gerbes. (Cohomologie de degre 2) 

qui lie I'isomorphisme de gerbes K (i): K (s) ____::____. K (t) (2.5.5.2) verifie 
u · L(i)=u, c'est done l'identite de L, ce qui prouve que K(s) et K(t) ont 
meme classe dans H 2 (L). 

4.2.2. En particulier, si 

1----.A___!!___,B~C----.l (1) 

est une suite exacte de faisceaux de groupes telle que B opere trivialement 
sur lien(A) (4.1.7), on definit une application 

H1(C)----.H 2 (A) (2) 

en associant a tout pE H1 ( C) Ia classe de Ia gerbe des relevements a B 
(2.5.8) d'un representant Pde p. On notera que si !'on ne fait pas d'hypo
these sur !'action de B sur lien (A), /'ensemble H2 (A) ne suffit pas a mesurer 
/'obstruction a re/ever a B un C-torseur (meme si A est abelien, cf. 2.5.8). 
Nous allons done introduire un ensemble d'obstructions adequat. 

Definition 4.2.3. Soit v: M ----. N un epimorphisme de liens 
(i) On pose 

O(v)= N(v)/R (1) 

- ou N (v) est !'ensemble des (K, L, u), ou K est une gerbe, L son lien 
et u: L----. Mun morphisme de liens tel que Ia suite 1----. L____!!____, M ~ N----. 1 
soit exacte (autrement dit, (L, u)ENoy(v) (4.1.2)). 

- ou R(K, L, u) (K', ~, u') est Ia relation «ii existe un morphisme de 
gerbes a: K----. K' tel que le morphisme a: L----. ~ qui lie a verifie u' a= u ». 

(ii) Un classe cEO(v) est <lite neutre s'il existe un representant 
(K, L, u) de c tel que K soit triviale. On note 

O(v)' 
!'ensemble des classes neutres. 

Definition 4.2.4. Soit 

une suite exacte de faisceaux de groupes et soit 

la suite exacte de liens qu'elle represente. On pose 

O(b)=O(v) et O(b)'=O(v)' 

et on appelle classe unite celle de (TORS(E; A), L, u). 

(2) 

(1) 

(2) 

(3) 
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4.2.4.1. On notera que, prive de sa classe unite, !'ensemble O(b) ne 
depend plus que du morphisme v=lien(b) represente par b. 

4.2.4.2. On notera que la relation R de (4.2.3 (i)) signifie egalement 
qu'il existe un isomorphisme oc (L, u)----> (L, u') d'objets de Noy(v), 
(4.1.2), tel que !'on ait 

(4) 

ou kEH2 (L) et k'EH2 (L) sont Jes classes de Ket K'. En effet, si on a 
R(K,L,u)(K',L,u'), le morphisme cx:L---->L est necessairement un iso
morphisme, (4.1.3 (i)), et, par definition de rx12 l, la relation (4) equivaut 
a !'existence d'un rx-morphisme K----> K'. 

Proposition 4.2.5. (Calcul de O (v).) Soit 1----> L~ M ~ N----> 1 une 
suite exacte de liens et soit I= AutM (L) le faisceau des automorphismes 
de la section (L, u) de NOY(v), (4.1.2). 

(i) On definit une application 

(1) 

en associant a tout (K, L, u)E Z(v) la classe a isomorphisme pres de 
(L, u)ENoy(v). 

(ii) Si P est un /-torseur et si p E H 1 (/) est sa classe, on a une bijection 

En particulier, pElm(n) si, et seulement si, PL est realisable. 

(iii) Si I est nu!, (4.1.7), on a une bijection 

H 2 (L)~ O(v). 

(2) 

(3) 

4.2.5.1. Par (III 2.5.2), !'ensemble H 1 (/) classifie Jes sections de la 
gerbe NOY (v). L'assertion (i) est done evidente, d'apres (4.2.4.2). 

4.2.5.2. Soit Pun /-torseur et soit Pu: PL---->M l'objet tordu de (L, u) 
par P [dont la classe est celle p de P, (III 2.5.2)]. D'apres (III 2.3.8), le 
Groupe tordu PI= ad (P) s'identifie au faisceau AutM (PL) des automor
phismes de (PL, Pu). En particulier, ii opere sur le lien PL, done par 
fonctorialite du H 2 , (3.1.6.2), le groupe H 0 (PI) opere sur H 2 (PL) en respec
tant !'ensemble H 2 (PL)' des classes neutres, grace a l'accouplement 

(4) 
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Ceci donne un sens a (ii). Moyennant quoi, il resulte immediatement de 
(4.2.4.2) que l'on definit une application 

(5) 

en associant a toute PL-gerbe K de la classe de (K, PL, Pu) et que (5) 
induit l'isomorphisme (2). On notera que, par definition, (4.2.3 (ii)), 
l'image inverse par (5) de !'ensemble O(v)' des classes neutres est H 2 tL)'. 

4.2.5.3. Bien entendu, (iii) resulte formellement de (i) et (ii), ou, plus 
trivialement, de (4.1.7) (unicite de (L, u)). 

Proposition 4.2.6. Soient m: F----> G un morphisme de gerbes lie par 
un epimorphisme de liens v: M----> Net soit s une section de G. 

(i) La classe 
d(s)EO(v) (1) 

de (K(s), L(s), u(s)) (2.5.5) ne depend que de la classe a isomorphisme 
pres des. 

(ii) Pour que s se releve a F ii faut et ii suflit que d(s)EO(v)'. 

Les assertions (i) et (ii) resultent respectivement de (2.5.5.2) et 
(2.5.4.1 (1)). 

4.2.7.1. Nous allons maintenant etudier le cas ou m: F----> G est un 
morphisme de gerbes trivialisees. D'apres (2.5.7), nous pourrons nous 
contenter de prendre pour m: F----> G le foncteur extension du groupe 
structural 

TORS(£; b): TORS(£; B)----> TORS(E; C), 
OU 

est une suite exacte de faisceaux de groupes. 

(1) 

(2) 

4.2.7.2. D'apres la proposition precedente, on definit un morphisme 
d'ensembles pointes 

d: H1 (C)----> O(b) (3) 

en associant a tout C-torseur P la classe dans O(b) de (K(P), L(P), u(P)), 
ou K(P) est la gerbe des relevements de P relativement au foncteur 
TORS(E; b)(2.5.8), ou L(P) est le lien de K(P) et ou u(P): L(P)----> lien(B) 
est le morphisme qui lie 

k(P): K(P)----> TORS(£; B), (Q, i) ""'Q. (4) 



§4. Prolongement de la suite exacte de cohomologie 283 

Que d soit un morphisme d'ensembles pointes resulte du fait que le fonc-
teur 

TORS(£; a): TORS(£; A)~ TORS(£; B), (5) 

induit, d'apres (2.5.5.5), une equivalence entre TORS(£; A) et K(Cd), 

puisque X 1-- Bf c~ Cd. 

4.2.7.3. Par ailleurs, on a une correspondance 

O(b)~H2 (B) (6) 

definie par la relation c~ q, cEO(b), qEH2 (B), qui signifie «il existe 
un representant (K, L, u') de c, un representant Q de q et un u' -morphisme 
K ~ Q » (cf. 3.1.4). Si C opere trivialement sur lien(A), on a H 2 (A)= O(b) 
d'apres (4.2.5 (iii)) et la correspondance (6) n'est autre que celle definie 
par a: A ~B, notee 

(7) 

4.2.7.4. Nous disposons maintenant d'une «suite» 

... H 1 (B) ~ H 1 ( C) ~ 0 (b) ~ H 2 (B) ~ H 2 ( C), (8) 

ou b< 1l et b<2> sont les applications definies par (III 2.4.2) et (3.1.6), qui 
prolonge la suite exacte de (III 3.3.1) et qui est exacte au sens suivant: 

Proposition 4.2.8. Soit 1 ~ A ~ B ~ C ~ 1 une suite exacte de 
faisceaux de groupes. 

(i) Pour que xEH1(C) appartienne a l'image de b< 1l il faut et il suffit 
que d(x)EO(b)'. 

(ii) Pour que xEO(b) corresponde a la classe unite de H 2 (B) il faut 
et il suffit qu'il appartienne a l'image de d. 

(iii) Soit xEH2 (B). Pour que b<2 l(x) soit neutre il faut et il suffit que 
x corresponde a un yEO(b). 

On a (i) par (4.2.6), (ii) par (2.5.5.5) et (iii) par (2.5.5). 

Corollaire 4.2.9. Sous les hypotheses de (4.2.8), soit 

la suite exacte de liens representes par 1 ~ A ~ B ~ C ~ 1. 

(i) On a un epimorphisme de faisceaux de groupes 

e: c~1, l=AutM(L), (4.1.4), 

induit par les operations de B sur lien(A)=L. 

(1) 

(2) 
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(ii) Le compose 

H 1(C)~ O(b)~H1 (J), (4.2.5 (1)) (4.2.7.2), (3) 

est egal a e<1J: H 1(C)~H1 (/). 

En effet, d'apres (4.1.4), on a un isomorphisme B/B/--::--d, ou B' est 
le sous-Groupe de B engendre par A et le centralisateur de a: A~ B, ce 
qui prouve (i). L'assertion (ii) resulte de (2.5.6 (ii) et (iii)). 

Remarque 4.2.10. Sous les hypotheses de (4.2.8), si l'on suppose 
que B opere trivialement sur lien(A) (4.1.4) (4.1.7), la suite (4.2.7.4 (8)) 
prend la forme 

1 ~H0 (A) ... H 1 (B)__t,(_:__)____,H1(C)~Hz(A)~Hz(B)~ Hz(C), 

les pointilles suggerant la presence de la suite exacte du chapitre III. 
On notera que l'hypothese est verifiee si A est central dans B, la reciproque 
etant inexacte. 

Remarque 4.2.11. ( Surjectivite de l'application b(2).) 

Soient Z et Z les centres de Bet C et soit z: z~ Z le morphisme 
induit par b: B ~ C. En vertu de (3.3.3) et (3.3.4), !'application b<Z> est 
un morphisme d'espaces principaux homogenes compatible avec le 
morphisme de groupes abeliens z<Z>: Hz ( Z) ~ Hz ( Z), ce qui reduit le 
probleme de la surjectivite de b<2 > a un probleme de cohomologie 
abelienne. Comme on verra plus bas, (VI 2.5), on a un resultat analogue 
pour un epimorphisme de liens. L'exemple suivant montre que, la 
cohomologie du centre de A ne sufTit pas a mesurer le defaut de sur
jectivite de b<z>. 

4.2.11.1. On prend pour site le topos des G-ensembles ou G = :!Z /2 :!Z, 
pour A (resp. B) le groupe alterne (resp. symetrique) de trois lettres, 
d'ou C = :!Z /2 :!Z, et l'on fait operer G trivialement. Puisque Gest cyclique 
d'ordre premier, les Hi abeliens se calculent en regardant le noyau et le 
conoyau de la multiplication par 2 ([27], p. 143). Done Hi(A)=O, i~ 1, 
Hz ( C) = :!Z /2 :!Z et Hz (B) = Hz (B)' = { 1}, car le centre de B est nul. 
Done b<z> n'est pas surjectif bien que les H 2 (A) soient tous nuls. 

Proposition 4.2.12. Soit un diagramme commutatif de faisceaux de 
groupes dont les lignes sont des suites exactes 

l~A~B~ C~l 

xl ly lz (1) 
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et soit 
1 ----> L~ M -----"-----> N ----> 1 

~1 l~ l; 
1------> ~~ M' ~ N'----> 1 

le diagramme de liens qu'il represente. 

(i) On a une correspondance 

O(b)~ O(b') 

285 

(2) 

(3) 

definie par la relation c--o c', cEO(b), c'EO(b'), qui signifie: «il existe 
des representants (K0 , L 0 , u0 ) de c et (K1 , L1 , u1) de c' et un morphisme 
de gerbes k: K0 ---->K1 lie par un morphisme K: L0 ---->L1 verifiant 17 · u= 
u' · K. 

(ii) Pour tout pEH1 (C), on a 

d(p) ~ d' (p'), p' = x< 1>(p), p' EH1 ( C'), (4) 

ou d et d' designent les cobords relatifs aux suites exactes (a, b) et (a', b'), 
(4.2.7.2). 

(iii) Si a et a' sont centraux, la relation (3) est fonctionnelle et definit 
le morphisme de groupes 

(5) 

De plus, le carre 
H1 ( C) ______<!_, H 2 (A) 

z(l) l l x!2) (6) 

H1 ( C') ______<!_, H 2 (A') 

est commutatif. 

La premiere assertion est evidente, (ii) resulte de (2.5.10), de la defi
nition de d et d', (4.2.7.2), et de la transitivite du foncteur extension du 
groupe structural. La premiere assertion de (iii), resulte de (4.1.7) et la 
seconde de (ii) et (4.2.10). 

4.3. Complements sur la suite exacte 

Nous allons preciser (4.2.8) en donnant une condition pour que deux 
elements de H 1 ( C) aient meme image par le second operateur cobord 
d: H 1 (C)----> O(b) (4.2.7.2). Nous commern;ons par un enonce plus general 
ou l'on suppose seulement un «epimorphisme» de gerbes m: F----> G. 
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Proposition 4.3.1. Soient m: F--+ G un morphisme de gerbes lie par 
un epimorphsime de liens v: M--+ Net s une section de G. Soit 

Z(s)= Aut(k(s)) (1) 

le faisceau des automorphismes (dans le champ CART (K (s), F), (II 2.1.5)) 
du morphisme de gerbes 

k(s): K(s)--+F (2.5.2) (2) 

ou K(s) est la gerbe des relevements des. 
(i) On a un morphisme de faisceaux de groupes 

z(s): Z(s)--+ Aut(s) (3) 

tel que, pour tout SEOb(E), tout (r, p)EOb(K(s)s) (2.5.2 (8)) et tout auto
morphisme a de k(s), on ait 

z(s)(at = p m(a(r, p)) p- 1 , (4) 

ou le membre de gauche designe la restriction a S de la section z(s)(a) 
de Aut(s). 

(ii) Soit t une section de G les conditions suivantes sont equivalentes: 
(a) d(s)=d(t) (dans O(v) (4.2.6)) 

(b) ii existe une £-equivalence a: K(s)--+ K(t) telle que les morphismes 
de gerbes k(t) a et k(s) soient localement isomorphes 

(c) ii existe un Z(s)-torseur P tel que t soit isomorphe a la section P. 
obtenue en tordant s par P grace a (3). 

4.3.1.1. On designe comme plus haut par u (s): L(s)--+ M le morphisme 
qui lie k(s): K(s)--+M. La composition avec m:F--+G induit un mor
phisme de gerbes 

HOMu<•>(K(s),F)--+HOM1 (K(s),G), x,,.,..mx, (5) 

(2.3.12 (iii)), car le compose v · u(s) est le morphisme unite 1: L(s)--+ N 
(2.5.5 (i)). Le morphisme (5) induit sur les faisceaux d'automorphismes de 
k(s) et de son image m · k(s) un morphisme de Groupes 

(: Z(s)--+Aut(m·k(s)), ((a)=m•a. 

4.3.1.2. Par ailleurs, la composition avec la projection 

n: K(s)--+E 

induit une £-equivalence 

SG--+HOM1 (K(s), G), x,,.,..xn, (2.3.6), 

(6) 

(7) 

(8) 
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ou SG est la gerbe des sections cartesiennes de G (I 2.4.5). Cette equi
valence et l'isomorphisme K(s): m · k(s)--+s (2.5.2 (2)) induisent done un 
isomorphisme de Groupes 

w: Aut(s)---==----+Aut(m-k(s)), w(i)=K(s)- 1 (i*n)(s). (9) 

Remarquons que si (r, p)EOb(K(s)5), SEOb(E), on a 

w(i)(r,p)=p- 1 i(S)p, iEAut(s), 

en vertu de la definition de K(s), (2.5.2 (2)). Ceci <lit, on pose 

z(s)=w- 1 · (, 

(10) 

(11) 

et la formule (4) resulte de (10) car, par definition, a: k(s)--+k(s) est un 
automorphisme de foncteurs et 

(m * a)(r, p) = m(a(r, p)) 

est un automorphisme de (m · k(s))(r, p)=m(r), cependant que p: m(r)--+ 
s(S) est un S-isomorphisme (2.5.1 (8)). 

4.3.1.3. Ayant ainsi defini z(s), prouvons (ii). Soit a: K (s)--+ K (t) un 
morphisme de gerbes, pour que les morphismes de gerbes k(s) et k(t) · a 
soient localement isomorphes il faut et il suflit qu'ils soient lies par le 
meme morphisme de liens (2.3.4). Par ailleurs (4.2.4.2) assure que, s'il 
en est ainsi, a est necessairement une £-equivalence. D'ou l'on deduit que 
(a) <cc> (b) en utilisant la definition de d(s) (4.2.6). 

4.3.1.4. Par la propriete universelle de K (t) (2.5.2 (iii)), la condition (a) 
equivaut a !'existence d'un u (s)-morphisme de gerbes b: K (s)--+ F et d'un 
isomorphisme de morphismes de gerbes m · b---==----+t · n, ou n: K(s)--+E 
est la projection. Cette conditions signifie que t · n appartient a !'image 
essentielle du morphisme de gerbes (5). Puisque Z(s) est le faisceau des 
automorphismes de la section k(s) de la gerbe HOMu<sl(K(s), F), 
cette condition equivaut a !'existence d'un Z(s)-torseur P [a savoir 
Isom (k(s), b)] tel que t · n s'obtienne en tordant m · k(s) par P, sous 
l'action de Z (s) operant grace a (5), (cf. III 2.5.3). Enfin, t · n est !'image 
de t par !'equivalence (8) et le morphisme z(s) est induit par (5) et (8) d'ou 
!'on deduit que la condition ci-dessus equivaut a (c). C.Q.F.D. 

4.3.1.5. D'apres (2.3.2) et (2.2.5), le Groupe Z (s) represente le centrali
sateur du morphisme de liens u(s): L(s)--+ M. La proposition suivante 
nous donne le moyen de calculer Z (s) dans certains cas. 
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Proposition 4.3.2. Sous les hypotheses de (4.3.1) 
(i) Le faisceau de groupes A ut(s) opere sur le faisceau de groupes Z (s) 

de (4.3.1 (1)) de telle sorte que le morphisme z(s): Z(s)----* A ut(s) soit 
compatible avec ces operations et celles de A ut(s) sur lui-meme definies 
par Jes automorphismes interieurs. 

(ii) Si t est une section de G, le morphisme z(t) s'obtient en tordant 
z(s) par le A ut(s)-torseur Isom (s, t). 

(iii) Soit k=(r, p) une section de K(s) (2.5.4.1), r son image par k(s): 
K (s)----* F et p: m · r ~ s l'isomorphisme nature!. On a une suite exacte 
de Groupes 

1----* A ut (k) ~ A ut (s) ~ A ut (s)----* 1 (1) 

ou Jes morphismes a et f3 sont induits par Jes morphismes de gerbes 

(2) 

et par l'isomorphisme p. On a un isomorphisme canonique entre le cen
tralisateur de a et le Groupe Z (s) qui identifie le morphisme z(s): Z (s)----* 
A ut(s) de (4.3.1 (3)) au morphisme induit par /3, et Jes operations de (i) 
avec celles definies par Jes automorphismes interieurs de A ut(r). 

4.3.2.1. Si i: S----* test un isomorphisme de sections de G, l'isomorphisme 
K(i- 1): K(t)----*K(s) (2.5.1 (4)) verifie k(s) K(i- 1)=k(t) et !'on a done un 
morphisme de groupes 

Z(i): Aut(k(s))----*Aut(k(t)), Z(i)(a)=a*k(i- 1) (1) 

qui s'ecrit egalement, avec !es notations de (4.3.1 (1)) 

Z(i): Z(s)----*Z(t). (2) 

II est immediat que Z(s) devient ainsi unfoncteur ens, autrement <lit, Jes 
applications 

Isom(s, t)----* Isom(Z(s), Z(t)), iHZ(i), (3) 

sont compatibles avec Jes accouplements de composition. On verifie 
aisement que !'on peut localiser et (3) fournit done un morphisme de 
faisceaux d'ensembles 

Isom {s, t)----* Isom (Z (s), Z (t)). (4) 

En particulier, pour t= s, on trouve un morphisme de faisceaux de groupes 

Aut(s)----* Aut(Z(s)) (5) 

qui decrit les operations de A ut(s) sur Z (s) annoncees dans (i). 
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4.3.2.2. Puisque (4) est compatible avec les accouplements de compo
sition, c'est un morphisme de Aut(s)-objets a operateurs. Done (4) 
munit Z(t) d'une structure d'objet tordu de Z(s) par lsom(s, t) (III 2.3.3). 
Par (III 2.3.7), A ut(t) est lui-meme muni d'une structure de Groupe 
tordu de Aut(s) par lsom(s, t). 

4.3.2.3. Pour achever de prouver (i) et (ii), il nous suffit de demontrer 
que, pour tout isomorphisme i: s~t et tout automorphisme a de k(s), 
on a 

i · z(s)(a) · i- 1 =z(t)(Z(i)(a)), (6) 

(ce qui est une egalite entre sections de Aut(s)). En en effet, pour s=t, il 
en resultera que z(s) est compatible avec les operations de A ut(s) et, par 
ailleurs, d'apres (III 2.3.3.1), la condition (6) exprime egalement que z(t) 
est le morphisme obtenu en tordant z(s) par Isom (s, t), comme on voit en 
examinant les structures d'objet tordu dont on a muni Z(t) et Aut(t). 

4.3.2.4. Prouvons done (6). Pour tout SEOb(E) et tout objet (r, p) de 
K (s)8 , la restriction a S du premier membre de (6) est 

i p m(a(r, p)) p- 1 i- 1 (7) 

en vertu de (4.3.1 (4)). De plus, (r, ip) est alors un objet de K(t)8 et la 
restriction a S du second membre de (6) est 

i p m(Z(i)(a)(r, i p)) p- 1 i- 1 . 

Or on a 
Z(i)(a)(r, ip)=(a * K(i- 1))(r, ip)=a(r, p) 

(8) 

(9) 

car K(i- 1 ) (r, ip)=(r, p); ceci prouve que (7) est egal a (8). Ceci prouve (6), 
car les SEOb(E) tels que K(s)8 soit non vide forment un raffinement de 
E puisque K(s) est une gerbe. Nous avons done prouve (i) et (ii). 

4.3.2.5. Prouvons (iii). L'assertion concernant la suite exacte (4.3.2 (1)) 
ne fait que reprendre (2.5.6 (i)). Par definition, Z (s) est le faisceau des auto
morphismes du morphisme de gerbes k(s): K(s)-->F. D'apres (III 2.2.3), 
le morphisme 

Z(s)= Aut(k(s))--> Aut(r), aH a* k, (10) 

induit done un isomorphisme entre Z(s) et le centralisateur du morphisme 

a: Aut(k)-->Aut(r), k=(r,p), r=k(s)k, a(x)=k(x)*x, 
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induit par le morphisme de gerbes k(s). Par definition de /3: Aut(r)----+ 
Aut(s), le morphisme Z(s)----+ Aut(s) induit par /3 et (10) n'est autre que 

II est done egal a z(s). 
af---> p m(a(r, p)) p- 1 . 

4.3.2.6. Puisque /3: Aut(r)----+ Aut(s) est un epimorphisme, on achevera 
la preuve de (iii) en prouvant que les operations de Aut(r) sur Z(s) definies 
par (5) et par /3 sont donnees par les automorphismes interieurs. Soit 
alorsjEAut(r) une section de Aut(r). II nous faut prouver que, pour tout 
automorphisme aEAut(k(s)), on a 

ja(r,p)r 1 =Z(i)(a)(r,p), i=f3(j) (11) 

ou encore, par definition de Z(i), (cf. 4.3.2.1 (1)), 

j a(r, p)j- 1 =(a* K (i- 1 )) (r, p) 

ou encore, par definition de K (i- 1) (2.5.2 (4)), 

ja(r, p)j- 1 =a(r, i- 1 p). 

(12) 

(13) 

Or, par definition de /3, on a i = p m(j) p- 1 et, par suite, j definit un iso
morphisme de sections de K (s) 

(r,p)~(r,i- 1 p) (2.5.1(9)). (14) 

La relation (13) resulte alors du fait que a est un morphisme de fonc
teurs. C.Q.F.D. 

Proposition 4.3.3. Soient 1-----+ A~ B ~ C----+ 1 une suite exacte de 
faisceaux de groupes, Z le centralisateur de a: A----+ B et 

z: Z----+C (1) 

le morphisme lnduit par b: B----+ C. 

(i) Soit xEH1 (C). Pour que d(x) soit la classe unite de O(b) (4.2.4) 
(4.2.7.2) ii faut et ii suffit que x appartienne a l'imagede z<1>: H 1 (Z)----+ H 1( C). 

(ii) Soient Pun C-torseur, pEH1 (C) sa classe, Pz: Pz----+PC le mor
phisme de faisceaux de groupes obtenu en tordant (1) par P sous !'action 
de C operant grace aux automorphismes interieurs de B. La bijection 
0p: H 1(C)~H1tC) de (III 2.6.3) induit une bijection entre !'image de 

Hl(Pz): Hl(PZ)----+Hl(PC) (2) 

et !'image inverse par d: H 1 (C)----+ O(b) de d(p), (4.2.7.2). 

Cette proposition resulte immediatement des deux precedentes, 
appliquees au foncteur extension du groupe structural TORS (E; B)----+ 
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TORS(E; C), etant entendu que dans (4.3.2 (iii)), on prend pour s la 
section definie par le torseur trivial Cd, moyennant quoi, comme on l'a 
deja remarque, K(s) s'interprete comme la gerbe des A-torseurs et la 
suite (4.3.2 (1)) s'identifie a la suite donnee. 

Proposition 4.3.4. Soit 

1 ----. A ~ B ~ C -d (1) 

une suite exacte de faisceaux de groupes telle que a soit central. Soit Pun 
C-torseur et soit 

(2) 

la suite exacte de faisceaux de groupes obtenue en tordant (1) par P, 
(A operant grace aux automorphismes interieurs de B). 

(i) On a un diagramme commutatif 

Ht(B)~ Ht(C)__L_,H2 (A) 

l8p lr (3) 

Ht ( B')---;TcW Ht ( C') ~ H 2 (A), 

ou d' est le cobord relatif a la suite exacte (2), ou 0p est la bijection definie 
par la torsion par P, (III 2.6.3), et ou 

r(x)=x-d(p), xEH2 (A), (4) 

pEHt(C) etant la classe de P. 

(ii) 0p induit une bijection entre {xEHt(C), d(x)=d(p)} et !'image 
de b'<t>. 

Rappelons egalement que l'on a la suite (4.2.10) qui est exacte au 
sens de (4.2.8), (III 3.3.1) et (III 3.4.5). 

4.3.4.1. Puisque A est central, C opere trivialement sur A et le Groupe 
tordu PA est canoniquement isomorphe a A, (III 2.3.3.4). De plus, le 
morphisme a' de (2) est central, ce qui justifie que le cobord d' relatif a (2) 
ait pour but H 2 (A). Ceci <lit, (ii) resulte de (i) et de (4.3.2), car le centrali
sateur Z de a: A----. B n'est autre que B. 

4.3.4.2. Soit 
(5) 

la suite exacte de liens representee par (1). Soit Q un C-torseur et soit 
qEHt(Q) sa classe. On a 

rd(q)=d(q)-d(p) (6) 
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et, d'apres (3.3.2 (ii)), d(q)-d(p) est la classe de la gerbe 

HL = HOML(K (P), K (Q)), 

carp (resp. q) est la classe de K(P) (resp. K(Q)). 

4.3.4.3. Par definition, 0p(q) est la classe du C'-torseur 

lsomc(P, Q)~Q J P0 , C' =ad(P), 

(7) 

(8) 

et done d'(0p(q)) est la classe de la gerbe des relevements de (8) relative
ment au foncteur extension du groupe structural 

TORS(E; b'): TORS(£; B')----, TORS(£; C'). (9) 

4.3.4.4. Par ailleurs, la composition avec les foncteurs 

K(Q)~~ TORS(£; B) TORS(E;b) TORS(E; C) (10) 

induit des morphismes de gerbes 

HOML{K(P), K(Q))~ HOMu(K(P), TORS(E; B)) 

~ HOM1 (K(P), TORS(£; C)) 
aussi notes 

(11) 

(12) 

Les morphismes de (10) sont lies par L~ M ~ N; d'apres (2.3.12), 
ceux de (11) sont done lies par les morphismes CL----> Cu----> Cvu induits par 
u et v sur les centralisateurs, c'est-a-dire par u et v, car u est central et 
vu= 1. D'apres (2.5.5.5), HL est done la gerbe des relevements d'une 
section X de H 1 relativement a M. Precisons: par definition de K(Q), le 
compose (10) est isomorphe au compose K(Q)---"'-------+E~TORS(E; C) 
ou Q' est la section definie par le C-torseur Q. La section X est done le 
compose 

(13) 

(bien entendu, net n' sont les projections). Par ailleurs, on a une section 
k(P) de Hu, dont l'image par M, (c'est-a-dire m · k(P)), est, par definition 
de K (P), isomorphe au compose 

K(P)_____7t'.___,£~TORS(E; C). (14) 
Soit alors 

(: Aut(k(P))----> Aut(m · k(P)) (15) 

le morphisme induit par M sur les faisceaux d'automorphismes. D'apres 
(2.5.5.5), HL est done la gerbe des relevements du Aut(m · k(P))-torseur 

lsom(m · k(P), X)~ lsom(P' -n', Q' -n'), (16) 

relativement au foncteur extension du groupe structural defini par (15). 
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4.3.4.5. D'apres (4.3.1.2 (8)), on a une equivalence de gerbes 

S(TORS(E; C))~H1 , R~Rn', (cf.(13)), (17) 

qui induit un isomorphisme de Groupes 

w: Autc(P)______::_, Aut(P' · n') (18) 

et un w-morphisme de torseurs 

lsomc(P, Q)______::_, lsom(P' · n', Q' · n'). (19) 

11 en resulte par (2.5.10) que HL est egalement la gerbe des relevements du 
torseur lsomc(P, Q) relativement au morphisme 

w- 1 (: Aut(k(P))~ Autc(P), (20) 

celui-ci n'est autre que le morphisme z(P): Z(P)~ C(P) de (4.3.1 (3)) 
(4.3.1.2 (11)) et, d'apres (4.3.2 (iii)), il s'identifie a v': B' ~ C', (car ici le 
centralisateur de a: A~ Best egal a B). D'ou la conclusion, en rappro
chant de (4.3.4.3). C.Q.F.D. 

§ 5. Complements 

5.1. Existence de sections d'un espace homogene 

5.1.1. Soient T un U-topos, A un groupe de T et X un A-espace 
homogene a droite (III 1.3.8.1); le morphisme Xx A~ X, (x, a) H xa, et 
le morphisme final X ~ e sont done des epimorphismes. Pour tout 
SEOb(T), considerons la categorie 

X(S) (1) 

dont les objets sont les couples (Y, m), ou Yest un A-torseur sur Set 

m: Y~X8, X 8 =XxS, (2) 

un A-morphisme. Grace aux foncteurs changements de base, (Z/S)~ 
(Z x s T/T), (III 1.1.6) les X (S) definissent une T-categorie fibree X. 

5.1.2. Prouvons que X est une T-gerbe. C'est un champ, (pour la 
topologie canonique). En effet, une section cartesienne de X sur un 
raffinement R d'un objet S de Test essentiellement uncouple forme d'une 
section cartesienne Y du champ des A-torseurs (III 1.4.4), munie d'un 
morphisme Y ~ XR entre sections du champ des A-objets a operateurs 
(III 1.1.7), et il suffit d'appliquer (2.5.4). De plus, tout A-morphisme de 
A-torseurs est un isomorphisme; les fibres X (S) sont done des groupoides. 
Puisque X ~ e est un epimorphisme, X admet localement une section qui 
definit un morphisme Ad~x, ce qui prouve que, localement, les X(S) 
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sont non vides. Enfin, deux objets de X(S) sont localement isomorphes. 
En effet, on peut localiser et supposer que les torseurs sous-jacents sont 
triviaux. Or le morphisme X x A ~ X est un epimorphisme et, par suite, 
si m, n: Ad =t X sont deux A-morphismes, ii existe localement une section 
a de A telle que 

m(e)=n(e)a (e=section unite de A) 
done 

m(a')=m(e) a' =n(e) aa' = n(aa'). 

La translation a gauche L 0 par a, qui est un A-automorphisme de Ad, 
verifie done m = n · L 0 , ce qui prouve que (Ad, n) est localement isomorphe 
a (Ad, m). Done X est une gerbe. Enfin, remarquons que l'on a un mor
phisme de gerbes 

X~TORS(T;A), (Y,m)~Y, (1) 
qui estfidele. 

Definition 5.1.3. Soient T un U-topos, A un groupe de T et X un A
espace homogene a droite. On appelle lien des stabilisateurs de X le lien 
S(X) de la gerbe X de (5.1.1). 

5.1.3.1. Le lien S(X) est defini a isomorphisme unique pres (2.2.1.1) 
et !'on a un morphisme injectif (1.2.6) 

s(X): S(X)~lien(A), (1) 

a savoir celui qui lie le morphisme de gerbes X ~ TORS (T; A). 

5.1.3.2. Si X admet une section x, celle-ci determine un A-morphisme 

(2) 

autrement <lit, une section de la gerbe X. D'apres (2.2.5), le faisceau S des 
automorphismes de (Ad, e) represente le lien S(X) des stabilisateurs de X, 
ce qui justifie la terminologie car e induit un A-isomorphisme 

Proposition 5.1.4. Sous Jes hypotheses de (5.1.3) 
(i) Si X admet une section la classe c(X)EH2 (S(X)) de la gerbe X de 

(5.1.1) est neutre. 
(ii) Pour que c(X) soit neutre ii faut et ii suflit qu'il existe un A-torseur 

Yet un A-morphisme m: Y~x. 
(iii) Soient Yun A-torseur et m: Y~X un A-morphisme et S le 

faisceau des A-automorphismes i de Y tels que mi= m. L'inclusion s: 
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S----+ad(Y) represente le morphisme de liens s(X):S(X)----+lien(A). De 
plus, m induit un A-isomorphisme 

(1) 

(iv) Sous les hypotheses de (iii), pour que X admette une section il 
faut et il suffit que le ad (Y)-torseur a gauche Yprovienne par extension 
du groupe structural d'un S-torseur a gauche. 

On a (i) par (5.1.3.2) et (ii) par definition de X. Sous les conditions de 
(iii), S n'est autre que le faisceau des automorphismes de (Y, m) dans la 
gerbe X et ad(Y) le faisceau des automorphismes de Y dans TORS(T; A); 
d'apres (2.2.5), on a done des isomorphismes canoniques 

Li en (S)--=-----. S (X) et lien ( ad ( Y))--=-----. lien (A), 

le second etant celui de (3.2.5). De plus, le morphisme s: S----+ ad (Y) est 
celui qu'induit le morphisme de gerbesf: X----+ TORS(T; A), (Y, m)~ Y; 
d'apres (2.2.5.2), il represente done le morphisme s(X): S(x)----+lien(A) 
qui lief La seconde assertion de (iii) est evidente, etant entendu que le 
quotient S\X est defini en faisant operer S grace aux operations de 
ad(Y) sur Y. D'ou (iv) par (III 3.2.1 (ii)). 

5.2. Bitorseurs 

5.2.1. Dans tout ce numero, T designe un U topos et Aun groupe de T. 
Nous allons interpreter geometriquement certains termes des suites 
exactes de cohomologies attachees aux suites exactes de groupes de T 

1----+ Z ~ A _____r____. Int (A)--+ 1, 

ou Z est le centre de A, et 

1----+ I nt(A)~ Aut(A)~ Autex(A)----+ 1, 

(1) 

(2) 

ou Aut(A) est le faisceau des automorphismes de A et ou, d'apres 
(1.1.7. (ii)), Autex(A) s'identifie au faisceau des automorphismes du lien 

L=lien(A) 
represente par A. 

5.2.2. Nous designerons par 

Bit(A) 

(3) 

(1) 

le groupe des classes a isomorphisme pres de A-bitorseurs (III 1.5.3), la 
loi de composition etant definie grace au produit contracte (III 1.3.1 a 5); 
!'element unite est done la classe du bitorseur trivial Ab obtenu en faisant 
operer A sur lui-meme par les translations a gauche et a droite. Nous 
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designerons par 
Bit(A)0 (resp. Bit(A)n) (2) 

le sous-groupe des classes de A-bitorseurs qui sont localement isomorphes 
a Ab (resp. qui sont neutres, c'est-a-dire admettent une section). On pose 

Bit(A)o n = Bit(A)0 n Bit(A)n. (3) 

5.2.3. Commern;ons par interpreter les termes de la suite exacte 

H 0(A)~ H0 (1 nt(A)) ~ H1(Z)~ H 1(A)~ H 1 (1nt(A)) (1) 

associee a (5.2.1 (1)) par (III 3.4.3). 

Proposition 5.2.4. 
(i) on a un isomorphisme canonique de groupes abeliens 

(ii) L'application 
Bit(A)0 ~H1(A) 

(1) 

(2) 

induite par (1) et z<l): H1 (Z)~H1 (A) est obtenue en associant a la classe 
d'un bitorseur celle du torseur a droite sous-jacent. 

(iii) Le cobord d de (5.2.3 (1)) induit un isomorphisme de groupes 
abeliens 

H 0 (Int (A))/H0 (A)~ Bit (A)o n. (3) 

(iv) L'application (2) induit un isomorphisme entre Bit(A)0/Bit(A)on 
et le noyau du morphisme d'ensembles pointes p<l)_ 

5.2.4.1. Soit G la sous-gerbe pleine du champ des A-bitorseurs 
(III 1.5.6), engendree par le bitorseur trivial. Par definition, Bit (A)0 est 
l'ensemble des classes a isomorphisme pres d'objets de la fibre Ge en 
l' obj et final e de T. Par ailleurs, le morphisme z: Z ~ A et les translations 
a gauche de A identifient Z au faisceau des automorphismes de Ab dans G. 
D'apres (III 2.5.2), il en resulte une bijection (1), la bijection inverse etant 
obtenue en associant a un Z-torseur X le A-bitorseur X; Ab obtenu en 
tordant Ab par X. D'apres le « principe de compatibilite » (III 2.3.11 ), le 
torseur a droite sous-jacent a X; Ab est le produit contracte X; A et 
les operations de A a gauche sont obtenues par passage au quotient a 
partir des translations a gauche de A. Il en resulte immediatement que 
(1) est un morphisme de groupes et aussi l'assertion (ii). 

5.2.4.2. D'apres (III 3.4.3), le cobord d de (5.2.3 (1)) est un morphisme 
de groupes dont l'image est l'ensemble des elements de H1 (Z) que z<l) 
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applique sur !'element unite de H 1 (A). Ce qui prouve (iii), compte tenu 
de (ii). Enfin on deduit (iv) de (III 3.4.3 (iii)). 

5.2.4.3. Grace au produit contracte, le groupe Bit(A) opere a droite sur 
H1 (A). Le calcul de l'isomorphisme inverse de (1) donne plus haut, montre 
que les operations de H1 (Z) sur H 1 (A) ainsi obtenues soot celles decrites 
dans (III 3.4.4). 

Pour avoir plus d'information, il nous faut indiquer la relation entre 
morphismes de gerbes triviales et bitorseurs. 

Proposition 5.2.5. Soient G et G' deux gerbes, s et s' des sections de G 
et G' et posons A=Aut(s), A'=Aut(s'). 

(i) Pour toute £-equivalence m: G----+ G', on a un A'-A-bitorseur 

P,,.= lsom(ms, s') (1) 

et le morphisme m est lie par l'isomorphisme lien (A)~ lien (A') defini 
par Pm (3.2.5 (1)). 

(ii) Soient G____!!!______, G' ~ G" des equivalences de gerbes, s" une section 
de G" et posons A"= Aut(s"). On a un isomorphisme canonique de A"
A-bitorseurs 

ou P,.= lsom(ns', s") et ou P..m= lsom(nms, s"). 

(iii) On a une equivalence de categories 

Equ(G, G')~ Bitors(A', A), m~P,,., 

(2) 

(3) 

ou Equ(G, G') est la sous-categorie pleine de Cart(G, G') dont les objets 
soot les £-equivalences G----+ G' et ou Bitors(A', A) designe la categorie 
des A'-A-bitorseurs. 

5.2.5.1. On fait operer A' a gauche sur P,,. par composition des morphis
mes et A a droite grace a l'isomorphisme A~ Aut(ms) induit par m. 
Ceci dit, (i) resulte de (2.2.5.2) (3.2.5). L'isomorphisme (2) est obtenu par 
passage au quotient a partir de l'accouplement evident 

lsom(ns', s") x lsom(ms, s')----+ lsom(nms, s"). 

(u, v)f--+u · n(v). 

5.2.5.2. Prouvons (iii). D'apres (III 2.2.2), on a une equivalence de 
categoriesf~f(s) entre Cart(G, G') et la categorie des A-objets a opera
teurs de G'. De plus, pour que f soit une equivalence, il faut et il suffit 
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que le morphisme 
A-* Aut(f(s)), A=Aut(s), (4) 

induit par f soit un isomorphisme (2.2.6). Enfin, d'apres (III 2.2.6), on a une 
equivalence, X""' Isom (x, s'), entre la categorie des A-objets a operateurs 
de G' et celle des B-A-biobjets X de T tels que X soit un B-torseur. D'ou 
(iii), par (III 1.5.1 ). 

5.2.5.3. Soient Pun A'-A-bitorseur et 

Bp: TORS(T; A)~ TORS(T; A') 

Bp(Q)=Q ~ P0 ,::;; lsomA(P, Q) 
(5) 

!'equivalence de (III 2.6.1). Le bitorseur associe a BP par (iii) n'est autre 
que P, ce qui indique comment construire un foncteur quasi-inverse de (3). 

5.2.5.4. En particulier, la categorie des auto-equivalences de la gerbe 
TORS(T; A) des A-torseurs s'interprete a equivalence pres comme la 
categorie des A-bitorseurs: a une auto-equivalence f, on associe le A
bitorseur f(Ad) 0 • Cette remarque fournit la clefde la proposition (5.2.7). 

Corollaire 5.2.6. Soient ( C, Q, B) et (B, P, A) deux bitorseurs et 

( C, R, A), R = Q ~ P leur produit contracte. Designons par 

n(P): lien (A)_:-__, lien (B) (1) 

l'isomorphisme de (3.2.5 (1)) et par n(Q) et n(R) les analogues relatifs a 
Q et R. On a B 

n(R)=n(Q)n(P), R=Q AP. (2) 

Cela peut se prouver directement, mais ii est plus commode d'inter
preter P, Q et R comme des morphismes de gerbes triviales lies par 
n(P), n(Q) et n(R) et d'appliquer (5.2.5 (ii)). 

Proposition 5.2.7. Soit Aun groupe de T. 
(i) On a une suite exacte d'ensembles pointes 

ou i est !'inclusion, ou nest le morphisme de groupes obtenu en associant 
a un A-bitorseur P l'automorphisme n(P) de lien (A) (5.2.6) et ou le 
morphisme croise d" d' (cf. (iii)) est le compose des operateurs cobords 

H 0 (Autex(A))~H1(1nt(A))~H2 (Z) 

associes aux quotients (1) et (2) de (5.2.1). 

(2) 
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(ii) Posons 

D(a)=d" d'(a- 1), aEH0 (Autex(A)), D(a)EH2 (Z). (3) 
Ona 

D(a) · 1 =a<2 >(1), aEH0 (Autex(A)), (4) 

ou 1 designe la classe unite de H 2 (A) et a<2 > l'automorphisme de H 2 (A) 
induit par l'automorphisme a de lien (A) (3.1.6.2). 

(iii) On a 
D(ab)=D(a) · a(D(b)), a, bEH0 (Autex(A)), (5) 

ou, pour tout xEH2 (Z), on designe par a(x), l'image de x par l'automor
phisme de H 2 ( Z) induit par a. 

5.2.7.1. Montrons que Bit(A)0 est le noyau den. Soit Pun A-bitorseur. 
D'apres (5.2.5), pour que n(P)= 1 ii faut et ii suffit que !'auto-equivalence 
BP de TORS (T; A) soit liee par l'identite de lien (A). D'apres (2.3.4), ceci 
signifie que Bp est localement isomorphe au foncteur identique, autre
ment <lit que P est localement isomorphe au bitorseur trivial, autrement 
<lit que sa classe appartient a Bit(A)0 • Achevons de prouver (i) en admettant 
provisoirement (ii). Soit aEH0 (Autex(A)). D'apres (ii) et (3.3.3 (2)), 
d" d'(a)=D(a- 1 ) est la classe de la gerbe 

HOML(T A, a(T A))=HOMa(T A, TA), L=lien(A), (6) 

ou TA=TORS(T;A) et ou a(TA) est la L-gerbe obtenue en faisant 
operer L sur TA grace a a: L_____::::______ L [de telle sorte que la classe de a(T A) 
soit egale a (a- 1 )< 2 >(1), (3.1.6.1)]. Pour que d" d' (a)= 1 ii est done necessaire 
et suffisant qu'il existe un a-morphisme de gerbes f: TA~ TA, c'est-a
dire, par (5.2.5), un A-bitorseur P tel que n(P)=a. 

5.2.7.2. Montrons que (ii) implique (iii). Le groupe H 0 (Autex(A)) 
opere sur lien(A) et Z, done sur leurs H 2 • Par ailleurs, d'apres (3.3.3) et 
(3.3.4), le couple (H2 (Z), H 2 (A)) est un torseurdu topos desH0 (Autex(A))
ensembles. Enfin (ii) signifie que D(a) est le cocycle de H 0 (Autex(A)) a 
valeurs dans H 2 (Z) associe ace torseur et a 1EH2 (A) par (III 3.7.1 (4)). 

5.2.7.3. Prouvons (ii). D'apres (3.3.3 (2)), ii suffit de montrer que, pour 
tout aEH0 (Autex(A)), d" d'(a) est la classe de la gerbe (6). Or, d'apres 
(5.2.5), on a une equivalence 

(7) 

ou B(a) designe la gerbe des A-bitorseurs P tels que n(P) =a. Par ailleurs, 
on sait que H 1 (I nt(A)) classifie les representants de L = lien (A) (3.2.6 (3)) 
et ii est clair que d'(a) est la classe de representant (A, a- 1 ) de L, car le 
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lnt(A)-torseur lsom((A, idd, (A, a- 1)) est egal a l'image inverse de a 
par Aut(A)= Autex(A). Done (ii) resulte de la proposition suivante, car 
la structure de gerbe dont est munie B(a) par (5.2.8) coincide avec celle 
obtenue par !'equivalence (7) et par (2.3.2 (iii)), comme on voit aisement 
(cf. 2.3.2.4). 

Proposition 5.2.8. Soit (B, u: lien (B)~ lien (A)), un representant de 
lien (A). L'image de laclasse bEH1 (1 nt(A)) de (B, u) (3.2.6 (3)) parle cobord 

d": H1 (1nt(A))-H2 (Z) (1) 

attache a (5.2.1 (1)) est la classe de la gerbe des B-A-bitorseurs P tels que 
n (P) = u- 1 , sur laquelle Z opere grace aux isomorphismes 

U: Z~Aut(P), U(z)(p)=pz. (2) 

En effet, d'apres (4.2.2) et (2.5.10), d"(b) est la classe de la gerbe K des 
relevements de (B, u) relativement au morphisme de gerbes 

TORS(T, A)---+REP(L), P~(ad(P), n(P)- 1), (3) 

de (3.2.2 (2)), oti n(P) est l'automorphisme de (3.2.5) et (5.2.6). Or cette 
gerbe est isomorphe a celle de l'enonce. En effet, un objet est un A-torseur 
P muni d'un isomorphisme de Groupes i: ad (P)~ Btel que u i = n(P)-1, 
et i fait de Pun B-A-bitorseur P' tel que n(P')=u- 1 • Enfin la structure de 
Z-gerbe de K est bien celle de l'enonce. En effet, d'apres (2.5.6 (iii ter)), il 
suffit de verifier que le morphisme K---+ TORS (T; A), (P, i) ~ P, est lie par 
lien (Z)---+ lien (A), ce qui resulte de (III 1.5.6 (i)). 

Proposition 5.2.9. Pour tout mEH0 (Aut(A)), designons par Am le 
A-bitorseur obtenu en faisant operer A sur lui-meme a gauche (resp. 
droite) par 

XHQX (resp. x H x m(a)). (1) 

(i) L'application qui, a tout mEH0 (Aut(A)), associe la classe du bitor
seur Am est un morphisme de groupes 

H 0 (Aut(A))---+ Bit(A). (2) 

De plus, n(Am) est l'image de m par 

H 0 (A ut(A))---+ H 0 (A utex (A)). 

(ii) Le morphisme (2) induit des isomorphismes de groupes 

H0 (Aut(A))/H0 (A)~Bit(A)n, (3) 

H0 (Aut(A))/H0 (lnt(A))~ Bit(A)JBit(A)on· (4) 
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La premiere assertion est laissee au lecteur qui utilisera (3.2.5 (3)). 
11 est clair que l'image de (2) est contenue dans Bit(A)n. Inversement, le 
torseur sous-jacent a un bitorseur neutre P est isomorphe a Ad et les 
operations de A a gauche sur P fournissent un automorphisme m de A, 
d'ou l'on deduit que Pest isomorphe a Am. Pour prouver que (3) est un 
isomorphisme, il suffit de prouver que le noyau de (2) est l'image de 

H 0 (A)--> H 0 (Aut(A)). 

Ceci est clair. En effet, si m et n sont deux automorphismes de A, un 
isomorphisme Am~ An est caracterise par une section p de A verifiant 
m(x)= p n(x) p- 1, xEA, a savoir l'imagede la section unite. Cette remarque 
montre egalement que, pour que Am soit localement isomorphe au 
bitorseur trivial, il faut et il suffit que m soit localement de la forme 
Int(p), done appartienne a H 0 (1nt(A)), ce qui acheve la demonstration. 

Remarque 5.2.10. On notera que, d'apres (5.2.7 (i)), le groupe Bit(A)0 

est invariant dans Bit(A); mais Bit(A)n ne l'est pas toujours. Par ailleurs, 
l'image den: Bit(A)--->H0 (Autex(A)) est, d'apres (2.5.7), le stabilisateur 
de la classe unite 1EH2 (A) et contient d'apres (2.5.7 (i)) et (5.2.9(i)) le 
groupe Bit(A)JBit(A)on, c'est-a-dire !'image de H 0 (Aut(A)). 



Chapitre V 

Effet d'un morphisme de sites sur la cohomologie 

§ 1. Changement de site 

1.1. Image inverse de faisceaux de groupes 

1.1.1. Dans tout ce paragraphe, on fixe un morphisme de U-sites 

f: E'----->E 

dont le foncteur sous-jacent est note 

u: E----->E', (ouencoreJ- 1), (03.1). 

(1) 

(2) 

De plus, on suppose que le foncteur image inverse de faisceaux d'en
sembles f * est choisi de telle sorte que le diagramme ci-dessous soit 
commutatif 

(3) 

ou e et i;' sont les foncteurs de (0 2.5 (3)). 

1.1.2. Pour tout SEOb(E), la composition avec le foncteur 

U1s: E1s----->E1s-, u1s(X/S)=(u(X)/u(S)), S'=u(S), (1) 

induit sur les categories de faisceaux de groupes un foncteur appele 
image directe 

(2) 

qui, par definition, (II 3.4.1), est un foncteur entre les fibres des champs 
scindes des f aisceaux de groupes 

FAGRSC(E')s,-----> FAGRSC(E)s- (3) 

11 est immediat que les foncteurs (3) sont compatibles avec la localisation, 
c'est-a-dire qu'ils definissent un morphisme de champs scindes 

(4) 
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Lemme 1.1.3. Le morphisme de champs (4) admet un adjoint a gauche 

t;r: FAGRSC(E)--+FAGRSC(E')f,E (1) 

tel que, pour tout SEOb(E), le foncteur induit par (1) sur les fibres en S 

Fagr(E1s)--+ Fagr(E1s,), S'=u(S), (2) 

soit le foncteur image inverse de faisceaux de groupes defini par le 
morphisme de sites E1s,--+ E;s· 

D'apres (I 1.11.3), l'existence des foncteurs (2), qui est assuree par 
[SGA 4 III §3.2.5], assure celle d'un £-adjoint a gauche (1) de (4). De 
plus, (1) est E-cartesien, (i.e. un morphisme de champs), parce que les 
foncteurs (2) sont compatibles avec la localisation, comme on voit 
aisement. D'ou la conclusion. On notera que, comme adjoint, le mor
phisme (1) est caracterise a isomorphisme unique pres parmi les mor
phismes de champs, (loc. cit.). 

Remarque 1.1.4. Le foncteur image inverse f *: E--+ E' commute aux 
limites projectives finies; il transforme done un S-groupe G de E, 
SEOb(E), en un f*(S)-groupe f*(G) de £'. D'ou un morphisme de 
£-champs note 

ftr: GREL(E)--+GREL(E')~E, (113.4.11.5), (1) 
E' 

ou le produit fibre est pris au changement de base f*: E--+ E'. Grace 
a la commutativite du diagramme (1.1.1 (3)) on en deduit par change
ment de base un morphisme de £-champs 

ftr: FAGR(E)--+FAGR(E');,E, (113.4.12), (2) 

du champ des faisceaux de groupes sur E dans l'image directe par le 
morphisme de sitesf: E'--+ Edu champ des faisceaux de groupes sur E'. 
Ce morphisme de champs fournit une description «geometrique» de 
(1.1.2 (4)). Plus precisement, d'apres [SGA 4 III §3.2.5], la formation de 
l'image inverse est compatible avec celle du faisceau d'ensembles sous
jacent et il est aise d'en deduire que l'on a un isomorphisme canonique 
de morphismes de champs a rendant commutatif le diagramme 

FAGR(E)~ FAGR(E') x E 

l rl E' (3) 

FAGRSC(E)~FAGRSC(E');,E 

ou les horizontales sont les foncteurs (2) et (1.1.3 (1)) et les verticales 
les E-equivalences de (II 3.4.12 (2)). 
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Remarque 1.1.5. Le foncteur image inverse de faisceaux de groupes 

Jg:: Fagr(E) ~ Fagr(E') (1) 

[defini comme !'adjoint a gauche du foncteur induit par la composition 
avec u: E ~ E']: s'interprete (en termes de groupes de la categorie des 
faisceaux) comme le foncteur 

GREL(E)e ~ GREL(E')e' (2) 

induit par (1.1.4 (1)) sur les categories fibres en les objets finaux e et e' 
des topos E et E'. Grace aux equivalences 

Fagr(E)~ ~(FAGRSC(E)/E), (idem pour E'), (3) 

de (II 3.4.2 (i)), il s'identifie egalement au Joncteur induit par (1.1.3 (1)) 
sur /es categories de sections cartesiennes. En effet, il est immediat que 
les foncteurs adjoints (f:,, ff) de (1.1.3) induisent sur les categories de 
sections cartesiennes un couple de foncteurs adjoints et il suflit de 
remarquer que le Joncteur induit par le morphisme de champs ff n'est 
autre que le foncteur image directe Fagr(E')~ Fagr(E) defini par la 
composition a vec u: E ~ E'. 

1.2. Image inverse de liens 

Proposition 1.2.1. Soit J: E' ~ E un morphisme de U-sites. 11 existe 
un morphisme de E-champs 

ft: LIEN (E) ~ LIEN (E') x E'E, (1) 

et un isomorphisme de morphismes de champs rendant commutatif le 
diagramme 

FAGRSC(E) ~ FAGRSC(E') x E'E 

lien(E) l / l lien (E') X E'E (2) 

LIEN (E) tr.* LIEN (E') X E,E 

ou f:r est le morphisme de champs de (1.1.3 (1)) et ou la verticale de 
droite est deduite de lien(£'): FAGRSC(E')~ LIEN(£'), (IV 1.1.5 (5)), 
par le changement de base u: E ~ E' sous-jacent a J: E' ~ E. 

1.2.1.1. Par la «propriete universelle» du champ des liens sur E, 
(IV 1.1.8), il suffit de prouver que le compose (lien (E') x E'E) · Jg: trans
forme tout automorphisme interieur en une fleche identique. Pour cela 
il suffit de noter que t:r transforme tout automorphisme interieur en 
un automorphisme interieur, ce qui est immediat, (car J*: E ~ E' 
commute aux limites projectives finies). 
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1.2.1.2. Par (IV 1.1.8), la donnee d'un isomorphisme A caracterise 
le morphisme de champs f~ a isomorphisme unique pres. 

1.2.1.3. Par passage aux categories de sections cartesiennes, le dia
gramme (1.2.1 (2)) foumit un diagramme 

Lim (FAGRSC(E)/E) ~ Lim (FAGRSC(E') x E'E/E) 
~ l ~ t-l (3) 
~ (LIEN (E)/E) ~~(LIEN (E') x E'E/ E), 

ou A' est un isomorphisme de foncteurs. D'apres (11.6.2.1), on a un 
carre commutatif 

Lim (FAGRSC(E') x E/E) ~ Lim (FAGRSC(E')/E') 
~ lE' ~l 

(3 bis) 
~ (LIEN (E') i, E/E) ~~(LIEN (E')/E') 

ou les verticales sont induites par le morphisme de E' -champs lien (E') 
et ou les horizontales, qui sont induites par le changement de base 
E ~ E' sous-jacent af: E' ~ E, sont des equivalences d'apres (II 3.1.5.5). 
Par definition, la categorie des liens est la categorie des sections car
tesiennes du champ des liens. En interpretant les horizontales supe
rieures de (3) et (3 bis) grace a (1.1.5), on trouve done un foncteur 

fl: Lien (E) ~ Lien (E') (4) 

appele foncteur image inverse de liens et un isomorphisme de foncteurs A 
qui rend commutatif le diagramme 

Fagr(E)~ Fagr(E') 

lien(E)l Yllien(E') (5) 
Lien (E) ~ Lien (E'). 

De plus, le couple (J;(, J) est determine par (ft A) a isomorphisme 
unique pres. 

Definition 1.2.2. Soit f: E' ~ E un morphisme de U-sites. 
(i) Soit LEOb(LIEN(E)s) un lien sur SEOb(E), (IV 1.1.6). On 

appelle image inverse de L par f l'image de f~(L) par l'isomorphisme 
canonique 

(LIEN (E') i, E)s ~ LIEN (E')s,, S'=u(S); (1) 

c'est done un lien sur S'EOb(E'). 
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(ii) Si Lest un lien sur E, on appelle image inverse de L par f le lien 
J;t(L) sur E'. 

1.2.2.1. Par definition, un lien L sur E est une section cartesienne 
du champ des liens LIEN (E). Son image inverse est, par definition 
(1.2.1.3) (11.6.2.1), la section cartesienne de LIEN(E') caracterisee par 
la condition que la section de LIEN (E') x E'E qui s'en deduit par le 
changement de base E ---4 E' soit le compose 

E ___b___, LIEN (E) ~ LIEN (E') x E'E. (2) 

1.2.2.2. En resume, on a defini (et caracterise) l'image inverse d'un 
lien par la condition que cette notion soit locale et par la donnee, pour 
tout faisceau de groupes G sur E, d'un isomorphisme de liens sur E' 

Jc(G): fit(lien(G))-~·-.tien(_[g:'(G)), (1.2.1.3 (5)), (3) 

« fonctoriel et compatible avec la localisation». 

Proposition 1.2.3. (Transitivite.) Soient deux morphismes de LI-sites 

(i) On a un isomorphisme canonique de foncteurs 

CJ,g: gt ·ft(---4(fg)t. 

(ii) Si h: E"' ---4 E" est un morphisme de LI-sites, on a 

1.2.3.1. Soient 
E 111 ~ E'' +----"- E' +--1'-------- E 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

les foncteurs sous-jacents aux morphismes de sites f, g et h. Pour tout 
SE Ob (E), designons par S' et S" ses images par les foncteurs u et vu. 
Il est immediat que le foncteur compose 

(5) 

des foncteurs images directe induits par f et g, (1.1.2 (2)) est le foncteur 
image directe induit par le compose f g. En effet, par definition, le 
foncteur sous-jacent a f g est le compose vu. 

1.2.3.2. Il en resulte trivialement que le morphisme de champs 

(fg);r: FAGRSC(E");,E---4 FAGRSC(E), (1.1.2 (4)), (6) 
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est egal au compose 
(7) 

OU 
(g;,')*: F AGRSC(E") x E ~ FAGRSC(E') x E (8) 

E" E' 

est deduit de g~ par le changement de base E ~ E'. 

1.2.3.3. Par l'unicite de !'adjoint d'un morphisme de champs 
(I 1.11.1 (iii)), ii en resulte un isomorphisme canonique de morphismes 
de champs 

(9) 

car le morphisme de champs (g:r)* deduit de g:r par le changement de 
base E ~ E' est adjoint de (gr)* d'apres (I 1.11.1 (ii)). 

1.2.3.4. Par la propriete universelle du champ des liens sur E, 
(IV 1.1.8), et la definition des morphismes de champs t;i;, on en deduit 
un isomorphisme canonique de morphismes de champs 

(10) 

ce qui prouve et precise !'assertion (i), par passage aux categories de 
sections cartesiennes. 

1.2.3.5. L'assertion (ii) resulte, par la propriete universelle du champ 
des liens et par passage aux categories de sections cartesiennes de la 
formule analogue a (3), relative aux df,g de (9), laquelle resulte de 
(I 1.11.1 (iii)). 

1.2.3.6. En somme, on a fait en sorte que, pour tout faisceau de 
groupes G sur E, l'isomorphisme de transitivite de l'image inverse de 
faisceaux de groupes g:J8: (G) ~ (f g):r(G) represente l'isomorphisme 
de transitivite de l'image inverse de liens gtf;f (L) ~ (f g)it; (L), 
L=lien(G). 

Proposition 1.2.4. (Passage au topos.) Soit E un U-site et soit 

e: E~E (1) 

le morphisme de U-sites dont le foncteur sous-jacent est s: E ~ E. Le 
foncteur image inverse de liens 

e~: lien(£)~ Lien(£) 

est quasi-inverse de !'equivalence (IV 1.1.11 (8)). 

(2) 
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D'apres (IV 1.1.11 (6)), on a une equivalence de £-champs 

LIEN(£)- LIEN (E)* (3) 

qui, par passage aux sections cartesiennes, donne celle de (IV 1.1.11 (8)). 
11 suffit done de prouver que le morphisme de champs sur E 

LIEN (E)* - LIEN (E) (4) 

deduit de e~ par la propriete universelle de l'image inverse de champs, 
(II 3.3.8), est quasi-inverse de (3). Or (3) est une £-equivalence; par la 
«propriete universelle» du champ des liens sur E, on est done ramene 
a prouver que le morphisme de champs sur E 

FAGRSC(E)*-FAGRSC(E) (5) 

deduit de e:, est quasi-inverse de celui qui a servi a definir (3), 
(cf. II 3.4.13). Par (II 3.3.3), il suffit de savoir que les foncteurs deduits 
par le changement de base E - E sont £-quasi-inverses. Or cela est 
immediat car celui deduit de (5) est, par definition, le foncteur e:,, 
l'autre est ef d'apres (II 3.4.13) et, d'apres [SGA 4 III 3.4.5], les mor
phismes d'adjonction sont des isomorphismes. 

Proposition 1.2.5. Soient f: E' - E un morphisme de U-sites et 
u: L- Mun morphisme de liens sur E. Siu est injectif, surjectif, central 
ou normal (IV 1.2.6), il en est de meme de son image inverse par f 

Par definition, u est localement representable par un morphisme de 
faisceaux de groupes a: A - B qui est un monomorphisme, ou un 
epimorphisme ou qui est central, ou qui est normal. Ces conditions 
sont conservees par le foncteur image inverse de faisceaux de groupes 
comme on voit aisement (1.1.4); et l'image inverse de u est localement 
representable par celle de a, d'ou la conclusion. 

On prouve de meme que l'image inverse d'un lien abelien (resp. du 
lien unite) est un lien abelien (resp. le lien unite, (IV 1.2.3 et 4)). 

Proposition 1.2.6. Le foncteur image inverse de liens respecte les 
produits finis et le conoyau d'un morphisme. 

Soit L~ M ~Nun diagramme de liens tel que v soit le conoyau 
de u. Nous devons montrer que J;t(v) est le conoyau de J;t(u). D'apres 
(IV 1.3.2 (ii)), il existe localement sur E un diagramme de faisceaux de 
groupes A~ B ~ C qui represente (u, v) et qui est tel que b soit le 
conoyau de a. D'ou la conclusion, par (IV 1.3.1 (iii)), car le foncteur 
image inverse de groupes respecte les conoyaux. Demonstration ana
logue pour les produits finis en utilisant (IV 1.4.1). 

On prouve de meme le corollaire suivant. 
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Corollaire 1.2.7. L'image inverse par f: E' - E d'une suite exacte de 
liens 1 - L- M - N, (resp. 1 - L- M - N - 1) est une suite exacte 
de liens, (IV 4.1.1 ). 

Corollaire 1.2.8. Soient u: C - L et v: C - M deux morphismes de 
liens dont l'un (disons v) est central. On a un isomorphisme canonique 
de liens sur E' 

(1) 

En effet, puisque v est central, le produit contracte L J M existe et 
c'est le conoyau du morphisme evident c- L x M, (IV 1.6.1.1). D'apres 
(1.2.5), la meme remarque vaut pour le premier terme de (1) et la 
conclusion resulte de (1.2.6). 

Corollaire 1.2.9. Soient u: L- M un morphisme de liens sur E et 
Cu son centralisateur. Soient u': r: - M' et C~ leurs images inverses par 
f: E' - E. On a un morphisme injectif de liens sur E' 

(1) 

ou Cu, est le centralisateur de u'. 

1.2.9.1. D'apres (1.2.6), le morphisme structural cu: L x cu- M, 
(IV 1.5.1) determine par image inverse un morphisme I: x Cu, - M' qui, 
par la propriete universelle du centralisateur de u', definit le mor
phisme (1). 

1.2.9.2. 11 est immediat que le compose de (1) et du morphisme 
naturel Yu-: Cu, - M', (IV 1.5.2 (2)), est l'image inverse y~: C~ - M' du 
morphisme Yu, (ce qui, en general, ne suffirait pas a determiner (1), 
cf. (IV 1.5.1.2)). Or Yu est injectif, done aussi y~, done aussi (1). 

1.2.9.3. Prenant pour u le morphisme identique d'un lien L sur E, 
on en deduit que l'on a un monomorphisme de liens abeliens sur E' 

fif(C)- C'' (2) 

ou C (resp. C') est le centre de L (resp. I:). On peut d'ailleurs noter que 
le morphisme YL: C - Lest central, done aussi son image inverse (1.2.5), 
ce qui assure que celle-ci se factorise canoniquement par C', (IV 1.5.3). 
Le morphisme ainsi obtenu n'est autre que (2), cf. (1.2.9.2). 

1.2.9.4. On prendra garde que (1) et (2) ne sont pas, en general, des 
isomorphismes comme on voit en considerant le morphisme de topos 
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dont le foncteur image inverse est 

E-+ U-ens, F ~ F(S), 

ou E est une categorie appartenant a U et ou SEOb(E). 

1.3. Image inverse d'un objet tordu 

Lemme 1.3.1. Soient f: E'-+ E un morphisme de U-sites, F' un 
£'-champ et 

F'=F'xE * E' 
(1) 

l'image directe de F' par f, (II 3. 1.5). On a un isomorphisme canonique 
de morphismes de £-champs 

d(F'): AUT(F~)---:--.ff · AUT(F')*, (II 3.5.2 (4)), (2) 

ou AUT(F')* est deduit de AUT(F') par le changement de base 
u: E-+ E' sous-jacent a f 

1.3.1.1. Pour tout SEOb(E), la premiere projection de F~ induit un 
isomorphisme entre les categories fibres 

(3) 

et l'enonce signifie simplement que, pour tout xEOb((F~)s) on a un 
isomorphisme de faisceaux de groupes sur S 

Aut5 (x) ~ f;'(Aut5,(x')), x' = p5 (x), (4) 

verifiant des conditions de compatibilite evidentes. 

1.3.1.2. D'apres (II 3.1.5.3), on a un isomorphisme Hom5 (x, x)-+ 
f*(Hom 5 ,(x', x')) qui est compatible avec les accouplements de com
position et, puisque le foncteur image directe de faisceaux d'ensembles 
commute aux limites projectives finies, on en deduit un isomorphisme 
(4) qui convient, comme on voit aisement. 

1.3.1.3. Soit encore m': F'-+ G' un morphisme de E' -champs dont 
l'image directe par fest no tee m~: F~-+ G~. Pour tout SE Ob (E) et tout 
xEOb((F~)s), le morphisme de faisceaux de groupes sur S induit par m~ 

(5) 

s'identifie par les isomorphismes (4) a l'image directe du morphisme de 
faisceaux de groupes sur S'=J- 1 (S) induit par m' 

Aut5,(x')-+ Aut5 ,(m'(x')), x' = p5 (x), (1.3.1.1 (3)). (6) 
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En effet, ceci resulte immediatement des definitions. En termes de 
morphismes de champs, on ecrit savamment: 

f;' * flh(AUT(m')) · d(F')=d(G') * m',:3r1 • AUT(m~), (7) 

ou les notations sont celles de (II 3.5.3). 

Remarque 1.3.2. (Objets a operateurs dans l'image directe d'un 
champ.) Sous les hypotheses de (1.3.1) pour tout xEOb(F;s), SEOb(E), 
l'isomorphisme (1.3.1.1 (4)) induit, pour tout faisceau de groupes A sur S, 
une bijection 

Homs, gr(A, A uts(x)) ~ Homs-, gr(f*(A), Auts-(x')), (1) 

autrement <lit une bijection entre /'ensemble des structures de S-A-objets 

a operateurs sur X et celles de S'-f*(A)-objets a operateurs sur l'objet 

correspondant x'EOb(F~-), S'=J- 1 (S), qui donne naissance a une equi
valence de categories 

Oper(f*(A), F')~ Oper(A,F;), (III 2.2.1). (2) 

Lemme 1.3.3. Sous les hypotheses de (1.3.1), soit 

(1) 

un morphisme de £-champs. 

(i) On a un morphisme canonique de morphismes de champs 

g(F): t:r · AUT(F)----> J;h(AUT(F')). <pearl, (II 3.5.1) (1.3.1 (2)). (2) 

(ii) Si <p fait de F' une image inverse de F par f, le morphisme g(F) 

est un isomorphisme. 

1.3.3.1. Puisque t:, est adjoint a gauche du morphisme de champs 
t:,, pour prouver (i), il suffit d'apres (I 1.11.1 (iii)) de prouver que l'on 
a un morphisme 

AUT(F)----,ft-AUT(F')* · <pcar1 (3) 

et l'on prend le compose 

(d(F') *<pearl). AUT(<p), (II 3.5.3 (2)). (4) 

1.3.3.2. Bien entendu, (i) signifie simplement que, pour tout SEOb(E) 
et tout xEOb(Fs), on a un morphisme de faisceaux de groupes sur 
S' = J- 1(S), 

t:r(Auts(x))----> Auts-(x'), S'EOb(E'), (5) 
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ou x'EOb(F;,) est l'image de cp(x) par l'isomorphisme (F;)s~F;, 
(1.3.1.1 (3)), verifiant certaines conditions de compatibilite. La maniere 
dont on a construit (1) assure que (5) est le morphisme qui correspond, 
par la «formule d'adjonction» au morphisme compose 

A Uts(x) ~ A Uts(C/J (x)) ~ fr(A uts, (x')) (6) 

ou µ est induit par cp: F----+F; et ou I est l'isomorphisme (1.3.1.1(4)). 

1.3.3.3. Si cp fait de F' une image inverse de F par f, le morphisme (5) 
est un isomorphisme. En effet, en vertu de (1.1.5), le morphisme de 
faisceaux d'ensembles sous-jacents est induit par l'isomorphisme 
f*(Homs(x, x))~ Homs,(x', x') de (II 3.2.8) et la conclusion en 
resulte aisement. Ceci prouve (ii). 

Proposition 1.3.4. Soit f: E'----+ E un morphisme de sites et soit A 
un faisceau de groupes sur E. 

(i) On a un morphisme de £-champs 

TORS(.E; A)--+ TORS(.E;f*(A)) x i'E, P-f*(P), (1) 

et, par le changement de base e: E----+ E, un morphisme de £-champs 

TORS(E; A)--+ TORS(E;f*(A) x E'E. (2) 

(ii) Le morphisme (2) fait de la gerbe des f * (A)-torseurs sur E' une 
image inverse par f: E----+ E' de la gerbe des A-torseurs sur E. 

1.3.4.1. Le foncteur image inverse de faisceaux d'ensemblesf*: .E----+ .E' 
commute aux limites projectives finies et aux epimorphismes, il trans
forme done un A-torseur P sur Sen unf*(A)-torseur f*(P) sur f*(S). 
De plus, la localisation s'exprime comme un produit fibre (III 1.1.6), 
done (1) est bien un morphisme de £-champs. Par transitivite de l'image 
directe de champs et commutativite de (1.1.1 (3)), on deduit bien de (1) 
un morphisme de £-champs (2). 

1.3.4.2. Prouvons (ii). Par definition, il faut prouver que, pour tout 
E'-champ F', le foncteur compose. 

Cart(T', F')----+ Cart(T' x E'E, F' x EE)~ Cart(T, F' x E'E), (3) 

ou T'=TORS(E',f*(A)), T=TORS(E,A) et ou t/1 est induit par (2), 
est une equivalence de categories. En interpretant un E' -morphisme 
T'----+ F' comme un f * (A)-objet a operateurs de F' (III 2.2.2, 2.3.9), on 
voit aisement que le compose (2) s'interprete «a equivalence pres» 
comme le foncteur de (1.3.2 (2)), ce qui prouve que (3) est une equivalence. 
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Proposition 1.3.5. Soient f: E'--+ E un morphisme de sites, C un 
£-champ, ( C', <p: C--+ C' x E'E) une image inverse de C par f et A un 
faisceau de groupes sur E. On a un foncteur naturel 

Oper(A, C)--+ Oper(f*(A), C'), ' Xvv>X. (1) 

Pour tout A-objet a operateur x de C, le foncteur torsion de x' (III 2.3.9) 

Twx,: TORS(E',f*(A))--+ C' 

est l'image inverse du foncteur torsion de x. 

Le foncteur (1) est defini comme le compose 

(2) 

Oper(A, C) ~ Oper(A, C' x E) ~ Oper(f*(A), C') (3) 
E' 

ou rx est le foncteur induit par <p: C--+ C' x E et ou {3 est un quasi-inverse 
E' 

de l'equivalence (1.3.2 (2)). La seconde assertion resulte de (1.3.4.2), car, 
par definition, Twx' est le morphisme de champs correspondant a 
l'objet a operateurs x' par l'equivalence 

Cart(T', F')--+ Oper(f*(A), F'). 

1.4. Image inverse de gerbes 

Lemme 1.4.1. Soientf: E'--+ Eun morphisme de sites, Fun £-champ 
et L un lien sur E. 

(i) Pour toute action a de L sur F (IV 2.1.4), 

a(x): L(S)--+lien(Aut5 (x)), SEOb(E), xE0b(F5), (1) 

il existe une unique action a' de l'image inverse E de L par f sur l'image 
inverse F' de F telle que, pour tout SEOb(E) et tout xE0b(F5), le 
morphisme 

a'(x'): E(S')--+ lien ( Aut5 , (x')), S' = 1-1 (S), 

s'identifie par (1.3.3.2 (5)) et (1.2.2.2) a l'image inverse de a(x), ou 
x' E0b(F5 ,) est l'image de x par le compose 

(2) 

dans lequel <p est le morphisme structural de F'. 
(ii) Soient encore G un £-champ, b une action d'un lien M sur G 

et m: F--+ Gun morphisme de champs compatible avec un morphisme 
de liens u: L--+ M. L'image inverse de m est compatible avec l'image 
inverse de u. 
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1.4.1.1. Rappelons qu'une action de I', sur F' est un morphisme de 
morphismes de champs 

a': I', · p'-----, liau (F') (IV 2.1.4) (3) 

ou p': F'cart-----, E' est la projection. Comme !'image inverse de champs 
commute a la formation du champ de groupo"ides sous-jacent, on peut 
supposer que F est un champ de groupo"ides. Auquel cas, par la pro
priete universelle de !'image inverse de champs, on a une bijection 

(4) 

entre !'ensemble des actions de I', sur F' et !'ensemble des morphismes 
de morphismes de champs 

Par definition de I', (1.2.2.1), on a un isomorphisme canonique 

J;h(I', . p'). <p = J;h(I',). p ____::___, f~ . L. p, 

(5) 

(6) 

ou p: F-----, E est la projection. L'action a de L sur F fournit un morphisme 

f~ * a: f~ · L · p-----, f~ - liau(F)=f~ - lien -AUT(F) (7) 

l'isomorphisme A de (1.2.1 (2)) fournit un isom0orphisme 

A*AUT(F): f~·lien-AUT(F)____::___,f;h(lien(E'))·f:r·AUT(F) (8) 

l'isomorphisme (1.3.3 (2)) fournit un isomorphisme [ on pose lien*= 
J;h(lien (E'))] 

lien**g(F): lien*-fir·AUT(F)____::___,lien*·f:h(AUT(F'))·<p, (9) 

d'ou un morphisme (5), en composant (6) (7) (8) et (9). En explicitant (5), 
on trouve evidemment le morphisme de l'enonce, ce qui prouve (i). On 
prouve (ii) en utilisant a nouveau la propriete universelle de !'image 
inverse. 

Proposition 1.4.2. Soient f: E'-----, E un morphisme de sites et F une 
L-gerbe. L'image inverse de F est liee par !'image inverse du lien de F. 
L'image inverse d'un morphisme m: F-----, G de gerbes sur E est liee par 
!'image inverse du morphisme de liens qui lie m. 

Si F est triviale, son image inverse est une gerbe d'apres (1.3.4), 
car F est equivalente a une gerbe de torseurs. Comme la formation de 
!'image inverse commuta a la localisation [par exemple par transitivite 
de !'image inverse (II 3.2.3, 3.2.7)], on en deduit que !'image inverse 
fct(F) de Fest une gerbe. D'apres (1.4.1), on a une action a' de !'image 
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inverse J;f (L) du lien L de F sur l'image inverse de F, deduite de l'action 
a de L sur F. Comme a est un isomorphisme il en est de meme de 
(1.4.1 (5)), done de a', par la propriete universelle de .fct(F), done a' 

identifie f * (L) au lien def* (F). La seconde assertion resulte formellement 
de (1.4.1). 

Proposition 1.4.3. Soient m: F------, G un morphisme de gerbes sur E, 
lie par un epimorphisme de liens v: M _____,Nets une section de G. On a 
une £'-equivalence naturelle entre l'image inverse K(s)' de la gerbe 
K(s) des relevements de s (IV 2.5.5) et la gerbe K(s') des relevements 
de l'image inverses' des relativement a l'image inverse m': F'------, G' de m. 

Par construction de K(s) (IV 2.5.5), on a des morphismes de gerbes 
sur E 

et un isomorphisme de morphismes de champs 

K(s): m·k(s)~s-p, 

(1) 

(2) 

ou p: K(s)------> E est la projection. En appliquant le 2-foncteur image 
inverse de champs, on trouve done des morphismes de gerbes sur E' 

et un isomorphisme de morphisme de champs 

K(s)': m' · k(s)' ~ s' · p', 

(3) 

(4) 

ou p': K(s)'------, E' est la projection. D'apres la proposition precedente, 
on sait que (3) est lie par l'image inverse de la suite exacte de liens 

1 ------, L(s) ~ M ~ N------, 1 (IV 2.5.5) (5) 

qui lie (1). La dite image inverse est exacte par (1.2.7), ce qui prouve la 
proposition par unicite de la gerbe des relevements de s' (IV 2.5.5.5). 

Corollaire 1.4.4. Sous les hypotheses de (1.4.3), soit i: s ~ t un 
isomorphisme de sections de G et soit i': s' ~ t' l'isomorphisme de 
sections de G' deduit par image inverse. Par les equivalences de (1.4.3), 
l'image inverse du morphisme de gerbes K(i): K(s)------> K(t) (IV 2.5.2 (4)) 
s'identifie a isomorphisme pres au morphisme K(i'): K(s')------> K(t'). 

Ceci resulte immediatement du fait que l'image inverse de champs 
est un 2-foncteur et de la propriete universelle «renforcee» de K(s') 
(IV 2.5.3). 
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Corollaire 1.4.5. Sous les conditions de (1.4.3) les operations naturelles 
de Aut(s') sur le lien L(s') de la gerbe des relevements K(s') de s' 
s'obtiennent grace au foncteur image inverse de liens a partir de celles 
de Aut(s) sur le lien L(s) de la gerbe des relevements de s. 

Ceci resulte au choix du corollaire precedent ou du fait que les <lites 
operations se calculent a partir de !'image inverse de la suite exacte de 
liens (1.4.3 (5)). 

1.5. Les applications H;(E, A)-+ H;(E',/*(A)) 

Proposition 1.5.1. Soient/: E'-+ E un morphisme de sites et A un 
faisceau de groupes sur E. On a des applications 

Pour i = 0, !'application ( 1) est un morphisme de groupes, pour i ;£ 2, 
c'est un morphisme d'ensembles pointes (III 2.4.2), qui, de plus, pour 
i = 2, applique !'ensemble des classes neutres dans !'ensemble des classes 
neutres (IV 3.1.3). De plus, pour i=O et 1, les applications (1) sont des 
morphismes de foncteurs en A. 

1.5.1.1. Soient e l'objet final de E etf*(e) son image inverse, laquelle 
est un objet final de E'. Le foncteur image inverse de faisceaux d'en
sembles, induit, pour tout FEOb(E), une application Hom(e, F)-+ 
Hom(!* (e),f* (A)), qui s'ecrit, par definition de H 0 , 

H 0 (E, F)-+ H 0 (E',f*(F)). (2) 
. 

Puisque f * commute aux limites projectives finies, on en deduit un 
morphisme de foncteurs AHH0 (J,A), ou A est un groupe de E, [c'est
a-dire un faisceau de groupes sur E (II 3.4.10)]. 

1.5.1.2. L'application H1 (f, A) est definie en associant a la classe 
d'un A-torseur P sur E celle de son image inversef*(P) ce qui est licite, 
car f*(P) est un f*(A)-torseur (1.3.4). Plus savamment, H 1 (f, A) est 
definie a partir du morphisme de £-champs de (1.3.4 (1)) par passage 
aux classes a isomorphisme pres d'objets au-dessus de e, ce qui prouve 
que la formation de H 1 (f, A) est compatible avec la localisation 
(III 2.4.6). Bien entendu, H1(f, A) est un morphisme d'ensembles pointes 
car un torseur est trivial si, et seulement si, il a une section, condition 
conservee par image inverse. Enfin, la formation de !'image inverse 
d'un torseur commute a celle du produit contracte, car celui-ci est un 
quotient d'un produit. Done AH H 1(f, A) est un morphisme de foncteurs 
en A (III 2.4.2.2). De plus, si A est abelien, H 1(f, A) est un morphisme 



§ 1. Changement de site 317 

de groupes (Ill 2.4.5), car, restreint aux faisceaux abeliens, H 1 (f, .) est 
un morphisme entre foncteurs additifs. 

1.5.1.3. Soient A un faisceau de groupes operant librement sur un 
faisceaux d'ensembles X sur E. Le diagramme 

H 0 (E, X/A)~ H 1(E, A) 

HD(J,X/A)l lH1(f,A) (3) 
H 0 (E', X'/A')~ H 1(E', A'), 

est commutatif, ou l'on a pose A'= f * (A), X' = f * (X) et ou l'on a iden
tifie de maniere naturelle X'/A' et f*(X/A). En effet, par definition 
(III 3.1.3), pour tout xEH0 (E, X/A), d(x) est la classe de l'image reci
proque de x par la projection X -4 X/A, laquelle est un produit fibre. 

1.5.1.4. Hormis sa classe unite, !'ensemble H 2 (E, A) ne depend que 
du lien L = lien (A). On definira done H 2 (f, A) grace a la proposition 
suivante, moyennant quoi l'image de la classe unite (IV 3.1.3) est la 
classe unite, en vertu de (1.3.4). 

Proposition 1.5.2. Soient f: E' -4 E un morphisme de sites, L un 
lien sur E, etf*(L) son image inverse sur E'. En associant a tout L-gerbe F 
son image inverse parf, liee parf*(L) comme il est <lit dans (1.4.1, 1.4.2), 
on definit une application 

H 2(f, L): H 2(E, L)-4 H 2(E',f* (L)). (1) 

De plus on a ce qui suit. 

(i) Siu: L-4M est un morphisme de liens sur E et sif*(u):f*(L)-4 
f*(M) designe son image inverse par f, on a, pour tout pEH2 (L) et 
tout qEH2 (M), 

(p~ q) = (p' ~ q'), (IV 3.1.4), (2) 

ou p' =H2 (f, L)(p), q' =H2 (f, M)(q). 

(ii) Soient Cle centre de L,f*(C) son image inverse et y:f*(C)-4 C' 
le morphisme nature! (1.2.9.3), ou C' est le centre de f*(L). Pour tout 
xEH2(E, C) et tout pEH2(E, L), on a, pour les operations de (IV 3.3.3), 

(xp)'=x'p', (3) 

ou (xp)'=H2(f,L)(xp), p'=H2(f,L)(p) et ou x' est l'image de x par 
le compose 

H2(E, C) H2(J,C) H2(E',f*(C)) H2(E',y) H2(E', C'). (4) 
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1.5.2.1. La definition de ( 1) est consistante, car si m: G-----> G' est une 
L-equivalence de L-gerbes sur E, son image inverse est liee par l'identite 
de f * (L), done est une f * (L)-equivalence. Par ailleurs, (i) resulte de 
(1.4.2). Pour prouver (ii), rappelons que l'accouplement 

H 2 (E, C) x H 2 (E, L)-. H 2 (E, L) 

qui definit Jes operations de H 2 (E, C) sur H 2 (E, L) est obtenu en faisant 
usage de la fonctorialite du H 2 dans deux cas particuliers, a savoir Jes 
projections du produit CxL et le morphisme c+idL: CxL-.L 
(IV 3.1.10, 3.3.3). Comme on a vu que la formation de !'image inverse 
de liens respecte Jes produits et produits contractes (1.2.6, 1.2.8), ii 
resulte formellement de (i) que !'on a 

(xp)'=x"p' ou x"EH2 (f,C)(x), 

d'ou la relation (3), par (IV 3.3.6). 

(5) 

Corollaire 1.5.2.2. Soient v: M-----> N un epimorphisme de liens sur E. 
On a un morphisme 

O(f, v): O(E, v)-. O(E',f*(v)), (IV 4.2.3). (1) 

De plus, si 1 -. A~ B ~ C-. 1 est une suite exacte de faisceaux 
de groupes telle que lien (E)(b) = v, le carre ci-dessous est commutatif 

H 1(E, C) H'U,C) H 1 (E',f*(C)) 

dl ld' (2) 
O(E, v)~0 <-J,-v)-----> O(E',f*(v)) 

ou d (resp. d') est !'application attachee par (IV 4.2.7.2) a la suite exacte 
donnee (resp. a son image inverse par f). 

On definit (1) grace a la notion d'image inverse de gerbe (1.4.2). La 
commutativite de (2) resulte de (1.4.3), etant entendu que !'on identifie 
canoniquement f*(v) et lien(E')(f*(b)) (1.2.2.2), ce qui permet de 
definir d'. 

Corollaire 1.5.3. Restreints a la categorie des faisceaux de groupes 
abeliens, Jes morphismes H;(f, *) de (1.5.1) forment un morphisme entre 
6-foncteurs limites aux degres 0, 1 et 2. Par Jes isomorphismes (III 3.5.4) 
et (IV 3.4.2), ils s'identifient aux morphismes definis en algebre homo
logique. 

La seconde assertion resulte de la premiere, car H 1(E, *) est un 
6-foncteur universe! (T 2.2) et ii n'existe done qu'un seul morphisme de 
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J-foncteur induisant H 0 (J, *) en degre 0. Quant a la premiere assertion 
elle resulte de (1.5.1.3) et (1.5.2.2). 

§2. Les faisceaux R1 /* (A) 

Definition 2.1. Soient f: E'-, E un morphisme de U-sites et A un 
faisceau de groupes sur E'. On note R 1f*(A) le faisceau (sur E) associe 
au prefaisceau Yvv-.H1(f- 1 (Y),A), YEOb(E), ou 1- 1 : £-,£' est le 
foncteur sous-jacent a f (0 3.3). 

2.1.l. Par definition du faisceau associe a un prefaisceau, on a done 
une famille d'applications 

H 1(f- 1 (Y), A)-> R 1f*(A)(Y), YEOb(E). 

D'apres (III 2.4.6), les applications de localisation 

H 1(f- 1 (Y), A)-> H 1(f- 1 (Y'), A), 

(1) 

(2) 

ou Y'-, Yest une fleche de E, sont des morphismes d'ensembles pointes. 
Done R 1f*(A) est muni d'une section canonique: on <lira que c'est un 
faisceau d'ensembles pointes. 

2.1.2. D'apres (III 2.4.6), les applications (2) sont des morphismes de 
foncteurs en A. Si u: A-, B est un morphisme de faisceaux de groupes 
sur E', on a done un morphisme de faisceaux d'ensembles pointes: 

R 1f*(u): R 1f*(A)->R 1f*(B), 

deduit des applications (III 2.4.2 (2)). 

(3) 

2.1.3. Soient A un faisceau de groupes sur E' operant librement 
(Ill 1.1.5) a droite sur un faisceau d'ensembles P sur E'. On a un mor
phisme de faisceaux d'ensembles 

(4) 

deduit des «operateurs cobords» (P/A)(f- 1 (Y))-> H 1(f- 1 (Y), A), 
YEOb(E), de (III 3.1.3). En effet, ceux-ci definissent un morphisme de 
prefaisceaux d'ensembles sur E, car la formation de l'image inverse par 
la projection P-, P / A d'une section c de P / A commute a la localisation 
et l'on obtieht d par passage au faisceau associe. 

Proposition 2.2. Soit A un faisceau de groupes sur E' operant libre
ment sur un faisceaux d'ensembles P sur E'. L'image inverse par 
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f*(P/A)--->R 1f*(A) (2.1.3 (4)) de la section marquee de R 1f*(A) est le 
faisceau image du morphisme f*(p): f*(P)--->f*(P/A), ou p: P--->P/A 
est la projection. 

Ceci resulte de (III 3.1.4) car la formation du faisceau associe commute 
a celle de l'image reciproque d'une section par un morphisme et a celle 
de l'image d'un morphisme. 

Proposition 2.3. Soit 1 --, A~ B ~ C--, 1 une suite exacte de 
faisceaux de groupes sur E' (Ill 3.3.0). On a une suite exacte de mor
phismes de faisceaux d'ensembles pointes 

1 __, f * (A) ~ f * ( B) ~ f * ( C) -----L+ R 1 f * (A) 

R'J.(a) Rlf*(B) R 1J.(b) Rlf*(C). 
(1) 

De plus, le morphisme de faisceaux de groupes f* (a) est le noyau du 
morphisme de faisceaux de groupes f* (b). 

2.3.1. D'apres (III 3.3.1), on a, pour tout YEOb(E), une suite exacte 
de morphismes d'ensembles pointes 

(2) 

Celle-ci definit une suite exacte de prefaisceaux d'ensembles pointes 
sur E car la formation du cobord est compatible avec la localisation 
(2.1.3). D'ou la proposition, car le foncteur faisceau associe commute 
aux limites projectives finies (structure de groupes, image reciproque 
d'une section ... ) et a la formation de !'image d'un morphisme. 

Remarque 2.3.2. Soit a: A--, B un monomorphisme de faisceaux de 
groupes sur E'. En utilisant cette fois (III 3.2.2), on trouve une suite 
exacte de faisceaux d'ensembles pointes 

1---,f*(A)~f*(B)~f*(B/A)-----L+ R 1f*(A) R'J.<al R 1f*(B). (1) 

De plus, !'image inverse par d de la section marquee de R1f* (A) n'est 
autre que f* (B)/ f* (A) car ce dernier est evidemment !'image def* (p) 
(III 3.1.1 ). 

Proposition 2.4. Soit un diagramme commutatif de faisceaux de 
groupes sur E' dont les lignes sont exactes 

1--->A~B~ C---,1 

ul vl wl (1) 
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Ona 
(2) 

ou d (resp. d') est le cobord attache par (2.3 (1)) a la ligne du haut (resp. 
du bas) de (1). 

Resulte immediatement de (III 3.1.3.1). 

Remarque 2.5. Si A est abelien, les H 1(f- 1(Y), A), YeOb(E) sont 
munis d'une loi de groupe abelien compatible avec les morphismes de 
localisation (2.1.1 (2)) car la formation du produit contracte de deux 
tmseurs commute a la localisation. D'ou une structure de faisceau de 
groupes abeliens sur R1 f*(A). Si, dans la proposition (2.3) les groupes 
A, B et C sont abeliens, la suite (2.3 (1)) est done une suite exacte de 
faisceaux de groupes abeliens d'apres (III 2.4.5.1 et III 3.4.3 (i)). D'apres 
(2.4), nous avons done defini un J-foncteur exact limite aux degres 0, 1. 
11 est effai;able car si A est un injectif il en est de meme de sa restriction 
aux 1-1(¥), done R1 f*(A)=0 par (III 3.5.4). On a done un isomorphisme 
canonique de J-foncteurs en A 

(1) 

ou !'on note R~ f* (A) les foncteur derives de A~ f* (A). Compte tenu des 
isomorphismes H 1(f- 1(Y), A)~ Hl (f- 1(Y), A) (III 3.5.4), on retrouve 
ainsi, en degre 1, le procede de calcul classique de R; f* (A) comme 
faisceau associe a YM Hi(J- 1(Y), A) [SGA 4 V 5.5.1]. 

§ 3. La suite exacte attachee a un morphisme de sites 

Dans ce paragraphe on donne un analogue non commutatif de la 
suite exacte des termes de bas degres deduite de la suite spectrale de Leray 

3.1. Le cas general 

Proposition 3.1.1. Soit f: E' ~ E un morphisme de U-sites et soit A un 
faisceau de groupes sur E'. Le foncteur image directe de faisceaux 
d'ensembles induit une equivalence de categories 

ou Tors(E',Af designe la sous-categorie pleine de Tors(E',A) dont 
les objets sont les A-torseurs P sur E' tels qu'il existe un raffinement R 
de E tel que, pour tout YE Ob(R), la restriction de P a 1-1( Y) soit 
triviale. 
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3.1.1.1. Puisque le foncteur f*: £' ~ E commute aux limites projec
tives finies, ii transforme un A-torseur en un f*(A)-pseudo-torseur 
(III 1.1.5). Par definition, f* (P) sera un f* (A)-torseur si, de plus, le 
morphisme f* (P) ~ e est couvrant, ou e est l'objet final de E. Par la 
propriete universelle de f* (P), a savoir Hom ( Y, f* (P)) ~ Hom (f *( Y), P), 
YEOb(E), ii en resulte que f*(P) sera un torseur si, et seulement si, Pest 
un objet de Tors(E', Al, cf. (0 3.3.2 (5)). L'image directe de faisceaux 
d'ensembles induit done bien un foncteur (1). 

3.1.1.2. Prouvons que (1) est pleinement fidele. Soient P et Q deux 
objets de Tors(E', Al. Par fonctorialite et localisation, on a un mor
phisme de faisceaux d'ensembles sur E: 

(2) 

et ii suffit de prouver que c'est un isomorphisme. Par hypothese, ii existe 
un raffinement de E qui trivialise P et Q. On peut done supposer que 
P = Q = Ad est le torseur trivial, auquel cas f* (Ad)= f* (A)d et, grace aux 
translations a gauche, le morphisme (2) s'identifie a un endomorphisme 
de f* (Ad) qui est l'identite, comme on voit aisement. 

3.1.1.3. Prouvons que (1) est essentiellement surjectif. Soit Q un 
f*(A)-torseur sur E et considerons le morphisme 

(3) 

ou P est deduit du f* (A)-torseur f* (Q) (1.3.4) par extension du groupe 
structural suivant le morphisme d'adjonction 

(4) 

De (3), on deduit, par la formule d'adjonction, un morphisme de fais
ceaux d'ensembles sur E 

(5) 

De meme, on deduit de (4) un morphisme f*(A)~ f*(A) qui, comme 
chacun sait, est l'identite. Du fait que f* et f * commutent aux limites 
projectives finies, on deduit formellement que (5) est un morphisme de 
f* (A)-pseudo-torseurs, done est un isomorphisme car Q est un torseur, 
ce qui acheve de prouver la proposition. 

Corollaire 3.1.2. Sous les hypotheses de (3.1.1), le compose ci-dessous 
induit un quasi-inverse de (3.1.1 (1)) 

Tors(E, f*(A))~ Tors(E', f*f* (A))~ Tors(E', A)E (1) 
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ou I est le foncteur Q--f*(Q) (1.3.4) et our= Tors(E', p) est le foncteur 
extension du groupe structural associe au morphisme d'adjonction 
p: f* f*(A)-+ A. 

3.1.2.1. Notons deja que le foncteur compose (1) prend en fait ses 
valeurs dans Tors(E', Al car le foncteur image inverse f*: E-+ E' 
transforme familles couvrantes en familles couvrantes. Pour prouver le 
corollaire, il suffit de reprendre !'argument de (3.1.1.3) en notant que 
Q 1-----HQ est un morphisme de foncteurs en Q, done aussi Q 1------> sQ. Pour 
faire bonne mesure, indiquons comment construire un isomorphisme 
entre r ID et le foncteur identique de Tors (E', Al. Pour tout A-torseur P, 
on a un morphisme d'adjonction t(P): f* f*(P)-+ P qui, puisque f* et f* 
commutent aux limites projectives, est un p-morphisme de pseudo
torseurs. Si Pest un objet de Tors(E',Al, alors f*(P) est un torseur, 
done aussi f* f* (P), done, d'apres (III 1.4.6 (iii)), t(P) induit un iso
morphisme de A-torseur i(P): Q ~ P, ou Q est deduit def* f* (P) par 
extension du groupe structural suivant p: f * f* (A)-+ A. Par definition 
pi--> t(P) est un morphisme de foncteurs, done Pl--> i(P) est un isomor
phisme de foncteurs. 

Proposition 3.1.3. Soient f: E'-+ Eun morphisme de U-sites et Aun 
faisceau de groupes sur E'. On a une suite exacte d'ensembles pointes 

ou <p est !'application induite par le foncteur compose (3.1.2 (1)) et ou y 
est le morphime nature! (2.1.1 (1)). 

3.1.3.1. Soient P un A-torseur sur E' et pEH1(E', A) sa classe. Pour 
que y(p) soit la section marquee il faut et il suffit que P soit un objet de 
Tors(E',Al, comme il resulte de la definition de R 1 f*(A). D'ou la 
conclusion par (3.1.2). 

3.1.3.2. Soit Pun A-torseur sur E'. Les bijections 

0p: H 1(X, A)~ H 1(X, ad(P)), X EOb(E'), (III 2.6.3), (2) 

sont compatibles avec la localisation, car la formation du produit 
contracte est compatible avec la localisation. D'ou un isomorphisme de 
prefaisceaux d'ensembles sur E', d'ou, par image directe, un isomorphisme 
de faisceaux d'ensembles sur E 

(3) 



324 Chapitre V. Effet d'un morphisme de sites sur la cohomologie 

Corollaire 3.1.4. Sous les hypotheses de (3.1.3) soit P un A-torseur 
sur E'. On a un diagramme commutatif: 

H 1(E, f* (A)}~ H 1(E', A)~ H0 (E, R 1 f* (A)) 

8pl l8'(P) (1) 

H 1(E, f*(ad(P))) ~ H 1(E', ad(P))~ H 0 (E, R1 f*(ad(P))) 

ou 0p est la bijection de (III 2.6.3) et ou 0' (P) est obtenu a partir de 0(P) 
par passage aux sections. 

3.1.4.1. La commutativite resulte de la definition meme de 0(P) et 
permet de «calculern les fibres de !'application y. On notera que, si A 
est abelien, on a une suite exacte de groupes 

~ H;(E', Af ~ H!(E, R1 f*(A)}~ H](E, A) 

deduite de la suite spectrale de Leray: Hf(E, Rq f*(A)} => H:(E', A), ou 
H! designe le groupe defini en algebre homologique, ou d et d' designent 
les operateurs cobords de la suite spectrale et ou H;(E', A)'' designe le 
premier groupe de la filtration de H 2 (E', A), a savoir le noyau de l'homo
morphisme nature! 

a savoir !'ensemble des xEH2 (E', A) tels qu'il existe un rajfinement R de E 
tel que, pour tout YEOb(R), l'image de c dans H;(f- 1(Y), A} soit nulle. 
Ce resultat nous servira de guide pour les considerations qui vont suivre. 
Notons deja que, par les isomorphismes (III 3.5.4) et (2.5 (1)), les deux 
premier morphismes de (2) (en ne comptant pas O ... ) s'identifient a ceux 
de (3.1.3 (1)), comme il resulte de (1.5.3) et du fait que les isomorphismes 
H 1(E', A)'::!!H!(E', A) (III 3.5.4) sont fonctoriels en A et E'. Le lemme 
suivant eclaire la traduction geometrique du morphisme d de (2). 

Lemme 3.1.5. Soient f: E' ~ E un morphisme de LI-sites et A un 
faisceau de groupes sur E'. On a un isomorphisme canonique de faisceaux 
d'ensembles sur E entre R1 f* (A) et le faisceau des sous-gerbes maximales 
(III 2.1.4) de !'image directe par f de la gerbe TORS(E', A) des A-torseurs 
sur E'. 

En effet, cette image directe est, par definition, obtenue en faisant 
subir a TORS(E', A) le changement de base 1-1 : E ~ E' sous-jacent a 
f: E' ~ E et l'on conclut en rapprochant (Ill 2.1.4) et la definition de 
R1 f*(A). 
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Proposition 3.1.6. Sous les hypotheses de(3.l.5), soitcEH0 (E, R1l*(A)). 
Soit D(c) la E-categorie dont la fibre en YEOb(E) est la categorie des 
A-torseurs sur 1-1(¥) dont la classe pEH1(f- 1(Y), A) a pour image par 
(2.1.1 (1)) la restriction de ca 1- 1(¥). 

(i) D(c) est une gerbe. Pour qu'elle soit triviale ii faut et ii suffit que 
c appartienne a l'image de y (3.1.3 (1)). 

(ii) Sic est l'image par y de la classe p d'un A-torseur P sur E', on a 
une £-equivalence de gerbes 

D(c)~TORS(E,l*(ad(P))), Q~l*(Q1'P0 ). (1) 

(iii) Soit l*(D(c)) l'image inverse de D(c) par l (l.4.2). On a un mor
phisme naturel de gerbes 

l* (D(c)) ~ TORS(E', A). (2) 

3.1.6.1. Par construction, D(c) est la sous-gerbe maximale de 
l*(TORS(E', A)) correspondant a c, d'ou (i), car la seconde assertion de 
(i) est tautologique. Prouvons (ii). Notons d'abord que si QEOb(D(c)y), 
YEOb(E), ii existe une famille couvrante { y; ~ Y}, telle que la restriction 
de Q a 1- 1(¥;) soit isomorphe a celle de P, done la restriction de Q 1-- P0 

est triviale, done l*(Q 1-- P0 ) est un l*(ad(P))-torseur et pas seulement un 
pseudo-torseur (3.1.1). D'ou l'on deduit que le morphisme naturel 

(3) 

est, ici, un isomorphisme. On reconnait alors que le foncteur (1) n'est 
autre que l'equivalence habituelle (III 2.2.6) entre une gerbe trivialisee, 
a savoir D(c) munie de la sections definie par P, et la gerbe des Aut(s)
torseurs. En effet, d'apres (1.3.1.1 (4)) on a Aut(s)= l*(ad(P)). 

3.1.6.2. On prouve (iii) en prenant pour (2) le morphisme obtenu par 
la propriete universelle de l'image inverse de champs (II 3.2.1) a partir 
de l'inclusion D(c)cl*(TORS(E', A)). 

Corollaire 3.1.7. Sous les hypotheses de (3.1.6), soit L(c) le lien de D(c). 
II existe un raffinement R de E et, pour tout YEOb(R), un A-torseur P 
sur 1-1(¥) tel que L(c):~dien(f*(ad(P))). 

Cet enonce resulte immediatement de (ii) et explique en quoi L(c) 
differe de lien (f* (A)), la difficulte residant evidemment dans le fait qu'il 
n'y a pas de notion raisonnable d'image directe d'un lien non abelien. 
Pour le lien de D(c) dans le cas abelien, voir (3.2.1). Examinons a quelle 
condition une gerbe sur E' provient d'une gerbe sur E. 
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Proposition 3.1.8. Soient f: E' - E un morphisme de sites, G une gerbe 
sur E' et H une gerbe sur E. 

(i) Soit(f*(H),<p: H-f*f*(H)) l'imageinversedeHpar f:E'-E. 
On a une equivalence de categories 

(ii) Soit m: f*(H)- G et soit n: H -f*(G) son image par (1). Les 
conditions suivantes sont equivalentes 

(a) n est pleinement fidele 
(b) n induit une equivalence entre H et une sous-gerbe maximale 

(III 2.1.3) def* ( G) 
(c) pour tout YEOb(E) et tout yEOb(Hy), si on note x l'image de y 

par le foncteur 

(2) 

le morphisme induit par n est un isomorphisme 

(3) 

3.1.8.1. Nous laissons au lecteur le soin de prouver, en utilisant (3.2.1) 
ci-dessous, que cette proposition entraine l'exactitude en H; (E, f* (A)) de 
la suite (3.1.4.1 (2)). 

3.1.8.2. La condition (i) n'est que la definition de l'image inverse d'un 
champ (II 3.2.1). L'equivalence des conditions (a) et (b) de (ii) est triviale. 
Par ailleurs, la condition (a) entraine que, pour tout YEOb(E) et tout 
yEOb(Hy), le morphisme 

(4) 

est un isomorphisme; cette derniere condition est egalement suffisante 
car H est une gerbe. Done (a) <c> (c), car le morphisme (3) est le compose 
de (4) et de l'isomorphisme canonique Autr(n(y))-f*(Autx(x)) de 
(1.3.1.1). 

3.1.8.3. Soient Yet y comme dans (c). Par la formule d'adjonction, (3) 
correspond a un morphisme de faisceaux sur X = 1-1(Y): 

f*(Autr(Y))-Autx(x) (5) 

que l'on peut calculer en fonction de m: f* (H)- G. En effet, si z est 
l'image de y par le compose 

(6) 
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on a d'apres (1.3.3.3) un isomorphisme canonique 

f*(Autr(Y))~ Autx(z) 
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(7) 

et, d'apres (1.3.1.3), le morphisme (3) n'est autre que le compose de (7) et 
du morphisme induit par m 

Autx(z)---+ Autx(m(z)), m(z)=x. (8) 

En particulier, (3) est un isomorphisme si, et seulement si, (8) est un 
morphisme d'adjonction. 

3.1.8.4. Soit G une gerbe sur E' on dira que G provient d'une gerbe sur E 
s'il existe une E-gerbe H et un morphisme m: f* (H)---+ G verifiant les 
conditions de (ii). 

Corollaire 3.1.9. Pour qu'une gerbe G sur E' provienne d'une gerbe 
sur E ii faut et ii suffit que le faisceaux Ger(G) des sous-gerbes maximales 
de l'image directe f* ( G) de G admette une section. 

3.1.9.1. Cette assertion est evidemment tautologique et ne devient 
utile que si l'on dispose de renseignements sur le faisceau Ger(G). Nous 
verrons plus bas ce que l'on peut en dire. Notons que si G=TORS(E', A), 
alors Ger(G)=R1 f*(A) et, pour le guider, proposons au lecteur un 
exercice. 

Exercice 3.1.9.2. Soient f: E'---+ Eun morphisme de sites, A un faisceau 
de groupes abeliens sur E' et G une A-gerbe. 

(i) Le faisceau Ger(G) des sous-gerbes maximales de l'image directe 
f* ( G) de G par f est un pseudo-torseur sous R1 f* (A). 

(ii) Pour que Ger(G) soit un torseur sous R1 f*(A) ii faut et ii suffit 
que la classe de G appartienne a H 2 (E', A)1'. 

(iii) Si on a (ii), la classe a isomorphisme pres de Ger(G) est l'image 
par le morphisme 

de (3.1.4.1 (2)) de la classe a A-equivalence pres de G. 
Hint: On fait operer Rif*(A) sur Ger(G) grace au foncteur torsion: 

TORS(E', A) X E'G---+ G' 
A 

(P,x),,,,.PAx, (IIl2.3.1), 

d'ou l'on deduit (i) et l'on prouve aisement (i) et (ii). Pour (iii) on s'inspire 
du numero suivant et l'on utilise plus particulierement (3.2.7). 
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3.1.9.3. Soit L un lien sur E'. On note 

(1) 

!'ensemble des classes des L-gerbes G sur E' telles qu'il existe un raffine
ment R de E tel que, pour tout YEOb(R), la fibre de Gen 1- 1(Y) soit 
non vide. Si L=lien(A), ou A est un faisceau abelien sur E', l'isomor
phisme H 2 ':!:!. H; identifie (1) a !'ensemble sous-jacent au groupe defini 
dans (3.1.4.1) car la restriction d'une classe cEH2 (E, A) se traduit par la 
restriction des gerbes (1.5.2) (1.5.3) (II 3.2.7). Cette remarque est valable 
en particulier pour le centre C de L. Notons de plus que H 2 (E', LY, est 
stable par le sous-groupe H 2 (E', CY, pour les operations de H 2 (E', C) sur 
H 2 (E', L) definies dans (IV 3.3.3), car si X, H et Y sont des gerbes sur E' 
de classes xEH2 (E', L), hEH2 (E', C) et y=x h, on a un morphisme 
X x E'H ~ Y, par definition du produit contracte de deux gerbes. 

Corollaire 3.1.9.4. Pour qu'une gerbe G sur E' de lien L provienne 
d'une gerbe sur E il faut que la classe de G appartienne a H 2 (E', L)1'. 

En effet, il existe al ors une gerbe H sur E et un morphisme n: H ~ f * ( G), 
done, puisque H est une gerbe, la fibre f*(G)r, qui est isomorphe a Gx, 
X = 1- 1(Y), est non vide pour tout objet Y d'un raffinement de E. 

Corollaire 3.1.9.5. Soit G une E' -gerbe qui provient d'une E-gerbe 
triviale H. Alors Gest triviale et le foncteur compose 

Lim(H/E) ~ Lim(f*(H)/E') ~ Lim(G/E') (1) - - -
est pleinement fidele, ou <p est le foncteur de (II 3.2.1.5 (7)) et ou µ est 
induit par m: f * (H) ~ G. 

Si E admet un objet final Y, le foncteur (1) s'identifie au foncteur 
composeHr~f*(G)r~Gx, X=f- 1(Y), induit par n=f*(m)<p, n: 
H ~ f*(G) (3.1.8 (1)); d'ou la conclusion dans ce cas, car nest suppose 
pleinement fidele. Dans le cas general on peut invoquer (3.1.2), car, en 
choisissant une sections de G, on peut interpreter (1) comme le foncteur 
(3.1.2 (1)) 

ou A= Aut(s). 
Tors(E, f*(A)) ~ Tors(E', A) (2) 

Proposition 3.1.10. Soient L un lien sur E', C son centre, G et G' deux 
L-gerbes. Supposons que la classe h de la C-gerbe HOML(G, G') 
(IV 2.3.2 (iii)) appartienne a l'image de 

(1) 
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Alors on a un isomorphisme Ger(G) ~ Ger(G') entre les faisceaux des 
sous-gerbes maximales de f* ( G) et f* ( G'). En particulier, pour que G 
provienne d'une E-gerbe il faut et il suffit qu'il en soit ainsi de G'. 

3.1.10.1. On notera que les conclusions restent valables si l'on 
remplace HOML(G, G') par HOMu(G, G'), ou u est un automorphisme 
de L: changer l'action de L sur G'. 

3.1.10.2. Posons H = HOML(G, G'). D'apres (3.1.9), il suffit de prouver 
que l'on a un morphisme de faisceaux sur E: 

Ger(H)~ lsom(Ger(G), Ger(G')) (2) 

ou Ger(H) designe le faisceau des sous-gerbes maximales de l'image 
directe f*(H) de H par f: E' ~ E, et ou 

I= lsom(Ger(G), Ger(G')) 

designe le faisceau des isomorphismes (de faisceaux d'ensembles) 
Ger(G) ~ Ger(G'). On rappelle que Ger(H) est le faisceau associe au 
prefaisceau Ge(H) qui, a tout YEOb(E) associe l'ensemble des classes a 
isomorphisme pres d'objets de la fibre de H: 

(3) 

ou G1x et G;x sont les restrictions de Get G' a E1x. Il suffit done de decrire 
un morphisme Ge(H)~I de prefaisceaux sur E. Or un hEOb(Hx) est 
un L-morphisme G1x ~ G;x, done une equivalence, done induit une 
equivalence f*(G1x)~ f*(G;x) entre champs sur E1y, laquelle induit un 
isomorphisme Ger(G)(Y)~ Ger(G')(Y). D'ou la conclusion. 

Coro Ilaire 3.1.10.3. Soient f: E' ~ E un morphisme de sites, A un 
faisceau de groupes sur E' et C son centre. Supposons que l'application 
(3.1.10(1)) soit surjective. Alors, si L=lien(A) designe le lien represente 
par A, toute L-gerbe G sur E' provient d'une gerbe sur E. 

En effet, la gerbe des A-torseurs provient de la gerbe des f*(A)
torseurs et on applique (3.1.10). 

Proposition 3.1.11. Soient f: E' ~ E un morphisme de sites, A un 
faisceau de groupes sur E' et C son centre. Supposons que H 2 (E', C)" = 
H 2 (E', C) et que le morphisme 

(1) 

ait pour image la section unite. Alors, si on pose L = lien (A), toute 
L-gerbe sur E' provient d'une gerbe sur E. 



330 Chapitre V. Effet d'un morphisme de sites sur la cohomologie 

3.1.11.1. Soit G une L-gerbe, posons 

T'=TORS(E',A) et T=TORS(E,f*(A)) (2) 

et considerons Tcomme une section du faisceau Ger(T') des sous gerbes 
maximales def* (T'). La gerbe H = HomL (T', G) est liee par le centre C 
de L, done, par la premiere hypothese, le faisceau Ger(H) a localement 
une section, d'ou, par le morphisme (3.1.10.2 (2)), !'existence d'iso
morphismes Ger(T')~ Ger(G), localement sur E. Si l'on prouve que 
les images de la section TEH0 (E, Ger(T')) par deux quelconques de 
ces isomorphismes sont egales localement, on sera assure de !'existence 
d'une section de Ger(G), et l'on aura prouve la proposition. 

3.1.11.2. La seconde hypothese etant de nature locale, on peut 
localiser et considerer deux sections h, h': T' =t G de H. Soit s' la section 
de T' definie par le torseur trivial Ad. On a un morphisme de faisceaux 
sur E': 

Isom (h, h')-----> Isom (h s, h's), u H u(s), (3) 

qui, puisque H et G sont des gerbes, est un morphisme de torseurs 
compatible avec le morphisme 

Aut(h)------Aut(hs), uHu(s), (4) 

et les operations naturelles des faisceaux A ut. D'apres (III 2.2.3), le 
morphisme (4) identifie Aut(h) au centre de Aut(hs) et, par ailleurs, on 
a un isomorphisme A= AutA(Ad)~Aut(hs), induit par h: T'-----> G. 
D'ou l'on deduit que lsom(hs,h's) est deduit de lsom(h,h') par ex
tension de C a A de son groupe structural, done, par la seconde hypo
these, la classe de lsom(hs, h's) dans H 0 (E, R1f.(A)) est nulle. Par 
definition, cela signifie qu'il existe un raffinement R de E tel que, 
pour tout YEOb(R), les objets h s(f- 1(Y)) et hs'(f- 1(Y)) de Gx, X = 
1-1 (Y), sont isomorphes. Done hs et h's engendrent la meme sous
gerbe maximale de f.(G). C.Q.F.D. 

3.2. Le cas abelien; transgression 

Proposition 3.2.1. Soient f: E'-----> E un morphisme de U-sites, A un 
faisceau de groupes abeliens sur E' et cEH0 (E, R1f.(A)). 

(i) La gerbe D(c) de (3.1.6) est une f.(A)-gerbe. 
(ii) En associant a tout xEH0 (E,R1f.(A)) la classe de la gerbe D(x) 

de (3.1.6), on definit une application (appelee transgression) 

(1) 
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qui, par les isomorphismes H 2 (E,f*(A))~H;(E,f*(A)) de (IV 3.4.2), 
s'identifie a !'application d de (3.1.4.1 (2)) definie en algebre homologique 
grace a la suite spectrale de Leray. 

3.2.1.1. On a une action de A sur TORS(E', A) definie par les iso
morphismes 

U(a)(p)=pa. (2) 

D'ou, par (1.3.1), une action de f*(A) sur f*(TORS(E', A)), done aussi 
sur D(c) qui en est une sous-gerbe pleine. D'ou (i). Pour prouver (ii), 
nous utiliserons le lemme suivant. 

Lemme 3.2.2. Soientf: E' - Eun morphisme de U-sites et 

(1) 

une suite exacte de faisceaux de groupes abeliens sur E' telle que la suite 
de faisceaux de groupes ci-dessous soit exacte 

O-f*(A) ~ f*(B) ~ f*( C) ~ R 1f*(A)- 0, (2) 

ou t est le cobord de (2.3 (1)). Alors !'application (3.2.1 (1)) est l'opposee 
du cobord itere (IV 3.4.5) 

A: H0 (E, R1f*(A))-H 2 (E,f*(A)) 

attache a la suite exacte (2). 

(3) 

3.2.3. Par fonctorialite des cobords, on peut supposer que B est un 
objet injectif de E"b, ce que nous ferons. Par ailleurs, les isomorphismes 
Hic:,:.H! sont compatibles avec le cobord (par definition) done le lemme 
ci-dessus reduit la proposition (3.2.1) a un enonce d'algebre homologique 
qui ne fait plus intervenir nos constructions «geometriques»; ce sera 
(3.2.7). 

3.2.4. Prouvons (3.2.2). Soit cEH0 (E, R1f*(A)). 11 nous suffira de 
trouver un morphisme de gerbes 

F: G-D(c), (4) 

ou G est la gerbe definie par le cobord itere, qui soit lie par le morphisme 
f*(A)~ f*(A), xH x-1. D'apres (IV 3.4.5), un objet de G de projection 
YEOb(E) est un couple (Q, q), ou Q est un f*(B)-torseur sur Y et 
q: Q - f * ( C) un morphisme compatible avec les operations def* (B) tel 
que le compose tq: Q-R1f*(A) soit le morphisme constant defini par 
la restriction a Y de la section cEH0 (E, R1f*(A)). Puisque l'on a suppose 
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B injectif, on a 
H 1(Y,l*(B))cH1(f- 1(Y), B)=O, 

car la restriction de B a 1-1 ( Y) est un injectif. Done Q est trivial. Pour 
tout (Q, q)EOb(Gy), YEOb(E), choisissons une section 

ZEQ(Y) (5) 

de Q. Le compose q z est une section de I* ( C), done definit canonique
ment une section q zE c(f- 1(Y)), d'ou un A-torseur sur 1-1 (Y): 

(6) 

qui est l'image inverse de q z par la restriction a 1-1 ( Y) de b: B - C. 
Montrons que F(Q, q) est un objet de D(c)y, autrement dit que l'image 
de sa classe p par H 1(f- 1(Y), A)- H 0 (Y, R 1l*(A)) est la restriction de c 
a Y. Par definition du cobord t de (3.2.2 (2)), cette image n'est autre 
que t q z, done est egale a c, puisque (Q, q) est un objet de G (cf. supra). 

3.2.5. Ayant defini l'action de F: G- D(c) sur les objets, on definit 
son action sur les morphismes. Par definition, une fleche m: (Q, q)
(Q', q') de Gy, YEOb(E), est un l*(B)-morphisme m: Q- Q' verifiant 
q' m = q. Soient z et z' les sections de Q et Q' choisies plus haut. On definit 
/3El*(B)(Y) par 

m(z) f3=z' (7) 

et on note PEB(f- 1 (Y)) la section correspondante. D'apres (7), on a 

q' z' = q z · v(P) (8) 

et, par suite, la translation a droite par P applique l'image inverse de 
q z dans celle de q' z'. De plus, B est abelien, done la <lite translation 
est compatible avec les operations de B et induit un isomorphisme de 
B-torseurs 

F(m): F(Q,q)~F(Q',q'), F(m)(s)=sP- (9) 

De (7) on deduit trivialement que F(m) F(n) = F(m n) et on verifie aise
ment que l'on a defini un morphisme de gerbes F: G-D(c) (compa
tibilite avec la localisation). 

3.2.6. Pour achever la preuve de (3.2.2), il reste a montrer que F est 
lie par 

Soit (Q, q) un objet de Gy, YEOb(E) et soit aEl*(A)(Y). D'apres 
(IV 3.4.5), l'isomorphisme a: (Q, q) ~ (Q, q) associe a a par l'action 
de I* (A) sur G est la translation par a. On a done 

a(x)=x · a done a(x) · a- 1 =x, (10) 
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ou x est la section de Q choisie plus haut. En vertu de (6)-(9), il en 
resulte que F(a) est la translation par (a)-1, d'ou la conclusion d'apres 
(3.2.1.1). 

Pour prouver (3.2.1), il nous faut encore un lemme: 

Lemme 3.2.7. Soit F: C - C' un foncteur additif exact a gauche, ou 
C et C' sont des categories abeliennes. Supposons que tout objet de C 
se plonge dans un objet injectif. Soit M· un complexe de C nul en 
degres < 0. Soit 

d~·q: E~·q-E~+z,q- 1 , E~·q=RPF(Hq(M•)), (3.2.7.3(12)), (1) 

le cobord de la seconde suite spectrale d'hyperhomologie de M· par 
rapport a F. Soit encore J le compose 

RP F(Hq(M)) ~ w+ 2 F(v- 1(M))~ w+ 2 F(Hq-l(M)), (2) 

ou n est deduit de la projection zq- 1(M)-Hq- 1(M) et ou m est le 
cobord itere (deux fois) attache a la suite exacte de C 

0 - zq-l (M) - Mq-l - zq (M) - Hq (M)- 0. 
On a 

(3) 

(4) 

3.2.7.1. Montrons comment (3.2.1 (ii)) resulte de ce lemme et du 
precedent. On choisit une resolution injective L· de A sur E'. Moyennant 
quoi, la suite spectrale de Leray de A par rapport a f: E' - E est la 
seconde suite spectrale d'hyperhomologie de M· = f* (L·) par rapport au 
foncteur H2 (E, • ). Par le lemme ci-dessus, le morphisme d~· 1 de la suite 
spectrale de Leray est done le cobord itere relatif a la suite exacte 

0 - f* (A)- M 0 - Z1 (M) ~ H1 (M) - 0. (5) 

Par ailleurs, appliquons (3.2.2) a la suite exacte o-A- L0 - Z 1 (L)- 0. 
Par definition de M· et de R1f*(A), la suite exacte (3.2.2 (2)) est egale a 
(5), a ceci pres que le morphisme t' de (5) est /'oppose du morphisme t 
de (3.2.2 (2)) en vertu de [4], chap. V prop. 7.1. En conjuguant les deux 
lemmes ci-dessus, on trouve done (3.2.1). 

3.2.7.2. 11 nous reste a prouver (3.2.7). Pour ce faire, rappelons 
comment on construit la suite spectrale E~·q. On choisit une resolution 
injective de Cartan-Eilenberg x•• de M-, [4] chap. XVII, mais con
formement aux conventions de [EGA Om 11.4.2] et non de [ 4], nous 
supposons que les deux differentielles commutent: 

d' d" = d" d'. (6) 
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L'on fait de x•• un complexe simple en posant 

d(x)=d'(x)+(-l)Pd"(x), xEXp,q. (7) 

Apres quoi on construit la seconde suite spectrale du complexe simple 
F(X .. ) defini par (7), (le degre filtrant est le second degre de x--). 

3.2.7.3. En vertu de (6), on a une suite exacte de complexes de C 

0 - zq-l (X) - xq- l,. - 'V (X) - 'Hq (X)- 0 (8) 

dont chaque terme est, par definition de X, une resolution injective du 
terme correspondant de (3), les morphismes etant «au-dessus» de ceux 
de (3). Bien entendu, 'Zq et 'Hq designent respectivement les cycles et 
l'homologie de degre q calcules grace a la differentielle d': xq,. - xq+i,._ 
On a done, par definition des foncteurs derives RP F de F, des iso
morphismes 

(9) 

Par ailleurs, la suite (8) se scinde en vertu de l'hypothese faite sur X et, 
par suite, (9) s'ecrit egalement 

(10) 

En composant avec les isomorphismes classiques (que nous expliciterons 
plus bas) 

(11) 

on trouve finalement des isomorphismes canoniquement attaches a x•• 

(12) 

D'apres ce qui precede, l'image de (8) par F est une suite exacte de 
complexes de C': 

o-'v- 1(FX)-Fxq-l,.-zq(FX)-'Hq(FX)-o (13) 

et, par definition des RP F et de leurs operateurs cobords, le transporte 
par les isomorphismes (10) du compose (2): 

(14) 

se calcule a partir de la suite exacte (13) par le procede usuel («dia
gramme du serpent»). 

3.2.7.4. II nous reste maintenant a prouver que le transporte de (14) 
par les isomorphismes (11) est le morphisme dtq- Pour pouvoir utiliser 
les calculs fort instructifs de Godement [15] p. 88, nous supposerons 
que C' est la categorie des groupes abeliens, le cas general etant laisse au 
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lecteur. Convenons que xi,i designe un element de FXi,i. D'apres [15] 
p. 88, Etq est le quotient du groupe des (xq,p' xq-t,p+t) verifiant 

d' xq,p =0 et d' xq-l,p+t +( - l)q d" xq·P=0 (15) 

par le sous-groupe forme des (xq,p, xq-l,p+l) pour lesquels on peut 
resoudre xq,p =d' xq-l,p +( - l)q d" xq,p+t avec d' xq,p+ 1 =0. (16) 

De plus, d'apres loc. cit., l'isomorphisme (11) est obtenu en associant 
a la classe de (xq,p, xq-l,p+ 1) celle de xq,p_ Enfin, on sait que dtq est induit 
par la differentielle totale (7), done est obtenu en associant a la classe de 
(xq,p, xq-t,p+ 1) la classe de 

((- l)q-l d" xq-l,p+1, 0). (17) 

Les verifications sont maintenant triviales et laissees au lecteur. 

Remarque 3.2.8. Pour accorder (3.2.7.2) avec les conventions de [4] 
et de [15], on remplace la seconde differentielle de x·· par 

d"'(x)=(-l)Pd"(x), xEXp,q, (1) 

et l'on obtient un double complexe r· au sens de [ 4], autrement dit, 
on a d' d'" + d"' d' = 0. Prenant pour differentielle totale d' + d'", on a 
'"HP('Hq(FY))="HP('Hq(FX)) et on ne change rien a la suite spectrale 
Etq, ni aux dtq, ni aux isomorphismes (11). Cependant, il est alors 
naturel ([ 4] p. 367) de remplacer les isomorphismes (10) par les analogues 
obtenus en notant que 'Hq(Y) est une resolution injective de Hq(M). 
Notons ceux-ci f]Pq. Puisque 'Hq(Y) est deduite de 'Hq(X) en multipliant 
la differentielle par (- l)q, on a f]Pq =(- l)Pq IXpq_ Le nouveau transporte 
de d~q di.ff ere done du precedent par le signe ( - 1 )P et il faut modifier en 
consequence (3.2.7). On notera que (3.2.1 (ii)) reste valable avec ces 
nouvelles conventions, car dans ce cas p = 0. 

Proposition 3.2.9. Soient E un site standard d'objet final X, 

1->A~B~C-1 (A centraldans B) (1) 

une suite exacte de groupes de E et P un C-torseur de E. On note 

(2) 

la projection, A le faisceau de groupes sur E represente par A, AP le 
groupe Ax P de E1p, Ap=p*(A) le faisceau de groupe sur E1p qu'il 
represente et 

(3) 
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le morphisme d'adjonction. 11 existe une section 

tEH0 (E, R1 p*(Ap)) (4) 

telle que, si sEH2 (E, A) est l'image de la classe de P par le cobord 
H1(E, C)----..H2 (E, A) (IV 4.2.10), alors on a r< 2 >(s)=b(t), 

H 2 (E, A)~ H 2 {E, p*(Ap))~ H 0 (E, R1 p*(Ap)). (5) 

3.2.9.1. Precisons que, par definition, A, B, C et P sont des objets 
de E,et pas seulement des faisceaux et que l'hypothese sur (1) signifie que 
v est couvrant et que u est le noyau de v. Definissons t. Soit R le raffine
ment de E sur lequel Pest trivial, soit X'EOb(R) et soitj: P' ~ C~ un 
isomorphisme de C-torseurs sur X' ( on designe par P', C' etc. la restriction 
a X' de P, C etc.). Puisque (1) est exacte, v': B'----.. C' definit un torseur 
sur C' sous le C'-groupe A' x C'. D'ou, par le changement de base 
j: P'----.. C~, un Ap-torseur TU) sur P' d'ou une classe 

(6) 

Prouvons que t(j) ne depend pas dej. Soit doncj': P'~ C~. En vertu 
de C~ Autc(Cd), il existe cEC(X') tel quej'=Lc ·j, ou Le designe la 
translation a gauche par c. Puisque v: B----.. C est couvrant, il existe un 
raffinement R' de X' et, pour tout X"EOb(R'), une section bEB(X") 
telle que v(X")(b)=c", ou c" est la restriction de ca X". Puisque R 1f*(A) 
est un faisceau, il nous suffit de prouver que les restrictions de tU) et tU') 
a X" sont egales, ou mieux que celles de T(j) et TU') sont isomorphes. 
Or on a un carre commutatif 

B"~B" 

v"l lv" Lb(x)=bx 

C"~C" 

et Lb est compatible avec les operations du C"-groupe A" x C". Done 
TU)~ TU') par transitivite du changement de base. On a done, pour tout 
objet X' du raffinement R de E sur lequel P est trivial un element cano
nique t(X')ER1 p*(Ap)(X') dont la definition est compatible avec la 
localisation. Puisque R1 p*(Ap) est un faisceau, on en deduit une section 
canonique (4). 

3.2.9.2. Soit G la A-gerbe definie par le cobord (de classes) et soit T 
la p*(Ap)-gerbe deduite de t par (3.1.6) (de classe i5(t)). 11 nous suffit de 
trouver un morphisme de gerbes 

F: G----..T (7) 
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lie par r: A-+ p*(Ap)- Un objet de Gx·, X'EOb(E), est uncouple (Q, q), 
ou Q est un B-torseur et q: Q-+ P un B-morphisme. On note 

F(Q, q) (8) 

le Ap-torseur Q-+ P sur P obtenu en faisant operer Ap sur Q grace a 
u: A-+ B et aux operations de B sur Q. Nous devons prouver que 
F(Q, q)EOb(Tx.), ce qui est une condition locale. Nous pouvons done 
supposer que Q est trivial, ce qui assure l'existence d'un carre commutatif 
ou toutes les fleches sont des B-morphismes 

les operations de B sur B et C etant definies par les translations a droite. 
Done Q est deduit de B par le changement de base j: P-+ C, done F(Q, q) 
appartient a Ob(Tx.), par definition de TU). II est trivial, par definition des 
morphismes dans G, que l'on a bien defini un morphisme de gerbes 
F: G-+ T. 

3.2.9.3. Prouvons que F est lie par r. Soient X' EOb(E'), aE A (X') et 
(Q, q)EOb(Gx.). D'apres (IV 2.5.6), l'automorphisme a de (Q, q) associe a 
a par l'action de A sur la gerbe G est la translation a droite par u(a)E 
B(X'). Done F(a): F(Q, q)~F(Q, q) est defini par la translation par la 
section constante pa: P-+A de Ap, laquelle est r(a), d'ou la conclusion. 

3.3. Interpretation du second cobord attache a un revetement 
de groupes topologiques 

Proposition 3.3.1. Soient X un espace topologique et 

(1) 

une suite exacte de groupes topologiques telle que A soit discret et 
central et telle que C soit connexe. On designe encore par A, B et C les 
faisceaux des germes d'applications continues de X a valeurs dans A, 
B et C. Soit P un C-torseur sur X. L'obstruction 

d(P)EH2 (X, A) (2) 

a relever P en un B-torseur est l'image par les morphismes 
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de la classe tEH0 (x, R1 p*(Ap)) decrite dans (3.2.9.1), ou Ap est le 
faisceau sur P des germes d'applications continues· de P dans A et ou 
p: P- X est la projection. 

3.3.1.1. II est immediat que p * (Ap) ____::__. A est un isomorphisme car 
les fibres de P sont connexes et A est discret. La proposition est done 
une consequence immediate de (3.2.9), a ceci pres que cet enonce ne 
s'applique pas tel quel car P n'est pas un objet du site des ouverts de X. 
II nous va done falloir nous mettre en etat d'appliquer (3.2.9) en prenant 
une voie detournee. Auparavant notons que (3.3.1) fournit, dans un cas 
particulier, une description de la classe d(P) qui ne fait pas intervenir de 
cohomologie non abelienne. En 1956, Haefliger [20] avait profite de cette 
circonstance pour definir la classe t et obtenir ainsi une obstruction 
J(t)EH2 (X, A) dont la nullite est necessaire et suffisante pour que P se 
releve. En dehors du cas favorable (3.3.1), la proposition (3.2.9) montre 
quels sont les rapports entre la classe t de Haefliger et l'obstruction a 
relever P. 

3.3.1.2. Pour prouver la proposition, considerons un univers U con
venable et la categorie Top1x des X-espaces topologiques appartenant 
a U. Munissons celle-ci de la topologie pour laquelle les familles couvran
tes sont les familles surjectives { Y; - Y} telles que chacune des fleches 
Y; - Y soit etale au sens de Godement [15]. Notons X le site ainsi 
obtenu. Pour tout X-espace topologique X', on note X' le faisceau sur X 
qu'il represente. La proposition (3.2.9) s'applique et nous assure que, dans 
ce contexte, l'obstruction 

d(P)EH2 (X, AX X) 

a relever Pest l'image de la classe t de (3.2.9.1) par le compose 

II nous reste a en deduire (3.3.1). Pour cela, designons par 

x: X-Ouv(X) 

le morphisme de sites dont le foncteur sous-jacent 

est l'inclusion, Ouv(X) designant la categorie des ouverts de X. 

(4) 

(6) 

Lemme 3.3.2. Pour tout X-espace topologique G, soit G le faisceau 
sur X represente par G et soit G' le faisceau sur Ouv(X) des germes 
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d'applications continues de X dans G. On a 

x*(G)=G'. 

De plus, pour tout X-groupe topologique G, !'application 

H;(Ouv(X), x* (G))----> H;(X, G) 

est bijective pour i=0, 1, 2 et pour iE% si Gest abelien. 
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(1) 

(2) 

3.3.2.1. La premiere assertion est une consequence immediate de la 
definition du foncteur image directe de faisceaux. Done (2) est bijectif 
pour tout X-espace topologique lorsque i = 0. D'autre part, pour tout 
ouvert U de X, toute famille couvrant U au sens de X est majoree par 
!'image inverse par x: X----> Ouv(X) d'un recouvrement de U. II en 
resulte immediatement que les faisceaux R; x*(G) sont nuls pour i>0 
si G est abelien. On en deduit deja !'assertion relative aux faisceaux 
abeliens, d'ou aussi le cas i = 2 dans le cas non abelien: le cas i = 1 n'offre 
pas non plus de difficulte. En effet, pour la meme raison que plus haut, 
tout G-torseur sur X1u, U EOuv(X), est trivialise par un recouvrement 
ouvert de U, et l'on applique (3.1.1). 

3.3.3. Pour achever la preuve de (3.3.1) on note que d(P) est !'image 
de d(P) par !'application (3.3.2 (2)) attachee a A, ceci d'apres la com
patibilite du cobord avec !'image inverse (1.5.2.2). II reste alors a verifier 
la compatibilite des morphismes de transgression b de (3.3.1 (3)) et 
(3.3.1 (5)) avec les isomorphismes (3.3.2 (2)) et !'analogue relatif a P. Cela 
resulte tres aisement de !'interpretation donnee en (3.2.2) du morphisme 
de transgression et le detail est laisse au lecteur. 

§4. Calculs formels concernant le groupe de Brauer 

Le but de ce paragraphe est simplement de decrire dans un cadre 
general !'application classique 

et de donner, dans trois cas particuliers, un procede de calcul de d 
n'utilisant que les notions usuelles d'algebre homologique commutative. 
Pour des resultats plus substantiels, le lecteur consultera les trois exposes 
de Grothendieck sur le groupe de Brauer [18] auxquels, a l'interieur 
de ce paragraphe, on referera par des sigles tels que [BI 8.1]. 

On considere un topos annele en anneaux locaux X, c'est-a-dire un 
couple forme d'un topos X et d'un faisceau d'anneaux Ox sur X tels 
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que, pour tout objet Ude X et toute sectionf EOx(U), on ait 

U =sup(U1 , U1 _ 1), 

ou U1 designe le plus grand sous-objet de U tel que la restriction def 
soit inversible. Soit alors o/1 le site des ouverts du spectre de l'anneau 
Ox(U); on a un morphisme de sites 

(**) 

dont le foncteur sous-jacent associe a tout ouvert D(f)=Spec(Ox(U)1), 

f EOx(U), de Spec(Ox(U)) l'objet U1 de X1u. En effet, l'image inverse 
par f d'un recouvrement de Spec(Ox(U)) est une famille couvrant U, 
car, d'apres l'hypothese (*), ii en est ainsi pour un recouvrement par 
des ouverts de la forme D(f). Puisque fest inversible dans Ox(U1 ), on 
a des morphismes naturels Ox(U)1 -+ Ox(U1), d'ou un morphisme de 
faisceaux d'anneaux sur U: 

II nous sera commode de parler de la topologie de Zariski de X, 
qui est la moins fine de celles pour lesquelles sont couvrantes les familles 
{U1,-+ U}, ou ([;) est une famille de sections de Ox(U) engendrant l'ideal 
unite. L'hypothese ( *) implique que la topologie de Zariski est moins 
fine que la topologie canonique. 

Lemme 4.1. La suite de morphismes de faisceaux de groupes 

est exacte pour la topologie de Zariski de X. 

Bien entendu, le faisceau O! est celui qui, a tout objet U de X, 
associe le groupe Ox(U)* des unites de Ox(U). Nous le noterons 
desormais r§m,X OU meme r§m. Ceci dit, l'assertion analogue lorsque X 
est le topos des faisceaux d'ensembles pour la topologie de Zariski sur 
un schema affine est le resultat classique de Auslander et Goldman [2]. 
Prouvons que le lemme en resulte. Le seul point non trivial est que b 
est un epimorphisme de faisceaux. Soit 

D'apres le resultat cite, applique a l'anneau Ox(U), ii existe un recouvre
ment ouvert R de Spec(Ox(U)) sur lequel l'automorphisme u est inte
rieur, d'ou par le morphisme (***), une section v de M"(Ox) sur l'image 
inverse par f: XJU-+ o/1 du recouvrement R, d'ou la conclusion, car v 
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induit u Nous recrirons desormais (4.1 (1)) sous la forme 

1 ~~m.x~GL(n)x~ PGL(n)x~ 1 

en ommettant le plus souvent les indices X. 
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(2) 

On appelle Algebre d'Azumaya sur X un faisceau de Ox-algebres A 
tel qu'il existe une famille X;, iEl, couvrant l'objet final de X et, pour 
tout iEl, un entier n; tel que la restriction de A a X; soit isomorphe a 
Mn,(OxlX;). 

Une telle Algebre sera <lite banale s'il existe une banalisation (L, u) 
de A, c'est-a-dire, par definition,. un Ox-Module localement libre Let 
un isomorphisme d'Algebres u: End(L)~A. 

4.2. A toute Algebre d'Azumaya A est associee une gerbe 

d(A) (1) 

dont les objets de projection U EOb(X) sont les banalisations de Al U. 
On l'appelle la gerbe des banalisations de A. C'est en effet une gerbe, car 
on peut la considerer comme le champ des relevements (IV 2.5.4) de A 
par rapport au morphisme de champs 

Lol(X)~Az(X), L~End(L), (2) 

qui, a tout Module localement libre L sur un objet U de X, associe 
l'Algebre d'Azumaya End(L). D'apres (IV 2.5.4), ce champ est bien une 
gerbe car, par definition, le foncteur (2) est localement surjectif sur les 
objets et, puisque la suite {4.1 (1)) est exacte, ii est localement surjectif 
sur les fleches: plus precisement, tout automorphisme d'une Algebre 
End (L) provient localement pour la topologie de Zariski d'un auto
morphisme de L. Ceci dit, on fait operer ~m=O! sur la gerbe d(A) en 
associant a tout objet U de X et a toute banalisation (L, u) de Al U le 
morphisme 

(3) 

defini par les homotheties. Puisque (3) est un isomorphisme, on en 
conclut que ~m est le lien de d(A). D'ou une classe 

(4) 

encore notee d(A) par abus de notation, dont la nullite est necessaire et 
suffisante pour que la gerbe d(A) admette une section, c'est-a-dire pour 
que A soit banale. Nous avons done obtenu: 

Lemme 4.3. Pour qu'une Algebre d'Azumaya A soit banale ii faut et 
ii suffit que la classe d(A)EH2 (X, ~m) de la gerbe des banalisations de A 
soit nulle. 
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Si A et B sont deux Algebres d'Azumaya, on a 

d(A (8) B)=d(A)+d(B). (1) 

En effet, d'apres l'explicitation de la structure de groupe de H2 (X, *) 
donnee en (IV 3.3.2), ii nous suffit de trouver un morphisme de gerbes 

d(A) x d(B)- d(A (8) B) (2) 

lie par le morphisme '§m X ~m - ~m' (x, y) H X + y. On prend celui qui, 
a tout objet U, toute banalisation (L, u) de Al U et toute banalisation 
(M, v) de Bl U associe (L (8) M, u (8) v), qui est evidemment une banali
sation de A (8) B. On en deduit que 

d(A0 )= -d(A), (3) 

ou A 0 designe l'Algebre opposee a A. En effet, l'isomorphisme A (8) A 0 -

End(A), a (8) b H (x Ha x b), ou A designe le Module sous-jacent a A, 
est une banalisation de A (8) A 0 . En appliquant (4.3) a A (8) B0 , on prouve 
que d(A) et d(B) sont egales si, et seulement si, ii existe deux Modules 
localement libres Let M et un isomorphisme d'Algebres 

A (8) End(L)~B (8) End(M). (4) 

4.4. En resume, la relation (4) munit l'ensemble des classes a iso
morphisme pres d'Algebres d'Azumaya d'une relation d'equivalence, le 
produit tensoriel munit le quotient Br(X) d'une structure de groupe 
abelien, appele groupe de Brauer du topos annele X, et, en associant a 
toute Algebre d'Azumaya A la classe de la gerbe des banalisations de A, 
on definit un morphisme injectif 

(1) 

Remarque 4.5. Soit n un entier. La gerbe Az(n) des algebres 
d'Azumaya de rang n2 , c'est-a-dire localement isomorphes a Mn(Ox), 
est equivalente d'apres (III 2.2.6) a celle des torseurs sous PGL(n), le 
torseur associe a une Algebre A etant P= lsom(Mn(Ox), A). De meme, 
la gerbe Lol(n) des Modules localement libres de rang nest equivalente 
a celle des torseurs sous GL(n), cependant que le morphisme de gerbes 

Lol(n) - Az(n), Lvv-. End(L), (1) 

induit sur les faisceaux d'automorphismes des sections marquees Oi 
et Mn(Ox) le morphisme b: GL(n)- PGL(n) de (4.1 (2)). Par la pro
priete universelle de la gerbe des relevements, ii en resulte une equiva
lence de gerbes 

d(A)~d(P) (2) 
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de la gerbe des banalisations de A dans celle des relevements a GL(n) 
du torseur P= lsom(M"(Ox), A). Cette equivalence est liee par le 
morphisme identique de (§m· En effet, puisque (§m est central (IV 2.5.6 
(iii ter)) nous assure que cette assertion resulte du fait que le morphisme 

d(A)- Lol(n), (L, u)~L, 

est lie par le morphisme a: (§m-GL(n) de (4.1 (2)), ce qui est trivial. En 
conclusion, si A est de rang n2 , la classe d(A) de la gerbe des banalisations 
de A est l'image de celle de P par l'application cobord 

H1 (X, PGL(n))- H 2 (X, (§m) 

attachee a la suite exacte (4.1 (1)). 

(3) 

4.6. Montrons que si A est une Algebre d'Azumaya de rang n2, 

la classe de d(A) dans H 2 (X, (§m) est annulee par n. La gerbe lnv(X) 
des Ox-Modules localement libres de rang 1 est triviale et liee par (§m; 

de plus, on a un morphisme de gerbes 

d(A)- lnv(X), (L, u)~A"L, 
qui est lie par 

D'apres (IV 3.1.5), l'image de la classe de d(A) par H 2 (X, Pn) est done la 
classe de lnv(X), c'est-a-dire 0, d'ou la conclusion. 

Si Pn est un epimorphisme de faisceaux, on a une suite exacte 

(1) 

qui definit Pn. De plus, la suite 

1- µ" - SL(n)- PGL(n)- 1 (2) 

est alors exacte. On a un morphisme evident de la suite exacte (2) dans 
(4.1 (2)); par fonctorialite du second cobord (IV 4.2.12), on sait done 
que, pour toute Algebre d'Azumaya A de rang n2, la classe de d(A) est 
/'image de la classe a isomorphisme pres de A par le compose 

(3) 

ou d' est le cobord attache a (2). II est d'ailleurs immediat que d'(A) est 
la classe de la gerbe G des (L, u, c), ou (L, u) est une banalisation de A 
et ou c est une base de A"L et que le morphisme evident G-d(A) est 
lie par i: Pn - (§ m . 
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Remarque 4.7. (Calcul de d(A) dans le cas topologique.) Tout ce qui 
precede est valable lorsque X est le topos des faisceaux d'ensembles 
sur un espace topologique et que Ox est le faisceau des germes de 
fonctions continues a valeurs complexes. Le PGL(n)-torseur P = 
lsom(M"(Ox), A} correspondant a une Algebre d'Azumaya de rang 
constant n2 est alors le faisceau des sections d'un torseur representable 
(par un X-espace topologique) P. Puisque µ"'::::!.:!Z/n:!Z est discret et que 
PGL(n, CC) est connexe, on peut appliquer (3.3.1), pour calculer la classe 
d(P)EH2 (X, µ"), ce qui, par (4.6) foumira la classe d(A)EH2 (X, ~m) 
de A. Sip: p _. X est la projection, d(A) sera l'image par 

(1) 

de la classe tEH0 (X,R1 p*(µn)} qui est caracterisee de la maniere sui
vante. Soit (Xi) un recouvrement ouvert de X qui trivialise P et soit, 
pour tout i, un isomorphisme de torseurs ui: PIXi_____::__. PGL(n)IXi. Soit 
encore sEH1 (PGL(n), Pn) la classe obtenue en considerant que le mor
phisme 

SL(n, CC)- PGL(n, CC) 

definit un torseur sur PGL(n) sous Pn· Soit encore siEH1 (PIXi, Pn) 
l'image inverse de s par l'application continue composee 

PIXi _. PGL(n) x Xi_. PGL(n). 

Soit enfin tiER1 p*(µn)(Xi) l'image de Si. La classe test caracterisee par 
la condition que sa restriction a chacun des Xi soit egale a ti. 

Exemple 4.8. Calcul de la classe attachee a unfibre de Severi-Brauer. 
Soit X un schema et notons encore X le topos etale de X [SGA 4 VII] 
muni du faisceau d'anneaux defini par Ox, Le faisceau des unites ~m 
introduit plus haut est ici representable par le groupe multiplicatif 
~m.x• par definition de ce demier. Suivant [BI 8], on appelle fibre de 
Severi-Brauer sur X un X-schema P qui, localement pour la topologie 
etale, est isomorphe a un espace projectif type &; . Ceux qui sont de 
dimension relative r forment une gerbe, car on peut recoller de tels 
fibres pour la topologie fpqc [BI 8.1]. Cette gerbe est munie d'une 
section definie par &;, done est equivalente a la gerbe des torseurs 
sous Aut(&';). Or le morphisme naturel 

PGL(r + l)x _____::__. Aut(&;) (1) 

est un isomorphisme (cf. par exemple, Mumford, Geometric Invariant 
Theory, Ergebnisse, Springer-Verlag, chap. 0 § 5), d'ou une equivalence 
entre cette gerbe et celle des Algebres d'Azumaya de rang (r+ 1)2, d'ou 
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aussi, grace a la suite exacte (4.1 (2)), une classe 

d(P)EH2 (X, ~m), 
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(2) 

qui, d'apres (4.5 (3)), est la meme que celle de la gerbe des banalisations 
de l'Algebre correspondant a P. Nous allons voir que cette classe est 
celle de la gerbe des banalisations de P, une banalisation d'un fibre de 
Severi-Brauer P etant un couple (V, v), ou Vest un Ox-Module locale
ment libre et v: P~Pl'(V), (Vest le dual de V), un isomorphisme de 
X-schemas. L'argument est analogue a celui de (4.5): on note que la 
gerbe b(P) des banalisations de P est la gerbe des relevements de P 
relativement au morphisme de champs 

Lol(r+ 1)-+ SB(r), v~PJ>(V), (3) 

qui, a tout Ox-Module localement libre de rang r+ 1, associe le fibre 
de Severi-Brauer Pl'(V). (N.B. on a eu recours a V, car v~PJ>(V) est 
contravariant.) Nous donnerons dans (4.8.3) une description moins 
banale de b(P). 

Lemme 4.8.1. Soit p: P-+X un fibre de Severi-Brauer de dimension 
relative r sur X. On a une gerbe 

A(P) (1) 

sur X dont les objets de projection X' sont les Modules inversibles 
tres amples L sur P' = P x xX' tels que le morphisme naturel u: P'-+ 
Pl'(p*(L)) soit un isomorphisme. Cette gerbe est liee par p*(~m.P),::;~m.x· 
Sa classe dans H 2 (X, ~m) est l'opposee de celle de la gerbe des banalisa
tions de P. 

Que A (P) soit une categorie fibree sur le site etale de X est assez 
clair. Par definition, si Lest un objet de A(P) de projection X', (p*(L) v, u) 
est une banalisation de P'. On a done un morphisme cartesien 

(2) 

Celui-ci est pleinement fidele, car le morphisme ~m.x ~ p*(~m.P) qui 
le lie est un isomorphisme, puisque p est propre a fibres geometriques 
connexes. 11 reste a prouver que (2) est essentiellement surjectif. Or, si 
(V,v: P-+Pl'(V)) est une banalisation de P, le Module inversible 
L=v*(O(l)) est muni d'un isomorphisme p*(L)~ V, ce qui prouve 
que (V, v) est l'image de L par (2). D'ou la conclusion, car la classe de 
l'opposee b(P)0 de b(P) est l'opposee de celle de b(P) (IV 3.3.2 (iii)). 

4.8.2. Cette remarque va nous permettre de donner de d(P) une 
description ne faisant pas intervenir de gerbes. Par construction meme, 
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la gerbe A(P) est une sous-gerbe maximale de l'image directe par 
p: P-+ X de la gerbe des Modules inversibles sur P, (III 2.1.3, II 3.1.5). 
En traduisant «gerbe des Modules inversibles» par «gerbe des torseurs 
sous <§m», on trouve done que A(P) est une sous-gerbe maximale de 
l'image directe 

de la gerbe des torseurs sur P sous <§m P· D'apres (3.1.5), A(P) definit 
done une classe · 

(1) 

4.8.2.1. On sait caracteriser t de la maniere suivante. Soit { X;-+ X} 
une famille couvrant X et soit, pour tout i, un Module inversible tres 
ample L; sur P x xX; tel que le morphisme P x xX;-+&>(p;*(L;)) soit un 
isomorphisme. Alors L; definit une classe S;EH1(P X xX;, <§m,Px xx) dont 
l'image dans R1 p*(<.im,P)(X;) est notee t;. D'apres (3.1.5), la classe test 
caracterisee par la condition que sa restriction a chacun des X; est t;. 
Ceci <lit, d'apres la description en termes de gerbes du morphisme de 
transgression 

(2) 

l'image de la classe t est tout simplement la classe de la gerbe A (P). 
Utilisant maintenant (3.2.1), qui nous assure que le morphisme (2) 
coincide avec celui que l'on definit en algebre homologique, on conclut 
ce qui suit en appliquant (4.8.1). 

Proposition 4.8.3. Si P est un fibre de Severi-Brauer et si tE 
H0 (X,R1 p*(<.im,P)) est la classe attachee a P par (4.8.2.1), la classe d(P) 
de la gerbe des banalisations de P est l'image de t par le compose 

ou d est la transgression et ou l'isomorphisme est induit par l'iso
morphisme <§m,x~P*(<.im,P). Pour que P soit banal, il faut et il suffit 
que d(P) soit nulle. 

4.9. Groupe de Picard et groupe de Brauer 

Nous donnons ici la demonstration d'une assertion de [B III 5.4 (b)]. 
Soient X un schema et XP1 le sitefppf de X, dont les objets sont les 
X-schemas localement de presentation finie, la topologie etant engendree 
par les familles surjectives { X;-+ X} telle que chaque morphisme 
{ X;-+ X} soit plat et localement de presentation finie. Soit f: X -+ Y un 
morphisme de schemas quasi-compact et quasi-separe tel que le mor
phisme Oy-+ f* (0 x) soit un isomorphisme. La suite spectrale de Leray 
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du morphisme de sites JP,: XP1-----> YP1 fournit alors une suite exacte 

0-----> Pic(Y)-----> Pic(X)-----> H 0 (Y, R1JP1*(~m))-----> H 2 (Y, ~m. y). (1) 

En effet, le morphisme ~m. y-----> JP1*(~m.x) induit un isomorphisme 
~m.Y(Y')~fP1*(~m.xHY') pour tout Y-schema plat Y', ce qui suffit 
a impliquer que les morphismes 

Hi(Y, ~m, y)-----> Hi(Y,fp1*(~m,x)}, i~O, 

sont des isomorphismes. Par definition. on a 

Pic(X/Y) = H 0 ( Y, R1f* (~m. x)) 

d'ou un morphisme de transgression 

d: Pic(X/Y)----->H2 (Y,~m.Y). 

(2) 

(3) 

(4) 

Les groupes de cohomologie sont pris au sens du site f pp f de X, mais, 
puisque ~m est lisse, ils coincident avec ceux du site etale de X [B III 
Appendice]. 

Grothendieck demontre dans [B III 5.4] que, sous certaines con
ditions, l'image de d est contenue dans celle de Br(Y). Pour cela, il 
considere une classe xEPic(X/Y). Par !'interpretation du morphisme 
(4) en termes de gerbes, on sait que d(x) est la classe de la gerbe D(x) 
dont les objets de projection Y'/Y sont les Modules inversibles L sur 
X'=XxyY' dont la classe dans R1f*(~m.xHY') est la restriction de x 
a Y'. Supposons que, pour tout objet L de D(x) de projection Y'/Y, 
le faisceauf~(L) soit localement libre sur Y' et que sa formation commute 
a tout changement de base; cette condition est manifestement satisfaite 
des qu'elle l'est pour une famille L; d'objets de D(x) dont les projections 
Y; couvrent Y. Dans ce cas, &'(f~(L)v) est un fibre de Severi-Brauer, ce 
qui donne un morphisme D(x)-----> SB(Y) de la gerbe D(x) dans le champ 
des fibres de Severi-Brauer sur Y; ce morphisme etant lie par le mor
phisme nul, il definit a isomorphisme unique pres un fibre de Severi
Brauer Pet l'on a par construction un morphisme D(x)-----> b(P) a valeurs 
dans la gerbe des banalisations de P. De plus, ce morphisme est lie 
par le morphisme identique de ~m. y, ce qui prouve que l'image d(x) 
de x par d est la classe de b(P), done appartient a Br(Y). La proposition 
suivante reswte alors du fait que, sous ses hypotheses, toute classe 
xEPic(X/Y) est difference de deux classes x' et x" satisfaisant a la 
condition ci-dessus, [EGA III 2.2.1, 7.9.13]. 

Proposition 4.9.1. Soit f: X-----> Yun morphisme projectif, plat et de 
presentation finie tel que Y soit quasi-compact et tel que Oy-----> f* (Ox) 
soit un isomorphisme. Alors l'image de !'application d: Pic(X/Y)-----> 
H 2 (Y, ~m) est contenue dans Br(Y). 



Chapitre VI 

Liens et 3-cohomologie 

§ 1. Effa~bilite 

Dans ce paragraphe nous prouvons la proposition suivante, qui est 
fondamentale pour le paragraphe suivant. La structure de la demonstra
tion est donnee dans ( 1.11.1 ). 

Proposition 1.1. Soient Eun U-site et L un lien sur E. Si le centre C 
de Lest un objet injectif de la categorie des faisceaux de groupes abeliens, 
alors L est realisable [autrement dit, il existe une L-gerbe, autrement 
dit H 2 (L)=I=()]. 

1.1.1. D'apres (V 1.2.4 et 1.4.2), on peut remplacer E par le U-topos 
associe et done supposer que E est un U-topos, dont on choisit un objet 
final note S. Puisque Lest localement representable, il existe une famille 
couvrante { 'I';-+ S} telle que, pour tout i, la restriction de L a r; soit 
representable. Soit T la somme directe des r;. Le morphisme 

f: T-+S (1) 

est couvrant car il est domine par une famille couvrante. Par ailleurs, 
la restriction de L a T est representable. En effet, les representants de 
L forment une gerbe REP(L) (IV 3.2.2), done, en particulier REP(L) 
est un champ, done, d'apres [D 9.27] et (0 2.6 (iv) (b)), le foncteur produit 
des foncteurs images inverses 

REP(Lh~ Il REP(Lh, 
iel 

est une equivalence, car {I;-+ T} est couvrante. Nous avons done prouve 
le lemme que voici. 

Lemme 1.2. Sous les hypotheses de (1.1), si, de plus, E est un U-topos, 
il existe un morphisme couvrant f: T-+ S et un representant (A, u: 
lien (A)~ Lr) de la restriction de L a T, ou S est l'objet final de E. 
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1.3. Nous designerons par 
Simpl (1) 

la sous-categorie pleine de la categorie des ensembles dont les objets 
sont les intervalles 

Nous considererons certaines des applications suivantes, nE.#", 

q~: L1 0 ----uln, 0~ i~ n, 

q~(O)=i, 

qt L11 -+Lin, O~i~j~n, 

q~(O)= i, q~(l)= j, 

q~k: L1 2 -+ Lin, 0~ i~j~k~n, 

q~k(O)=i, q~k(l)=j, q~k(2)=k, 

q~kl: L1 3 -+L1n, O~i~j~k~l~n, 

q~k1(0)=i, q~k1(l)=j, q~k1(2)=k, q~k1(3)=l, 

p~U)= j si j<i 

p~U) = j + 1 si j ~ i. 

De plus, nous choisissons un foncteur qui commute aux produits 

[T]: (Simpl)0 -+ E, 
et qui verifie 

[T](L1 0)= T. 
Nous posons 

[T](L1n)= T,,, n~O, [done T0 = T], 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(done Tn est la puissance (n + 1)-ieme de T dans E) et nous designons 
par les memes symboles les applications (3) a (7) et leurs images par [T] 
(lesquelles vont done «en sens inverse»). 

1.4. 11 est temps de preciser comment les champs avec lesquels nous 
travaillons sont munis de scindages. Par construction, on a un mor
phisme de champs scindes 

lien: FAG RSC-+ LIEN {IV 1.1.5 (5)) (1) 

ou la fibre de FAGRSC en XEOb(E) est la categorie des faisceaux de 
groupes sur le site E1x, le foncteur image inverse associe a une fleche 
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m: X - Y etant la composition avec le foncteur nature! E1x - E1y. Par 
ailleurs, Lest un objet de la fibre de LIEN en l'objet final S (IV 1.1.6.1); 
grace au scindage de LIEN, il definit une section cartesienne Ede LIEN 
au dessus de E. La gerbe REP(L) des representants de L (definie grace 
a E (IV 3.2.1)) a done pour objets de projection X EOb(E) les couples 
(A,u), ou A est un faisceau de groupes sur Ex, ou u: lien(A)~Lx 
est un X-isomorphisme dans LIEN, et ou L1 designe l'image inverse 
de L par le morphisme final X - S. 11 en resulte immediatement que 
REP(L) est munie d'un scindage tel que !'image inverse de (A, u) par 
m: y - X soit (Am, um) OU Am est la restriction de A a y et OU 
um: lien(At~(Lxt est la restriction de u am (image inverse par le 
scindage de LIEN) et s'ecrit aussi um: lien(Am)~I:, car (1) est un 
morphisme de categories scindees. Enfin, si A et B sont deux faisceaux 
de groupes sur E1x, X EOb(E), un A-B-bitorseur (III 1.5.3) sera con
sidere comme un faisceau d'ensembles sur E1x muni d'operations de A 
et B, plutot que comme un objet du topos E1x; d'ou, encore une fois, 
un scindage canonique. 

Lemme 1.5. Sous Jes hypotheses de (1.2), soit TEOb(E) et soit 
(A, u: lien (A)~ L 0 ) un representant de la restriction L 0 de L a T. 
Pour tout couple (n, i) d'entiers, 0 ~ i ~ n, notons 

(1) 

!'image inverse de (A, u) par q~: T,, ~ T, [T0 = T, (1.3)]. Soient i, j, n 
des entiers, O~i~j~n. 11 existe un A~-A~-bitorseurs P,,ij sur T,,, unique 
a isomorphisme pres, tel que l'isomorphisme nature! 

n(P,,ij): lien(A~)~ lien(A~) (IV 3.2.5) (2) 

soit egal au compose (u~)- 1 • u~. 

En effet, la categorie des A~-A~-bitorseurs sur T,, verifiant la con
dition de l'enonce est equivalente d'apres (IV 5.2.5) a celle des Ln
morphismes Tj - Ti ou Tj (resp. Ti) designe la gerbe des A~-torseurs 
(resp. A~-torseurs)_ sur le s!te E1T". Or la gerbe HOMLJTj, Ti) des Ln
morphismes de P dans T' est liee par le centre en de Ln (IV 2.3.2 (iii)). 
Or en est la restriction a T,, du centre e de L, done est un objet injectif 
de la categorie des faisceaux de groupes abeliens sur T,,, done 
H1(Tn, en)=H2 (T,,, en)=O. D'apres (IV 3.4.2) (III 3.5.4) et (Ill 2.5.2), la 
fibre en Tn de la gerbe Ha done un objet et, a isomorphisme pres, un seul, 
d'ou le lemme car cette fibre est la categorie des Ln-morphismes Tj - Ti. 

1.6. Jusqu'a la fin de ce paragraphe, nous choisissons un representant 
(A, u) de la restriction L 0 de La T et un Ar-A~-bitorseur P sur Yi. verifiant 
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la condition de (1.5). Soit 

(1) 

l'image inverse de P par q~: T,, ~ T;. (1.3 (4)). Par transitivite de l'image 
inverse, P,,ii est un A~-A~-bitorseur sur Tn, car on a (dans (Simpl)0 et 
dans E) 

(2) 

De plus, toujours par transitivite de l'image inverse (1.4), le bitorseur 
P,,ii verifie la condition de (1.5). Posons 

(3) 

C'est un A~-A!-bitorseur qui, d'apres (IV 5.2.6), verifie la condition 
de (1.5). Prenons n = 2. D'apres (1.5), il existe un isomorphisme de A~-A~
bitorseurs sur T2 

(4) 

Notons que, par la propriete universelle du produit contracte (Ill 1.3.1), 
la donnee de m equivaut a celle d'un morphisme 

tel que, pour tout X EOb(E1T,) et pour tout 

(a, p, b, q, c)E(A~ x Pz01 x A1 x Pz12 x A~)(X), 

on ait 
m(apb, b- 1 qc)=am(p, q) c. 

1.7. Si m est un morphisme tel que (1.6 (5)), on notera 

(5) 

(6) 

(1) 

son image inverse par le morphisme q~k: T,, ~ T2 (1.3). La source et le 
but de m~k sont bien celles indiquees par (1), car on a les relations 
(dans (Simpl)0 et E) 

D'autre part, la formation du produit contracte commute a la localisa
tion. Done (1) induit isomorphisme de A~-A!-bitorseurs 

(3) 

Nous travaillerons avec m plutot que m en prevision de (1.11) et aussi 
pour eviter des choix et des identifications canoniques ... 
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Lemme 1.8. Sous les hypotheses de (1.5) et (1.6), il existe un mor
phisme 

verifiant (1.6 (6)) et tel que le carre ci-dessous soit commutatif 

pOl X p12 X p23 m~12 xI23 p,°2 X p23 
3 3 3 3 3 

JOI x m~23 l l m~23 

R301 X R31. 3 -~~-- R30 3 
m~l3 

(1) 

(2) 

ou Jii designe le morphisme identique de Pfi et ou mt est l'image inverse 
de m par qt (1.7). 

1.8.1. Nous allons devoir a juster m car les P,.ii ont des automorphismes 
non triviaux. En effet, d'apres (IV 1.5.3), on a des morphismes de 
faisceaux de groupes sur I;. 

(1) 

caracterises par ui -lien(z;)=c1 , ou c1 : lien(C1)-L1 est la restriction 
a I;. du morphisme structural du centre C de L. De plus, z; identifie 
C1 au centre de Ai. En vertu de (III 1.5.6), on a done des isomorphismes 

v;: c1 ~ Aut(P), i=O, 1, 

v0 (x)(p)=z0 (x) p, v1(x)(p)=pz1(x). 
(2) 

En fait on a 
(3) 

comme il resulte immediatement de l'hypothese que n(P)=(ur)- 1 · uf, 
(1.6) (1.5), qui entraine n(P) lien(z1)=lien(z0), et de la definition de 
n(P) (IV 3.2.5 (1)). On a done des isomorphismes de groupes 

(4) 

par lesquels, pour toute fleche f: T,.-T,, de E verifiant q~f =q~I, le 
morphisme C(f): C(T,,)- C(T,.) s'identifie au morphisme 

(5) 

induit par le foncteur image inverse attache af Enfin il resulte aisement 
de (3) et (1.6 (6)) que, pour tout xE C(T,,) et tout systeme d'entiers 
(i,j, k, l, n), O~i~j~k~l~n, on a 

(6) 

ou m~k est le morphisme de (1.7 (1)), ou [ii est l'identite de P,.ii et ou xii 

est l'image de x par (4). 
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1.9. Pour tout morphisme m: Pz° 1 x PF~ Pi.02 comme dans (1.8), on 
definit une section 

en identifiant D(m) a un automorphisme de ~ 03 et en imposant 

D(m). m~23. (m~12 x 1 23)= m~13. (/01 x m~23). 

(1) 

(2) 

En effet, par la propriete universelle du produit contracte, le carre 
( 1.8 (2)) definit deux isomorphismes de bitorseurs ~ 01 /\ ~ 12 /\ ~ 23 ~ ~ 0 3• 

Nous prouverons dans (1.9.1) que, pour tout XE C(T2), on a 

D(xm)=d(x)D(m) (3) 
OU 

et ou, pour definir x m, on identifie x a un automorphisme de Pi,02 • Nous 
prouverons dans (1.10) que D(m) est un 3-cocycle du complexe C*(T/S, C) 
de (III 3.6.7). Ces deux faits entrainent (1.8). En effet, d'apres (1.6), ii 
existe au moins un morphisme m et, puisque C est un injectif, le cocycle 
D(m) sera un cobord [SGA 4 V §5.1.5], ce qui, d'apres (3), permet de 
modifier m de telle sorte que (1.8 (2)) soit commutatif. 

1.9.1. Prouvons (3). Par definition, si { i, j, k} u { l} = [O, 3], on a 

(5) 

Pour accorder les notations (4) et (1.7 (1)), on posera 

m1=m1\ {i,j, k} u {l} = [O, 3]. (6) 

Ceci <lit, le diagramme (1.8 (2)) relatif a x m s'ecrit 

~01 X ~12 X ~23 (x3m3) x /23 1 ~02 X ~23 

JOI X (xOmO) l l x 1m 1 (7) 
P,301 X P,313 --------> P,0 3 

x2m2 3 

car les isomorphismes de (1.8.1 (4)) sont compatibles avec la localisation 
(loc. cit.). Posons 

(8) 

On a trivialement 
S=x1. m1. (x3 x 1 23). (m3 x 1 23), (9) 

et aussi, par (1.6 (6)), 
S=x1. x3. m1. (m3 x 123), (10) 
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d'ou, pour les memes raisons 

T=x2. m2. (/01 x (xo. mo))=x2. xo. m2. (/01 x mo). (11) 

Par definition, on a D(xm) · S= T, d'ou l'on deduit 

D(x m) · x 1 · x 3 · m1 · (m 3 x / 23) = x 2 · x 0 . D(m) · m1 · (m 3 x / 23), (12) 

ce qui prouve (3), car on peut diviser par m1 . (m 3 x / 23) qui est un epi
morphisme (cf. 1.6 (5)). 

1.10. Prouvons que D(m) est un 3-cocycle. Remarquons d'abord que 
les dix morphismes 

(1) 

donnent naissance, par image inverse, au diagramme ci-dessous, ou l'on 
adopte les notations de {1.7 (1)), a ceci pres que l'on a supprime les 
indices inferieurs qui sont tous egaux a 4. De plus, Jii designe le mor
phisme identique de pii_ 

JOI X J12 X m234 
pOl X p12 X p23 X p34 ------------. pOl X p12 X p24 .. .,.,,,7 

J02 X m234 
p02 X p23 X p34 ----------~ p02 X p24 

/01 X m124 

JOl X m123 X /34 

m023 X J34 m024 

pOl X p13 X p34 
Jot X m134 

_________ --4 pOl X p14 . 

/-
p03 X p34 ---------------> p04 

m034 

1.10.1. Nous allons donner des noms aux six composes possibles, 
lesquels, en fait, ne sont que cinq car la face superieure du cube est 
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visiblement commutative. On pose 

A= mo24 (/02 x m234)(mo12 x 123 x 134) 

=mo24(mo12 x 124)(/01 x 112 x m234) 

B = mo34(mo23 x 134)(mo12 x 123 x 134) 

C =mo34(mo13 x 134)(101 x m123 x 134) 

D =mo14(101 x m134)(101 x m123 x 134) 

E =mo14(101 x m124)(/01 x 112 x m234). 

355 

Nous allons relier les cinq faces restantes du cube aux images inverses 
du carre ( 1.8 (2)) par les projections p~: T4 - T3 , 0 ~ i ~ 4. Pour cela, 
remarquons que l'on a les relations 

q1p~=q~i', 0~i<j~3, 0~r~4, 

qtp~=q~i'k', 0~i<j<k~3, 0~r~4 

ou, pour 0~x~3 et 0~r~4, on definit x' par 

x' = x si x < r et x' = x + 1 si x ~ r, 

voir (1.3). Posons encore 

X;=C(p~)(D(m)), 0~i~4, 

ou D(m)E C(T3) est la section definie, d'apres (1.9 (2)), par 

D(m). m~23. (m~12 x 123)=m~13. (lo1 x m~23). 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Par definition de m~k (1.7 (1)) et P,.ii (1.6 (1)), par transitivite du change
ment de base (1.4) et les formules (1) et (2) et enfin par ( 1.8.1 (5)), la 
formule (5) donne, en appliquant le foncteur image inverse defini par Pt 

(6) 

En multipliant a gauche par le morphisme 1°1, on trouve la relation 

(101 X XO){lOl X m134){101 X m123 X 134) = (/01 X m124){101 X 112 X m234), (7) 

qui exprime le defaut de commutativite de la face arriere du cube. En 
vertu de (1.8.1 (6)), on a 

m014(101 X XO)= XO m014. 

En composant a gauche par m014, on deduit done de (7) la relation 

X 0 D=E. (8) 



356 Chapitre VI. Liens et 3-cohomologie 

L'image inverse de (5) par Pi donne la relation 

xi mo34(mo23 x /34)=mo24(/02 x m234) (face avant); (9) 

en composant a droite par m012 x / 23 x / 34, on trouve 

(10) 

L'image inverse de (5) par Pi donne la relation 

x2 mo34(mo13 x /34)=mo14(/01 x m134) (face du bas). (11) 

En composant a droite par / 01 x m123 x / 34, on trouve 

X 2 C=D. (12) 

L'image inverse de (5) par pJ donne la relation 

X3 mo24(mo12 x 124)=mo14(/01 x m124) (face de droite). (13) 

En composant a droite avec 1°1 x / 12 x m234, on trouve 

X 3 A=E. (14) 

L'image inverse de (5) par P1 donne la relation 

X4mo23(mo12 x 123)=mo13(/01 x m123), (face de gauche), (15) 

d'ou, en multipliant a droite par / 34 

(X4 x /34)(mo23 x /34)(mo12 x 123 x [34) 

=(m013 X [34)(/01 X m123 X [34). 
(16) 

En vertu de ( 1.8.1 (6)), on a m034(X4 x / 34) = X 4 m034. En composant 
a gauche (16) par m034, on trouve done 

D'ou 
E=X0 X 2 X 4B=X3 X 1B. 

(17) 

(18) 

II est clair que B est un epimorphisme de faisceaux (1.6), done (18) 
entraine que D(m) est un 3-cocycle, ce qui acheve la preuve de (1.8). 

Proposition 1.11. Soient E un U-site standard (0 2.5.2), S un objet 
final de E et 

[T]: (Simpl)0 --t E (1) 

un foncteur qui commute aux produits. On pose 

(2) 
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et l'on designe par les memes symboles les applications definies dans 
(1.3) et leurs images par [T]. Soit Aun faisceau de groupes sur T0 et soit 

(3) 

son image inverse (1.4) par q~: Tn-----> T0 , 0~i~n. Soit P un A?-A~
bitorseur sur Ti et soit pii 

n (4) 

son image inverse par q~: T,.-----> Ti, 0~i~j~n, laquelle est un A~-A~
bitorseur (1.4) ( 1.6 (2)). Soit 

Al 
m: Pi.°1 l. PF~ Pi.02 

un isomorphisme de A~-A~-bitorseurs et soit 

m: Pi_Ol X 1'i_12-----> 1'i_02 

le morphisme correspondant (1.6 (5)). On note 

(5) 

(6) 

(7) 

l'image inverse de m par q~k: T,.-----> T2, 0~i~j~k~n. On suppose que 
le morphisme final T0 -----> S est couvrant et que 

m~23. (m~12 x 123)=m~13. (/01 x mf3), (1.8 (2)). (8) 

Alors ii existe une E-gerbe scindee G, un tE0b(G(T0 )), un isomorphisme 
de faisceaux de groupes sur T0 

i: A~ AutT0 (t) 

et un isomorphisme de A?-A~-bitorseurs sur Ti 

w: lsomT1 (tL t?)~P, 
OU 

(9) 

(10) 

(11) 

est l'image inverse de t par q~: T,.-----> T0 , 0 ~ i ~ n, de telle so rte que m 
s'identifie par (10) a l'accouplement de composition: 

lsomT2 (tt t~) x lsomT, (tL t~)-----> lsomT, (tL t~). (12) 

1.11.1. Montrons comment (1.1) resulte de (1.11). D'apres (1.1.1) il 
suffit de prouver (1.1) lorsque E est un U-topos, [done un U-site 
standard]. Le lemme (1.2) fournit un morphisme couvrant T0 -----> S, un 
foncteur [T], un faisceau de groupes A sur T0 et un isomorphisme de 
liens sur T0 

u: lien(A)~L0 • (1) 
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Le lemme (1.5) fournit un bitorseur P et (1.8) fournit un isomorphisme 
m verifiant (8). Soient M le lien de la gerbe fournie par (1.11) et Mn son 
image inverse par le morphisme final T,,----+ S. Pour prouver (1.1), ii sutTit 
de construire un isomorphisme V~M. On a des isomorphismes de liens 
sur T0 

(2) 

ou b- 1 = lien (i) et ou a fait partie de la definition de M (IV 2.2.2.2). II 
suffit de prouver que u b a est compatible avec les donnees de descente 
naturelles [D 9.8] dont sont munis L0 et M0 • En effet, par hypothese 
T0 ----+ S est couvrant et, par construction, les liens forment un champ. 
Puisque le champ des liens est scinde, la condition susdite est simplement 

(3) 

ou l'exposant i designe l'image inverse par p~: Ti----+ T0 , 0 ~ i ~ 1. Or, en 
vertu de (1.5 (2)), on a u1=u0 n(P); puisque west un isomorphisme de 
A?-A!-bitorseurs on a 

n(P)b1 =b0 n(lsom(xL x?)) 

et, en vertu de (IV 2.2.2.2, 2.5.2, 3.2.5), on a 

n(lsom(x!, x?)) a1 =a0 , 

ce qui acheve la preuve de (3) et reduit (1.1) a (1.11). 

(4) 

(5) 

On notera que l'argument ci-dessus prouve le corollaire suivant. 

Corollaire 1.11.2. Sous les hypotheses de (1.11), l'isomorphisme 

n(P): lien(AD~Lien(A?), (IV 3.5.2) (1) 

est une donnee de descente sur Lien (A) relativement a T0 ----+ S. La gerbe 
G est liee par le lien sur S obtenu par descente. 

1.11.3. Prouvons (1.11). Definissons d'abord un faisceau de categories 
G sur E. Pour tout X EOb(E), on pose 

Ob(G)(X)=Hom(X, T0 ) ( = T0 (X)). (1) 

Pour tout couple (x, y) d'elements de Ob(G)(X), on definit 

[x, y]EHom(X, Ti) par x=q? · [x, y], y=q! · [x, y], (2) 

ce qui est licite car le foncteur [T] commute aux produits. On pose alors 

Hom(y, x)=P([x, y]), (nota [x, y]EOb(E1r)). (3) 
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Notons que Hom(y, x) est l'ensemble des sections du bitorseur obtenu 
en restreignant P a X par [ x, y]: X------> T1 . Si x, yet z sont des elements de 
Ob(G)(X), on definit 

[x, y, z]EHom(X, T2) (4) 
par 

x=q~ · [x, y, z], y=q~ · [x, y, z], z=q~ · [x, y, z], (5) 

ce qui est licite car [T] commute aux produits. Par definition des P,,ii 

(1.11 (4)) (1.4), la valeur en l'objet [x, y, z] de E1r, du morphisme de 
faisceaux m de (1.11 (6)) s'ecrit done 

Hom(y, x) x Hom(z, y)------> Hom(z, x). 
On notera 

(6) 

(7) 

l'application (6). II est immediat que la relation (1.11 (8)) signifie que cette 
«loi de composition non partout definie» est associative. Par ailleurs, 
m provient d'un isomorphisme de bitorseurs (1.11 (5)). Or (6) est deduit 
de m par passage aux sections sur [x, y, z]EOb(E1r,)- II en resulte que 
les applications «translations» 

Hom(y,x)------>Hom(z,x), f~f•g, gEHom(z,y) 

Hom(z,y)------>Hom(z,x), g~f•g, fEHom(y,x) 

sont bijectives. Par des arguments standards, il en resulte que les formu
les (1), (3) et (6) definissent un groupoide G(X), modulo verification que, 
pour tout xEOb(G)(X), l'ensemble Hom(x, x) est non vide. Or, par 
definition, c'est l'ensemble des sections du bitorseur Q deduit de P par 
restriction suivant [x, x]: X------> T1 . On a evidemment q~ · [x, x, x] = [x, x], 
0 ~ i ~ j ~ 2. Par restriction suivant [ x, x, x]: X------> T2 , l'isomorphisme m 
de ( 1.11 ( 5)) fournit done un isomorphisme de B-bitorseurs Q ~ Q ------> Q, 
ou Best la restriction de A suivant x: X------> T0 car on a (5). Done Q est 
trivial, done Hom(x, x) est non vide. Nous avons done construit, pour 
tout X EOb(E) un groupoide G(X). Pour toute fleche t: X'------> X, on 
definit des applications 

Ob(G)(X)------>Ob(G)(X'), x~xt, 

Hom(x,y)------>Hom(xt,yt), f~P(t)(f), 

out est considere comme un morphisme d'objets au dessus de T1 

t: [ X t, t y] ------> [ X, y], (8) 

ce qui est licite, car [ x t, y t] = [ x, y] · t ( cf. (2) ). II est immediat que les 
applications (7) sont compatible avec les lois de composition. Ce sont 
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done des foncteurs car G(X') est un groupoide. D'ou un faisceau de 
groupoides G. 

1.11.4. Considerons G comme un prechamp scinde (II 2.2.1), et soit 
g: G------> G' un champ associe a G (II 2.1.3). On peut supposer que G' est 
scinde et que g est un morphisme de categories scindees (II 2.2.6.1). Les 
formules de loc. cit. montrent que les fibres de G' sont des groupoides. 
De plus, par construction, Ob(G)(X) est non vide, done aussi Ob(G')(X), 
des que X appartient au raffinement de E engendre par T0 (c'est bien un 
raffinement car on a suppose que T0 ------> S est couvrant). Puisque G est un 
prechamp, le foncteur g: G------> G' est pleinement fidele (II 2.1.3.3) et, par 
ailleurs, g est localement surjectif sur les objets (II 2.1.3 (ii), 1.4.1.1 ). Pour 
prouver que deux objets quelconques de G'(X) sont localement isomor
phes, il suffit done de prouver que G possede la meme propriete et l'on 
saura alors que G' est une gerbe. Or, six et y sont deux objets de G(X), on a 

Homx(Y, x)=Pl[x, y], (1) 

ou le second terme designe la restriction de P suivant [x, y]: X------> 'I;_ 
(1.11.3 (2)). En effet, on a defini Homx(Y, x) (12.6.2.1) en posant, pour 
tout objet t: X'------> X 

done 
Homx(y,x)(t)=Hom(yt, xt) (1.11.3 (7)), 

Homx(Y, x)(t)=P([x t, y t])= P([x, y] t)= (Pl[x, y])(t), 

(2) 

d'apres (1.11.3 (8)). Enfin P est un torseur, done admet localement une 
section, done aussi Homx(Y, x), done x et y sont localement isomorphes. 

1.11.5. Le foncteur g: G------> G' etant pleinement fidele induit des 
isomorphismes de faisceaux Homx(x, y) _____::____. Homx(g(x), g(y)) compa
tibles avec la localisation et les accouplements de composition (12.6.2.1). 
Pour achever la preuve de (1.11), on pourra done travailler dans le 
prechamp Get !'on posera 

(1) 

D'apres (1.11.4 (1)), Hom(t, t) est un A-bitorseur, car q; · [t, t] = t= idT0 ; 

de plus, il a une section, a savoir le morphisme identique I de t dans 
G(T0), d'ou un isomorphisme de A-torseurs a droite: 

i: A~Hom(t,t), i(a)=Ia. (2) 

Nota: on designe par* la loi de composition de G(X) et par rien du 
tout les operations deduites de la structure de bitorseur de P. Montrons 
que (2) est un morphisme de groupes. Pour tout X EOb(E1T) et tout 
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aEA(X), on a, en vertu de (1.6 (6)), Ia*/ =1*al, done la=al. Done 
i(a b)= I ab= I a b*I =la* bl =la *I b= i(a)* i(b). En vertu de (1.11.4(1)), 
on a 

(3) 

car [tf, dJ =idT, d'apres (1.11.3 (2)). Prouvons que (3) est un isomor
phisme de A~-torseurs a droite, ou ce groupe opere sur Hom (tL t?) 
grace a (2) et a la composition des morphismes. Pour tout objet X de 
E1T,• tout aEA}(X) et tout pEP{X), on a, d'apres (1.6(6)), pa*l=p*al, 
done pa=p*i(a), car on a vu que al=la. On procede de meme pour 
les operations de Af. Enfin, on acheve la preuve de (1.11) en notant que, 
par construction de G, l'accouplement de composition (1.11 (12)) est 
egal am. 

§ 2. L'obstruction c(L)EH3 (C) attachee a un lien L de centre C 

Lemme 2.1. Soient L un lien, C son centre, 

0 -----> C ~ I ~ Q -----> 0 

une suite exacte de faisceaux de groupes abeliens et 

p: Lxl----->M, 

le morphisme naturel. 

C 
M=Ltd, 

(i) On a une suite exacte de liens (IV 4.1.1) 

ou u est le compose 

(IV 1.6.1), 

L~ L x I~ M {IV 1.4.2) 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

et ou v est caracterise (IV 1.6.1) par la condition que le compose v p: 
L X I -----> Q soit egal a 

(5) 

(ii) Le morphisme 

(6) 

identifie I au centre de M et au centralisateur de u. De plus, le morphisme 
i (resp.j) est le morphisme induit par u (resp. v) sur les centres. 

On rappelle que M = L .X. I est defini comme le conoyau du couple de 
morphismes 

(c,1),(1,i): C~Lxl, (7) 
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ou c: C-+ L est le morphisme structural. Prouvons (i). D'apres (IV 1.4.1, 
1.5.3 et 1.6.3), ii suffit de prouver le meme enonce dans la categorie des 
faisceaux de groupes, ou ii est trivial. Par ailleurs, (ii) resulte de (IV 1.6.6). 

Lemme 2.2. Soit un diagramme commutatif de faisceaux de groupes 
abeliens 

0-+ C ~I~ Q -+0 

gl lh lk (1) 

dont les lignes sont exactes. Soit un diagramme commutatif de liens 

(2) 

I:~ C' 

tel que c' soit central et tel que ( C, c) soit a la fois le centre de L et le 
centralisateur def 

(i) On a un diagramme commutatif de liens 

M=Li-1 M'=I.:f I' , , (3) 

out est defini part· p' = p · (f x h), (notations de (2.1)). De plus, le centra
lisateur detest le centre I de M. 

(ii) Si M est realisable on a un diagramme commutatif 

H 2(M)~ H 2 (Q) ~H3 (C) 

1(2)1 k(2)l lg(3) (4) 
H 2 (M') ~ H 2 (Q')-----;v-+ H 3 ( C') 

ou d et d' sont les cobords attaches aux suites exactes de (1). 

La commutativite de (3) resulte de la propriete universelle du produit 
contracte M' = I: XI'. D'apres (2.1 (ii)), le centre de M est I et c'est egale
ment le centralisateur de t d'apres (IV 1.6.4). Les correspondances 
attachees aux morphismes de (3) sont ici des applications en vertu de 
(IV 3.1.5) et le carre gauche de (3) est commutatif d'apres (IV 3.1.5.2). On 
obtient le carre droit en identifiant, par (IV 3.4.2), les groupes H 2 (Q) et 
H 2 (Q') a ceux definis en algebre homologique. 
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Theoreme 2.3. Soient L un lien et C son centre. 
(i) 11 existe une unique classe c(L)EH3 (C) telle que, pour toute suite 

exacte (2.1 (1)), !'ensemble {c(L)} contienne l'image de !'application 
composee 

C 
M=Lt-..1, (1) 

ou vest le morphisme de (2.1 (2)) et ou d est le cobord attache a la suite 
exacte (2.1 (1)). 

(ii) Pour que L soit realisable (autrement dit H 2 (L)=t,~) il faut et il 
sufTit que c(L)=0. 

2.3.1. Choisissons une suite exacte (2.1 (1)) telle que I soit un objet 
injectif de la categorie des faisceaux de groupes abeliens, ce qui est 
possible d'apres [SGA 4 VJ. D'apres (2.1 (ii)), Jest le centre de M, done 
H 2 (M) est non vide d'apres (1.1). Soient x et y deux elements de H 2 (M). 
Puisque I est le centre de M, il existe hEH2 (J) tel que x=hy, (IV 3.3.3). 
De plus, d'apres (IV 3.3.4), on a 

v< 2>(x)=f2>(h) · v< 2>(y) 

car jest le morphisme induit par v sur les centres (2.1 (ii)). Les isomorphis
mes de (IV 3.4.2) etant fonctoriels, on a ap>=o, done les images de x 
et y par (1) sont egales. L'image de (1) est done reduite a un element que 
l'on notera c(L). 

2.3.2. Soit maintenant une suite exacte 

(2) 

de faisceaux de groupes abeliens. Puisque I est injectif, il existe un dia
gramme commutatiftel que (2.2(1)), ou C=C' et ou g=idc. On peut 
appliquer (2.2 (ii)) en prenant L = I.', et f = idL car M est realisable (cf. 
supra). D'ou l'on deduit que l'image de !'application (1) attachee a (2) 
est contenue dans {c(L)}, ce qui prouve (i). 

2.3.3. Prouvons (ii). Puisque M est realisable et que le centre de M 
est le centralisateur de u: L- M (2.1 (ii)), la relation u<2> est fonctionnelle 
(IV 3.1.5). Si H 2 (L) est non vide, le compose 

a done pour image la classe unite, car vu: L- Q est le morphisme unite. 
Done c(L)=0. lnversement, supposons que c(L)=0. 11 existe un mar-
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phisme de gerbes m: F - G lie par v: M - Q, car M est realisable et v 
surjectif. De plus, si qeH2 (Q) est la classe de G, on a d(q)=c(L)=0 
d'apres (i). Done q=O car H 2 (/)=0, done Q est triviale. Soient alors s 
une section de Q et L(s) le lien de la gerbe des relevements des par rap
port a m: F - G, (IV 2.5.5). D'apres Joe. cit., on a une suite exacte de liens 

1-L(s)-M-4Q-1. 

D'apres (IV 4.1.7), on a done un isomorphisme L(s),:;;;L, car ii est clair 
que Q opere trivialement sur L {IV 4.1.6 (iii)). Done L est realisable. 

Corollaire 2.4. Soit f: E - L un morphisme de liens tel que le centrali
sateur def soit le centre de L {IV 1.5.4 (5)) et soit g: C' - Cle morphisme 
induit par f sur Jes centres. On a 

g<3>(c(E)) = c(L). (1) 

En particulier, si E est realisable ii en est de meme de L. 

II existe un diagramme commutatif tel que (2.2 (1)), dans lequel I 
et I' sont injectifs. De plus, M = L ~ I est realisable car son centre est I 
{2.1 (ii)) et car H 3 (/)=0 on a done le diagramme commutatif de (2.2 (4)). 
D'ou Ia formule (1), d'apres (2.3), car M' =EX I' est realisable. 

Remarque 2.5. Sous Jes conditions de (2.4), la relation j<2 > est fonc
tionnelle et definit une application 

(1) 

comme on voit en conjuguant (2.4) et (IV 3.1.5). On rappelle que l'hypo
these de (2.4) est verifiee si l'une des conditions suivantes est verifiee 

(i) f: E - L est surjectif (IV 1.3.4) 
(ii) L est abelien 

(iii) g: c- C est un monomorphisme et L=E X C, (IV 1.6.6 (i)). 

Sous Jes hypotheses de (2.4), l'etude de !'application p 2> se reduit a un 
probleme de cohomologie abelienne. En effet, si H 2 (L) est non vide la 
classe c(E) appartient a Ker(H3 (C')-H3 (C)). Pour que c(E)=0 ii faut 
et ii suffit que H 2 (E) soit non vide. L 'application ( 1) est al ors un morphisme 
d'espaces principaux homogenes compatible avec le morphisme de 
groupes H 2 ( C') - H 2 ( C) (IV 3.3.3 et 3.3.4). Quant a !'application induite 
par j<2> sur Jes ensembles de classes neutres, on peut l'etudier en notant 
que f induit un morphisme de liens lnt(E)- lnt(L) et en utilisant Jes 
resultats de (IV 3.2), [ce n'est plus un probleme «abelien»]. 
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Corollaire 2.6. Soient L et I.!, deux liens, C et C' leurs centres. 

(i) C x C' est le centre de L x I.!, et {c(L), c(l.!,)) est l'image de c(L x I.!,) 
par l'isomorphisme 

H 3 ( C X C') ~ H 3 ( C) X H 3 ( C'). 

(ii) Si C= C', on a 
C c(L/\l.!,)=c(L)c(l.!,). 

(iii) Si L0 designe l'oppose de L (IV 1.2.5), on a 

c(L0 )=c(L)- 1. 

En particulier, L X L0 est realisable. 

(1) 

(2) 

(3) 

Soient c: C - Let c': C' - I.!, les morphismes structuraux. On identifie 
C x C' au centre de L x I.!, grace au morphisme c x c': C x C' - L x I.!,. 
Moyennant quoi on obtient (i) en appliquant (2.4) aux deux projections 
de L x I.!,. On deduit (ii) de (i) en appliquant (2.4) au morphisme structural 

L x I.!, - L XI.!,, car celui-ci induit sur les centres le morphisme C x C - C, 
f(x, y) = x y, (IV 1.6.2 et 1.6.6). Enfin on obtient (3) en appliquant (2.4) 
a l'isomorphisme L~ L0 de (IV 1.2.5), car celui-ci induit sur les centres 

le morphisme C - C, xi---. x- 1 . D'ou l'on deduit que L X L0 est realisable 
par (ii) et {2.3 (ii)). On peut egalement prouver ce demier point directement 

en notant que L X L0 lie la gerbe dont les objets sont les (A, P, B, u), ou 
(A, P, B) est un bitorseur et u: lien (A)- L un isomorphisme de liens. 
Le detail est laisse au lecteur. 

2.7. Le groupe de Mac-Lane. Soit C un faisceau de groupes abeliens. 
On appelle lien de centre C un couple (L, c), ou c: C - Lest un mor
phisme de liens possedant la propriete universelle evidente (IV 1.5.3). Si 
(L, c) et (I.!,, c') sont deux liens de centre C, on a un carre commutatif 

(1) 

ou u est le compose L~L x I.!,~L XI.!,, et ou u' =p. inj 2 , p etant 
la projection structurale (IV 1.6.1). II est immediat que le compose 

u c = u' c' identifie C au centre de L XI.!, (IV 1.6.6). Soit N l'ensemble 
des classes a isomorphisme pres de liens de centre C. La relation «ii 

existe des liens realisables de centre C, soient R et R', tels que L X R 
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soit C-isomorphe a£ X R'» induit une relation d'equivalence R dans N. 
En effet, elle est evidemment symetrique; elle est reflexive car C est 
realisable et L ~ L X C, et enfin elle est transitive puisque le produit 
contracte est associatif (IV 1.6.3 (iii)) et puisque le produit contracte de 
deux liens realisables est realisable (2.3) et (2.6 (ii)). On posera 

ML(C)=N/R. (2) 

Nous allons voir que le produit contracte munit ML( C) d'une loi de 
groupe abelien. On l'appellera le groupe de Mac-Lane de C. Nous ferons 
au chapitre VIII le raccord avec le groupe des classes de fl-kernels 
introduit par Eilenberg et Mac-Lane [8]. 

Theoreme 2.8. Le produit contracte munit !'ensemble ML( C) d'une 
loi de groupe abelien et l'on a un monomorphisme de groupes abeliens 

c: ML(C)--+H3 (C) (1) 

obtenu en associant a tout lien L de centre C la classe c(L) de (2.3). 

En vertu de (2.6 (ii)), on a bien une application (1). Elle est injective. 
En effet, soient Let £ deux liens de centre C tels que c(L) = c(J.:.). Les 
liens r. 0 X £ et r. 0 XL sont realisables d'apres (2.6 (iii)), (2.6 (ii)) et 
(2.3 (ii)). Done les classes de Let£ dans ML(C) sont egales car on a un 
isomorphisme L X r. 0 XI:.~£ X r. 0 XL d'apres (IV 1.6.3). Puisque (1) 
est injective, la conclusion resulte formellement de (2.6). 

Remarque 2.9. II est possible que (1) soit un isomorphisme. C'est 
en tout cas vrai lorsque l'on prend pour site le topos des fl-ensembles 
ou fl est un groupe appartenant a U: on deduit ceci des resultats d'Eilen
berg et Mac-Lane sur les extensions de groupes [8]. J'ignore egalement 
si ML( C) est un sous-foncteur de H 3 ( C). Cependant, en vertu de (2.4) 
et (2.5 (iii)), ce dernier point serait acquis si l'on prouvait que: 

«pour tout morphisme g: C'--+ C de faisceaux de groupes abeliens 
et tout lien£ de centre C', ii existe un lien Lde centre C et un morphisme 
de liens f: £--+ L tel que C soit le centralisateur def et tel que g: C'--+ C 
soit le morphisme induit par f sur les centres». On notera que la reponse 
est affirmative si g est un monomorphisme (2.1 ). 

Proposition 2.10. Soient f: E'--+ E un morphisme de U-sites, L un 
lien sur E, C son centre, £ l'image inverse de L par f, (V 1.2.2) et C' le 
centre de£. La classe c(J.:.) est l'image de c(L) par !'application composee 

(1) 
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ou f* ( C) est l'image inverse de C, ou <p = H3 (f, C) est le morphisme 
induit par f: E' - E (V 1.5.3) et ou g: f* ( C) - C' est le morphisme 
de (V 1.2.9.3). 

2.10.1. On choisit une suite exacte de faisceaux de groupes abeliens 

(2) 

telle que M =L 7' I soit realisable [ce qui est toujours possible (2.3 (i))J 
et on considere la suite exacte de liens de (2.1 (3)) 

(3) 

Par image inverse par f: E' - E, on trouve une suite exacte de faisceaux 
de groupes abeliens sur E' 

(4) 

et une suite exacte de liens sur E' (V 1.2.7) 

(5) 

En vertu de (V 1.5.1), H 2 (E, *) est fonctoriel par rapport a E, de plus, 
dans le cas abelien le morphisme de foncteurs de (V 1.5.1) coincide avec 
celui defini en algebre homologique, lequel est compatible avec les 
operateurs cobords, (V 1.5.3). On a done un diagramme commutatif 

H 2 (E, M)~ H 2 (E, Q) ~H3 (E, C) 

l l l (6) 

ou les fleches verticales sont definies par le morphisme f: E' - E et 
ou d (resp. d") est le cobord relatif a (2) (resp. (4)). Par (2.3 (i)), l'image 
de la ligne superieure de (6) est egale a {c(L)}, car H 2 (M)*(). Par ailleurs, 
d'apres (V 1.2.5), l'image inverse c": C" - I', du morphisme structural 
c: C - L est un morphisme injectif et central et, par (V 1.2.8), on a un 

isomorphisme M" ~ r,c;_·I" qui identifie la suite (5) a celle obtenue 
a partir de (4) et de c": C'' - I.: par le procede de (2.1). La conclusion 
resultera done du lemme suivant, qui ameliore (2.3 (i)). 

Lemme 2.11. Soient I', un lien, 

0 - C" ____c__. I" ~ Q" - 0 (1) 

une suite exacte de faisceaux de groupes abeliens et c": C" - I', un 
morphisme de liens injectif et central. Soient c': C' - I', le centre de I', 
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et g: C" - C' le morphisme caracterise par c' g = c". Soit v" : M" - Q", 
M" = I.:, '3:,'r, le morphisme nature} (2.1 (3)). Si H 2 (M") est non vide, le 
compose 

H 2 (M") ~ H 2 (Q") ~ H 3(C")~ H 3 (C') (2) 

a pour image {c(I.:.)}. 

On considere un diagramme commutatif de faisceaux de groupes 
abeliens 

(3) 

0 - C' ~ I' --r Q' - 0 

dont les lignes sont exactes et tel que I' soit un injectif. On conclut en 
appliquant (2.2 (ii)) ou l'on prend pour f le morphisme identique de I.:., 
ce qui est licite car I.:, 5.: I' a pour centre I', done est realisable. 



Chapitre VII 

Exemples tires de la Geometrie Algebrique 

§ 1. Relevement infinitesimal de schemas lisses 

A titre d'application de l'interpretation du H 2 abelien en termes de 
gerbes, nous donnons une description des obstructions introduites par 
Grothendieck dans [SGA 1 III], liberee d'une hypothese de separation 
superflue. 

1.1. Relevements d'homomorphismes 

Soit x: X --+ S un morphisme de schemas et soit xuJ le premier 
voisinage infinitesimal de la diagonale L1 xis du produit fibre X x sX. 
Rappelons que si U est un voisinage ouvert de la diagonale dans lequel 
celle-ci est fermee et si I est un Ideal de definition de L1 XJS dans U, x<l) 
est le sous-schema ferme de U defini par l'Ideal / 2• Le morphisme 
diagonal identifie son espace topologique sous-jacent a celui de X et 
l'on a done des morphismes de faisceaux d'anneaux sur X: 

(1) 

induits par le morphisme diagonal et les projections de X x X. 
On designe par Di-1s le noyau de b, c'est un Ideal de carre nul et, 
par suite, les morphismes p1 et p2 le munissent d'une meme structure de 
Ox-Module. 

Proposition 1.1.1. Soient encore Y un S-schema, Y0 un sous-schema 
ferme de Y defini par un Ideal de carre nul Jet g: Y0 --+ X un S-morphisme. 
L'ensemble Homg(Y, X) des S-morphismes h: Y--+ X dont la restriction 
a Y0 est egale a g est un pseudo-torseur sous le groupe 

(1) 

ou g* designe le foncteur image inverse de Modules. 
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On a un diagramme de faisceaux sur Y0 : 

0<----g*(Ox)<----g*(Ox<1>)+--1--- g*(Qi18)<----0 

yl 
0<----Or0 <----Oy<----J <----0 

(2) 

ou y est l'isomorphisme induit par g. Puisque les espaces topologiques 
sous-jacents a X et xu> d'une part, Yet Y0 d'autre part, sont les memes, 
on a un isomorphisme canonique 

(3) 

ou le second membre designe l'ensemble des morphismes de faisceaux 
d'anneaux sur Y0 compatibles avec y. Pour prouver que Hom1 (Y, X) 
est un pseudo-torseur sous G, il nous faut d'abord decrire un morphisme 

Hom1 (g*(Ox), Or) x Hom0 YJg*(Qi1s), J)----. Hom1 (g*(Ox), Or) (4) 

note 
(h, U)Hh · U. 

Pour cela, considerons la differentielle exterieure 

definie par i · d = p1 - p2 • On definit (4) par 

h-u=h+u-d 

d'ou, pour une section de Ox, la jolie formule 

(h · u)(f)=h(f)+u(df), 

(5) 

(6) 

(7) 

ou l'on note encored l'image g*(d) de d par le foncteur g*. 11 resulte de 
la formule d(fg)=fdg+gdfet du fait que Jest de carre nul que h-u 
est bien un morphisme d'anneaux h · u: g*(Ox)----. Oy; il est compatible 
avec y car la ligne du bas de (2) est exacte. Puisque Qi,s est engendre 
comme Ox-Module par l'image de d, il est clair que h=h · u equivaut 
a u=O. 11 reste a prouver que si h, h'EHom(g*(Ox), Or), il existe un 
Oy0-morphisme u: g* (Qi18)----. J tel que h' = h · u. Pour cela, on note 
d'abord que les deux projections p1 , p2 : xu> ===t X induisent un iso
morphisme X(l)(Y)~ X(Y) x X(Yo>X(Y), ceci d'apres la construction 
meme de x<1>. 11 existe done un unique morphisme de faisceaux d'anneaux 
k: g*(Ox<1>)----.Or tel que (h', h)=(kPi,kp2 ). 11 sutTit maintenant de 
prendre pour u la restriction de k a g* (Qi,s), laquelle se factorise par J 
car h et h' sont compatibles avec y. 
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1.1.2. Les operations definies par (1.1.1 (4)) et l'isomorphisme 
(1.1.1 (3)) sont evidemment compatibles avec la localisation sur Y et 
si l'on definit un faisceau sur Y par la formule 

Homg(Y,X)(Y')=Homg'(Y', X), (1) 

ou Y' est un ouvert de Y et g' la restriction de g a Y~ = Y' n Y0 , on en 
deduit que Homg(Y, X) est un pseudo-torseur sur Y pour la topologie 
de Zariski sous le f aisceau de groupes 

(2) 

Par definition, [EGA IV 17.3.1], si X est lisse sur S, Homg(Y, X) est 
en fait un torseur sous le groupe (2). Dans ces cas, Q1,1s est localement 
libre sur X et si l'on designe son dual par 9x;s, on a le corollaire que voici: 

Corollaire 1.1.3. Si X est lisse sur S, le faisceau Homg(Y, X) est un 
torseur sur Y pour la topologie de Zariski sous le faisceau de groupes 

D'apres (III 3.5.4), ce torseur definit une classe 

PEH1 (Y, G) 

(1) 

(2) 

dont la nullite est necessaire et suffisante pour qu'il existe un prolonge
ment h: Y --4 X de g: Y0 --4 X. En particulier, si ce torseur est trivial, 
par exemple si Y est affine, le morphisme g admet un prolongement, 
!'ensemble de ces prolongements etant isomorphe, non canoniquement, a 

(3) 

1.1.4. La formation du pseudo-torseur Homg(Y, X) est «foncto
rielle» par rapport a X et Y. Tout d'abord, sir: X --4X' est un mor
phisme de S-schemas, on a un morphisme naturel 

(1) 

Puisque (1) est compatible avec la differentielle exterieure, le morphisme 

(2) 

est compatible avec le morphisme 

Hom0 YJg*(Qi1s), J)--4 Hom0 YJg* r*(Q1,,15), J) (3) 

deduit de (1). En particulier, si X est lisse sur S, la source de (2) est un 
torseur et par (III 1.4.6 (iii)) on en deduit que Homg ( Y, X') est le torseur 
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qui se deduit de Homg(Y, X) par extension du groupe structural 
suivant (3). 

1.1.5. Par ailleurs, si s: Y'-+ Y est un morphisme de S-schemas, si 
on pose Y~ = Y' x Y Y0 et si g' est la restriction de g a Y~, le morphisme 

s*(Homg(Y, X))-+ Homg'(Y', X) (1) 

est compatible avec le morphisme de faisceaux de groupes 

s*(Hom0 y)g*(Qi1s), J))-+ Hom0 y6(s* g*(Qi1s), JOy,), (2) 

comme on voit en prenant l'image inverse pars du diagramme (1.1.1 (2)). 
D'apres (III 3.4.5), ces deux assertions s'interpretent en termes des 

classes de cohomologie (1.1.3 (2)). 

Corollaire 1.1.6. Soient S un schema, S0 un sous-schema ferme defini 
par un Ideal de carre nul Jet soient X et Y deux S-schemas. Supposons 
que X soit lisse sur S. Designons par un indice O l'effet du changement 
de base de S a S0 . Pour tout S0 -morphisme g0 : Y0 -+ X 0 , l'ensemble des 
S-morphismes g: Y-+ X se reduisant suivant g0 est un torseur sur Y0 

sous 
g6 (9x01s0) ®os/ · (1) 

II suffit d'interpreter le faisceau de groupes (1). 

Corollaire 1.1.7. Sous les hypotheses du corollaire precedent, le 
groupe A des S-automorphismes de X induisant l'identite sur X 0 est 
canoniquement isomorphe au groupe 

(1) 

1.1.7.1. Tout d'abord, l'on sait qu'un S-morphisme X-+ X qui se 
reduit suivant l'identite de X 0 est un isomorphisme [SGA 1 III 4.2], done, 
d'apres (l.1.6), l'ensemble sous-jacent a A est un torseur sous G. Par 
ailleurs, c'est egalement un torseur sous le groupe A operant par transla
tion a gauche. Or, d'apres (1.1.4), G opere sur A par morphismes de 
A-torseurs. Puisque G est abelien, on en deduit, d'apres (III 1.5.1, 1.5.7), 
un isomorphisme de groupes G-+ A, g He · g, ou e est l'element neutre 
de A et ou le produit est pris au sens des operations de G sur A. 

1.1.7.2. Soit encore X' un S-schema et soient G' et A' les groupes 
analogues a G et A construits a partir de X'. Sif: X'-+ X est un S-iso
morphisme, les isomorphismes y: G'-+ G et oc: A'-+ A construits par 
transport de structure sont compatibles avec les isomorphismes attaches 
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a X et X' par le corollaire precedent. Cela resulte encore de (1.1.4) et 
de l'explicitation des isomorphismes y et IX. 

1.2. Relevements de schemas lisses 

Theoreme 1.2.1. Soient Sun schema, S0 un sous-schema ferme defini 
par un Ideal de carre nul J. Soit X 0 un S0 -schema lisse. Soit R la categorie 

- dont les objets sont les (X, U, x), ou X est un S-schema lisse, U 
un ouvert de X 0 et x: U - X un S-morphisme tel que le carre ci-dessous 
soit cartesien 

x~u 

l l 
S <---- S0 

dont l'ensemble des morphismes de source (X, U, x) et de but 
(X', U', x') est vide si U ¢ U' et egal a l'ensemble des S-morphismes 
m: X' - X tels que mx=x' i si Uc U' et si i: U - U' est l'immersion 
naturelle 

- et dont la loi de composition est induite par celle des morphismes 
de schemas. 

Alors le foncteur 

R-Ouv(X0) (X, U,x) n......+ U (1) 

fait de R une gerbe sur X 0 pour la topologie de Zariski qui est liee par 
le faisceau 

G = 9x01so ®osJ (2) 

grace aux isomorphismes G(U)-----==---+Aut(X, U, x) de (1.1.7). 

Corollaire 1.2.2. 11 existe une classe reH2 (X0 , G) dont la nullite est 
necessaire et suffisante pour qu'il existe un S-schema lisse X et un 
S0 -isomorphisme Xx sS0 - X0 • 

Le corollaire est une consequence evidente du theoreme et de 
(IV 3.4.2) car la fibre de la gerbe R en X 0 est la categorie des «releve
ments» de X0 • 11 est clair que R est une categorie fibree sur la categorie 
Ouv(X0 ) des ouverts de X0 . C'est un champ car on sait recoller des 
schemas. Par construction meme, la fibre R(U) de R au dessus d'un 
ouvert Ude X 0 est la categorie des relevements de U a S. C'est done un 
groupoide car un S-morphisme qui se reduit suivant un isomorphisme 
est un isomorphisme d'apres [SGA 1 III 4.2]. Deux objets d'une meme 
fibre sont localement isomorphes d'apres (1.1.6) et pour achever de 
prouver que R est une gerbe, il nous suffit de savoir que si U est affine, 
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alors R(U) est non vide, ce qui resulte de [EGA IV 18.1.1]. Quant a 
!'assertion concemant le lien de R, elle resulte du fait que, pour tout 
morphisme m: (X, U, x)-(X', U', x') de R, le diagramme ci-dessous est 
commutatif 

Autu(X, U, x) +---1!--Autu,(X', U', x') 

l sl 
G(U)~G(U') 

ou les fleches verticales sont celles de (1.1.7) et ou µ est obtenu en notant 
que le morphisme m est Ouv(X0)-cartesien (comme tout morphisme 
appartenant a une gerbe). Cette commutativite resulte immediatement 
de (1.1.4) et (1.1.5). 

Corollaire 1.2.3. L'ensemble des classes a isomorphisme pres de 
relevements de X 0 (objets de R(X0)) est un pseudo-torseur sous le 
groupe H1(X0 , 9x 18 (8) 0 J). 

0 0 So 

Cela resulte de (III 2.5.1). 

1.3. Relevements de torseurs 

Dans ce numero, on considere un schema S, un sous-schema ferme 
S0 defini par unideal J de carre nul et un S-schema en groupes G. Pour 
tout S-schema X, on pose X 0 =Xx 8S0 • 

Theoreme 1.3.1. Soit Po un G0 -torseur sur S 0 pour la topologie etale 
(resp. de Zariski) et soit Lie(G0/S0)' le 0 80-module obtenu en tordant 
Lie(G0/S0 ) par f'o. Posons 

(1) 

Si Gest lisse, il existe une classe cEH;,,,(S0 , W) dont la nullite est neces
saire et suffisante pour qu'il existe un G-torseur P pour la topologie 
etale (resp. de Zariski) sur S relevant f'o. Si c=O, !'ensemble des 
classes a isomorphisme pres de relevements de Po est un torseur sous 
H;a,(S0 , W). 

1.3.1.1. On rappelle que, puisque G est lisse, tout G-torseur pour la 
topologie f.p.p.f. provient d'un G-torseur pour la topologie etale, [18] 
exp. VI, 11.7, 11.8. Par ailleurs, l'objet tordu Lie(G0/S0 ) est a priori un 
faisceau sur le site etale de S 0 ; mais si !'on pose A=Aut(Lie(G0/S0 )), 

!'application H!a,(S0 ,A)-HJ,(S0 ,A) est bijective (descente de modules 
localement libres) et Lie(G0/S0)' est done defini par un 0 80-module 
localement libre que l'on designera par le meme symbole. 
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1.3.1.2. Si le groupe tordu G~ = A ut60 (Ji) est representable, (par 
exemple si G est affine ou commutatif, ou si la topologie est celle de 
Zariski, G etant alors quelconque), on a, par fonctorialite de la torsion: 

W=Lie(G~/S0 ) (8)0 J. 
So 

Enfin, si tout G-torseur est representable (par exemple si G est affine ou 
si la topologie est celle de Zariski) on peut remplacer partout dans le 
theoreme «torseur» par «torseur representable». 

1.3.1.3. N otons encore que si S 1 est un sous-schema ferme de S 
defini par un ideal nilpotent K:::, J tel que J . K = 0, (par exemple J = Kn 
et Kn+ 1 =0), on a S:::iS0 :::iS1 , les espaces topologiques sous-jacents 
etant les memes. De plus, le faisceau J est alors porte par S1 , done 
aussi le faisceau W attache a un G0 -torseur Po, qui est alors 

Les groupes de cohomologie qui interviennent dans le theoreme ne 
dependent done que de la restriction de Po a S1 • 

Avant de demontrer le theoreme, notons qu'il implique les corol
laires que voici. 

Corollaire 1.3.2. Si S est affine et G lisse, !'application H1 (S, G) -
H 1(S0 , G0 ) est bijective, pour la topologie f.p.p.f., la topologie etale et 
celle de Zariski. 

Corollaire 1.3.3. Si S0 est un sous-schema ferme d'un schema affine S 
defini par un ideal nilpotent, l'application de restriction Br(S)- Br(S0) 

est bijective. 

En appliquant le corollaire (1.3.2) au groupe lineaire et au groupe 
projectif lineaire, on voit que toute Algebre d'Azumaya sur S0 provient 
d'une Algebre d'Azumaya sur S, unique a isomorphisme non unique 
pres; de meme pour les Modules localement libres; d'ou (1.3.3). 

De meme, en appliquant le theoreme aux differents groupes classi
ques, on en tire des conclusions evidentes concernant le relevement 
infinitesimal de modules localement libres, de modules localement libres 
munis d'une forme quadratique localement isomorphe a la forme stan
dard (resp. d'une forme alternee) etc. Le theoreme s'applique egalement 
aux torseurs sous les schemas abeliens, mais dans ce cas, rien n'assure 
a priori que les relevements consideres soient representables. 

II nous reste a demontrer le theoreme. Nous ne traiterons que le cas 
de la topologie etale, le cas de la topologie de Zariski se traitant de la 
meme maniere, avec des simplifications evidentes. 
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1.3.4. Soit r: Tors(S, G)-.. Tors(S0 , G0 ) le foncteur restriction. 11 
nous sutTit de prouver que la categorie K des relevements de Po, (dont 
les objets sont les couples (P, p), ou P est un G-torseur et p: r(P)-.. Po 
un isomorphisme), est la categorie des sections d'une gerbe sur le site 
des ouverts de S0 et que le lien de cette gerbe est W. Or, puisque West 
un faisceau coherent, ses groupes de cohomologie pour la topologie 
etale et celle de Zariski sont les memes [SGA 4 VII 4.3]; ii nous suffira 
done de construire une W-gerbe K sur le site et ale de S0 telle que K (S0 ) ~ K. 
Considerons le morphisme 

f: So,01-.. s., (1) 

entre les sites etales de S0 et S qui est induit par l'immersion S0 -.. S. 
On a un morphisme t:f*(G)-.. G0 et le compose 

Tors(S, G)~ Tors(S0 ,f*(G))___r_. Tors(S0 , G0), 

ou s est induit par f et t' par t est isomorphe a r. Or le foncteur image 
inverse attache a fest une equivalence de categories [SGA 4 VIII 1.3]; 
ii en est done de meme de s et la categorie K s'interprete done a equi
valence pres comme la categorie des sections du champ des relevements 
de Po relativement au morphisme de gerbes sur le site etale de S0 induit 
part 

TORS(S0 , t): TORS(S0 ,f*(G))-.. TORS(S0 , G0 ), 

cf. (IV 2.5.4). D'apres (IV 2.5.8 (i)), le lemme que voici assure que ce 
champ est une W-gerbe, ce qui prouve le theoreme. 

Lemme 1.3.5. A vec les notations ci-dessus, si G est lisse, on a une 
suite exacte de faisceaux de groupes sur le site etale de S0 : 

(1) 

et les operations de G0 sur le noyau de t sont celles que l'on deduit de 
l'action de GO sur son algebre de Lie. 

Puisque le foncteur image inverse attache a f est une equivalence 
de categories, pour tout faisceau F sur S0 , ei, le morphisme d'adjonction 
f * f* (F)-.. F est un isomorphisme et, pour prouver !'exactitude de la 
suite (1) ii sutTit de trouver une suite exacte de faisceaux sur S01 

ou vest le morphisme qui correspond a t. Or pour tout S' etale sur S, on a 
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ou p: S~ - S est le morphisme nature!; en effet, S' est plat sur S. Soit 
L(S') le groupe qui figure dans (3); d'apres (1.1.2), on a une bijection 

L(S')- T(S'), IX 1--+ e · IX, (4) 

ou e designe la section unite de G et ou T(S') est le noyau de 
v(S'): G(S')- G0 (S~)= f*(G0 )(S~). Pour S' variable, les morphismes (4) 
forment un morphisme de foncteurs d'apres (1.1.5) et d'apres 
[SGA 3 III Cor. 0.9], ils sont compatibles avec les structures de groupe 
de L(S') et T(S'), ce qui definit le morphisme u cherche et prouve que 
Lest le noyau de v. Enfin, puisque G est lisse, toute section de G0 se 
releve localement pour la topologie de Zariski et, a fortiori, v est un 
epimorphisme pour la topologie etale. Puisque le foncteur image 
directe f* est une equivalence; il ne nous reste plus qu'a verifier que les 
operations de G sur L deduites de celles de G0 sur son algebre de Lie 
sont induites par les automorphismes interieurs de G, ce qui resulte 
de (l.1.4) et (1.1.5). 

Du lemme precedent, on deduit ce qui suit dans le cas abelien. 

Theoreme 1.3.5. Si G est un S-schema en groupes lisse et commutatif, 
on a une suite exacte infinie 

En effet, ceci n'est autre que la suite exacte de cohomologie attachee 
a (1) car le morphisme induit par t sur la cohomologie s'interprete 
comme le morphisme 

induit par f et t puisque le foncteur f * est une equivalence de categories. 
On notera que, puisque t est un epimorphisme pour la topologie de 
Zariski, on a encore une suite exacte analogue a la precedente en rem
pla~ant la topologie etale par celle de Zariski. 

§ 2. Deux theoremes de M. Artin et A. Grothendieck 

Nous allons donner des variantes non commutatives (dues aux 
memes auteurs) du theoreme de changement de base par un morphisme 
lisse [SGA 4 XVI] et du theoreme de changement de base pour un 
morphisme propre [SGA 4 XII] de M. Artin et A. Grothendieck. Dans 
le present paragraphe, le mot faisceau s'entend au sens de la topologie 
etale. 
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2.1. Le changement de base lisse 

Definition 2.1.1. On <lit qu'un morphisme de schemas f: S' - S est 
prolisse si S' est limite d'un systeme projectif de S-schemas affines et 
lisses dont les morphismes de transition soot affines. 

Theoreme 2.1.2. Soit un carre cartesien de schemas 

(1) 

tel que f soit quasi-compact et quasi-separe. On suppose que, pour tout 
point geometrique y' de Y' se projettant sur un point geometrique y 
de Y, le morphisme induit par g entre les localises stricts de Y' et Yen y' 
et y est prolisse. Soit L le complementaire, dans l'ensemble des nombres 
premiers, de l'ensemble des caracteristiques residuelles des points de Y. 
Pour tout ind-L-champ C sur X, le morphisme de champs sur Y' 

g* f* ( C) - f~ g' * ( C) (2) 
est une equivalence. 

2.1.2.1. L'hypothese sur g est satisfaite si g est lisse. Quant a l'hypo
these faite sur C, elle signifie que, pour tout objet x de C de projection 
V EOb(X), le faisceau de groupes Autu(x) est un faisceau de ind-L
groupes [SGA 41.3]. D'apres [SGA 4 IX 1.6], la propriete d'etre un 
ind-L-groupe se verifie fibre par fibre. D'apres (V 1.3.3) et (2.1.5.3), ii 
en est done de meme pour la condition d'etre un ind-L-champ, ce qui 
prouve qu'elle est de nature locale et que, pour tout morphisme de 
schemas f: X' - X, l'image inverse par f d'un ind-L-champ sur X est 
un ind-L-champ sur X'. 

2.1.2.2. Le morphisme (2) est celui que l'on deduit, par la propriete 
universelle de l'image inverse par g du champ f* ( C), du morphisme 
compose 

f* ( C) ~ f* g~ g'* ( C) ~ g*f~ g'* ( C) 

ou a est l'image directe par f du morphisme structural C - g~ g' * ( C). 
Par suite, d'apres (II 3.2.1.6), le compose 

f*(C)(Y)- g* f*(C)(Y')-f~ g'*(C)(Y') 

n'est autre que le foncteur naturel 

C(X)-g'*(C)(X'). 

(3) 
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2.1.2.3. D'apres [SGA 4 VIII 3.5], les points geometriques de Y' 
forment une famille conservative de points du topos etale de Y'. D'apres 
(III 2.1.5.8), ii nous suffit done de prouver que, pour tout point geome
trique y' de Y', la fibre en y' du morphisme de champs (2) est une equi
valence. Soit alors y' un point geometrique de Y' a valeur dans le spectre 
k d'un corps separablement clos et soit y = g y' son image par g. Si S 
et S' designent respectivement les localises stricts de Y et Y' aux points 
y et y', [SGA 4 VIII 3.4.3], on a un diagramme commutatif de schemas 

(4) 

Y~S 

ou y' =s' t', done y=s t. Par le changement de base f: X---+ Y, on en 
deduit un carre commutatif de morphismes de schemas 

(5) 
X~ T. 

D'apres le calcul des fibres d'un champ en topologie etale (2.1.5), le 
morphisme induit par (2) entre Jes fibres en y' n'est autre que le foncteur 
nature! 

u* ( C)(T)- h'* u* ( C)(T). (6) 

D'apres (2.1.2.1), u* ( C) est un ind-L-champ et, par hypothese, le mor
phisme h est prolisse. On voit done que (6) est une equivalence en appli
quant (2.1.3) a u* ( C) et au carre cartesien 

T~T' 

l l 
S <----;, S'. 

En resume, nous avons prouve que (2.1.3) et (2.1.5) impliquent (2.1.2). 
Notons encore que (2.1.3) est la forme que prend (2.1.2) quand on y 
suppose que g est un morphisme local d'anneaux strictement locaux. 
En effet, ceci resulte immediatement du calcul des fibres d'un champ 
pour la topologie etale (2.1.5). 

Theoreme 2.1.3. Soit g: S' - S un morphisme local et prolisse entre 
Jes spectres de deux anneaux locaux strictement henseliens. Soit L 
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l'ensemble des nombres premiers qui ne sont pas la caracteristique 
residuelle d'un point de S. Pour tout carre cartesien 

et tout ind-L-champ C sur X, le foncteur C(X) ~ C'(X') est une equi
valence, ou C' = g' * ( C). 

Remarque 2.1.4. On notera que l'on peut prendre pour g le mor
phisme de schemas defini par une extension de corps separablement 
clos. De plus, ainsi qu'il a ete explique dans (III 2.1.5.12), cet enonce 
implique, pour la cohomologie de degre ~ 2, (abelienne ou non), des 
consequences que le lecteur explicitera. 

D'apres [SGA 4 XVI], le morphisme g est universellement 1-asphe
rique pour L, ce qui signifie que, pour tout carre cartesien comme dans 
l'enonce, la condition (iii) de (III 2.1.5.11) est satisfaite par le morphisme 
induit par g' entre les sites etales de X' et X, done aussi la condition (i) 
du meme enonce, ce qui prouve (2.1.3). Bien entendu, dans (III 2.1.5.11), 
on prend pour P la condition d'etre un ind-L-groupe. 

Pour achever la preuve de (2.1.2), il nous reste a calculer les fibres 
d'un champ (III 2.1.5.9) en topologie etale. 

Proposition 2.1.5. Soient K ~ Y ?- X des morphismes de sche
mas, K etant le spectre d'un corps separablement clos et f etant quasi
compact et quasi-separe. Soit S le localise strict de Yen son point geome
trique y. On a des morphismes naturels K ~ S ~ Y et un carre 
cartesien 

S ---.-----+ Y. 

(i) Soit F un champ sur Y. Posons E'y = y* (F) ( K). Le foncteur nature! 
s* (F)(S) ~ E'y est une equivalence. 

(ii) Soit Fun champ sur X. On a une equivalence t*(F)(T)~f*(F)y, 
ou f*(F)y= y* f*(F)(K). 

2.1.5.1. Prouvons (i). Par transitivite de l'image inverse de champs, 
le foncteur considere n'est autre que 

s*(F)(S) ~ u* s*(F)(K). 
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11 suffit done de prouver que, pour tout champ H sur S, le foncteur 
'7: H(S)-. u* (H)(K) est une equivalence, ce qui resulte de l'analogue 
relatif aux faisceaux d'ensembles [SGA 4 VIII 4.6]. En effet, d'apres 
(III 2.1.5.9), le foncteur '7 est toujours pleinement fidele et ii suffit de 
prouver qu'il est une equivalence lorsque H est une gerbe. Mais puisque 
S est strictement local, toute gerbe sur S est triviale, done une gerbe de 
torseurs, et puisque tout torseur sur K est trivial, '7 est toujours une 
equivalence. 

2.1.5.2. Avant de prouver (ii), nous allons trouver une autre ex
pression de f'y en utilisant le procede de calcul de y* (F) donne dans 
(II 3.2.4.1 (1)), qui assure que y*(F) est le champ associe a une categorie 
fibree y• (F) sur le site etale de K. Puisque le topos des faisceaux d'en
sembles sur K est equivalent a U-ens, toute categorie fibree est un 
champ et, par suite, y*(F)= y•(F). D'apres les formules (I 2.5.1), on a 
done 

y* (F)(K) = Lim (F [ K]/Y [ K]), 
-----+ 

(1) 

ou Y[KJ est la categorie dont les objets sont les couples (Y', y': K-. Y'), 
ou Y' est un Y-schema etale et y' un Y-morphisme, et ou F[K] se deduit 
de F par le changement de base Y [ K] -. ¥ct, ( Y', y') ~ Y'. On a done 
des equivalences 

s* (F)(S) ~ f'y ~ !d!!l F(Y'), (2) 
(Y',y') 

ou le dernier terme ecrit est une notation plus suggestive pour (1). 

2.1.5.3. Notons au passage que la formule ci-dessus prouve que, 
pour tout objet x de f'y, ii existe Y-schema etale Y', un Y-morphisme 
y': K-. Y' et un objet x' de F(Y') tels que l'image de x' dans f'y soit 
isomorphe a x. Par ailleurs, d'apres (II 3.2.8), si z' EOb(F(Y')) et si z est 
son image dans f'y, l'ensemble Hom(x, z) est la fibre du faisceau 
HomY'(x', z'). On obtient done ainsi une description commode de la fibre 
d'un champ sur le site etale d'un schema. 

2.1.5.4. Pour prouver (ii), appliquons ce qui precede a f* (F). Les 
formules (1) et (2) deviennent alors 

f* (F)y = .!d!!!U* (F) [ K]/Y [ K]), 

ce qui s'ecrit de maniere plus suggestive 

f*(F)y=.!d!!!F(X'), X' =Xx yY'. 
(Y',y') 

(3) 

(4) 
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Pour chaque objet ( Y', y': K-> Y') de Y [ K], on a un morphisme 
s': S-> Y' tel que s' U= y', d'ou deux carres cartesiens 

X+-----X'+-----T 

l l l 
Y +----- Y' ~S. 

D'ou un foncteur 
F(X')-> t* (F)(T). (5) 

II est facile de verifier que les morphismes (5) definissent, par la pro
priete universelle de Lim, un foncteur 

~ 

D'apres ce qui precede, ii reste a voir que ce demier est une equivalence, 
ce qui resulte, comme dans le cas des faisceaux d'ensembles, d'un resultat 
de passage a la limite que voici. 

Lemme 2.1.6. Soit I une categorie pseudo-filtrante, soit X;, iEOb(J), 
un systeme projectif de schemas quasi-compacts et quasi-separes indexe 
par I tel que Jes morphismes de transition soient affines. Soit O un objet 
final de I et soit Fun champ sur X 0 • Pour tout iEI, on note F; !'image 
inverse de F par le morphisme de transition X;-> X 0 . On note X la 
limite projective des X; et F l'image inverse de F0 sur X. Le foncteur 
naturel 

(1) 
est une equivalence. 

Lim F;(X;)-> F(X) 
~ 

D'apres (II 3.2.3), Jes F;(X;) definissent une categorie fibree (mais 
non necessairement scindee) F sur J et les foncteurs F;(X;)-> F(X) 
definissent un foncteur J-cartesien F-> F(X) x I, ce qui definit (1) par 
la propriete universelle de Lim. Le fait que (1) soit pleinement fidele 

~ 

resulte du resultat analogue pour les faisceaux d'ensembles 
[SGA 4 VII 5.8] et de (II 3.2.8). Le resultat cite montre d'ailleurs que (1) 
est une equivalence lorsque l'on prend pour F0 un champ de torseurs 
(V 1.3.4). Le cas d'une gerbe non triviale s'en deduit en utilisant le fait 
que F0 est trivialisee par une famille finie Xoa-> X 0 ou Jes Xoa sont 
encore quasi-compacts et quasi-separes et en faisant un petit calcul en 
termes de donnees de descente, licite parce que (1) est toujours pleine
ment fidele. Entin, par le procede de (III 2.1.5.9), le cas general se reduit 
au cas d'une gerbe en notant que, d'apres (III 2.1.5.5) et [SGA 4 VII 5.8), 
!'application 

lim Ger(F;)(X;)-> Ger(F)(X) -
est bijective, ce qui permet, quitte a remplacer I par une categorie 
cofinale, de remplacer F0 par une gerbe. 
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2.2. Le changement de base pour un morphisme propre 

2.2.1. Le site et le topos etales d'un schema X sont notes respective
ment X01 et X. Un champ F sur le site etale d'un schema X est dit construc
tible (resp. ind-fini) si, pour tout objet x de F se projetant sur SEOb(X01), 

le faisceau de groupes Aut8 (x) est constructible (resp. ind-fini), [SGA 4 
IX 2.3 et 1.3]. II s'agit la d'une propriete qui se verifie fibre par fibre 
(2.1.5.3) [SGA 4 IX 2.3 et 1.6] et qui est done de nature locale et stable 
par images inverse. 

II serait plus naturel d'exiger en outre que le faisceau des sous-gerbes 
maximales d'un champ constructible (resp. ind-fini) soit constructible 
(resp. ind-fini). Nous ne le ferons pas, car cette condition n'intervient pas 
ici, contrairement a ce qui se passe pour le theoreme de finitude de 
l'image directe d'un champ par un morphisme propre (cf. Michele 
Raynaud [34]). 

Nous desirons prouver le theoreme suivant 

Theoreme 2.2.2. Soient Y un schema localement noetherien et 
f: X ~ Y un morphisme propre. Pour tout champ ind-fini F sur X et 
tout carre cartesien 

x+1-x' 

11 lr (1) 

Y~Y' 

le morphisme naturel de champs sur Y 

(2) 

est une equivalence. 

2.2.2.1. II est vraisemblable que la conclusion reste satisfaite si l'on 
ne suppose plus que Y est localement noetherien cf. [SGA 4 XII 5.1]. 
A part l'hypothese faite sur Y, le lecteur aura note que notre enonce 
implique [SGA 4 XII 5.1 (ii)] en prenant pour F un champ de torseurs 
sous un faisceau en groupes ind-fini (cf. V 3). 

2.2.2.2. De [SGA 4 XII] nous n'utiliserons que des resultats tres 
simples et, au lieu de proceder par recurrence sur la dimension, nous 
utiliserons le resultat que voici, que M. Artin sait maintenant reduire 
facilement au cas d'un anneau local complet, cas traite par Grothendieck 
des 1960, [SGA 2]. La methode employee ici et qui est due a Grothendieck 
repose essentiellement sur (2.2.13) qui permet «d'effacer» une gerbe 
par un morphisme entier et sur (2.2.6)-(2.2.9) qui permet de « redes
cendre» a X. 
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Theoreme 2.2.3. Soient Sun anneau local henselien, f: X - Sun mor
phisme propre et A un faisceau de groupes fini et constant sur X. Si X 0 

designe la fibre de X au point ferme de S, le foncteur Tors(X, A)
Tors(X0, A0 ) est une equivalence de categories, ou A0 est l'image inverse 
de A sur X 0 • 

Admis. 
Par un argument facile de passage aux fibres, nous montrerons 

d'abord comment (2.2.2) resulte de (2.2.4) ci dessous, puis nous deduirons 
(2.2.4) de (2.2.3). 

Theoreme 2.2.4. Sous les hypotheses de (2.2.3), si S est noetherien, 
pour tout champ ind-fini F sur X, le foncteur F(X)- F0 (X0 ) est une 
equivalence de categories, ou F0 est l'image inverse de F sur X 0 • 

2.2.5. Montrons comment (2.2.4) implique (2.2.2). Notons d'abord 
que la conclusion est locale sur Y', done aussi sur Y, ce qui permet de 
les supposer tous deux affines. On sait alors que Y' est limite projective 
filtrante de Y-schemas affines et de presentation finie Y;, ce qui, grace a 
(2.1.6), permet de supposer que Y' est de presentation finie sur Y. On 
sait alors que les points geometriques de Y' localises en un point de Y' 
ferme dans sa fibre fournissent une famille conservative de points du 
topos Y', [SGA 4 VIII 3.13 (b)]. D'apres (III 2.1.5.8), suffit done de 
prouver que les fibres de (2.2.2 (2)) en ces points sont des equivalences. 
Soient done y' un point de Y' ferme dans sa fibre, y = g (y') et K le spectre 
d'une cloture separable du corps residuel de y'. Si S' et S designent 
respectivement les localises stricts de Y' et Yen y' et y, on a un diagramme 
commutatif 

s-s 
l l~ 
Y-Y'-K 

d'ou, par le changement de base f: X - Y, un diagramme commutatif 
de schemas 

x-x' 

l l~ 
x-x'-X0 . 

A vec des notations evidentes pour les images inverses du champ F par 
ces differents morphismes, on a des foncteurs 
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ou le compose vu est isomorphe au foncteur de restriction induit par 
X0 ----> X. D'apres (2.1.5 (ii)), la fibre en y' de (2.2.2 (2)) n'est autre que u 
et, d'apres (2.2.4), les foncteurs v et vu sont des equivalences; ceci prouve 
que (2.2.4) = (2.2.2). On notera que l'hypothese que Y est localement 
noetherien n'est pas intervenue jusqu'ici. 

Corollaire 2.2.6. Sous les hypotheses de (2.2.4), 
(i) Pour tout faisceau de groupes ind-fini A sur X, l'application 

H;(X, Ax)---->H;(X0 , Ax0 ) est bijective pour i=O, 1. 
(ii) Pour tout lien ind-fini L, l'image inverse par l'application H 2 (X, L) 

----> H 2 (XO, L0 ) de l'ensemble des classes neutres est l'ensemble des 
classes neutres. 

(iii) Pour tout faisceau de groupes ind-fini et commutatif A, le 
morphisme H;(X,A)---->H;(X0 ,A0 ) est bijectif pour i=O, 1 et injectif 
pour i=2. 

Par definition de la cohomologie non abelienne, (i) et (ii) traduisent 
(2.2.4) dans le cas d'une gerbe. De plus, (iii) resulte de (i) et (ii) d'apres 
(III 3.5.4) et (IV 3.4.2). 

2.2.7. II nous reste a prouver que (2.2.3) = (2.2.4) et pour cela, nous 
utiliserons la construction que voici qui, a un champ F sur le site etale 
d'un schema U, associe une categorie fibree F sur Sch/U toute entiere. 
Nous construisons d'abord une categorie clivee dont nous oublierons le 
clivage. Pour tout U-schema u: U'----> U, on pose 

F(U)=u*(F)(U'). (1) 

Pour tout U-morphisme de schemas m: U"----> U', on a, par transitivite 
de l'image inverse de champs (II 3.2.1.5 (7)), un foncteur restriction 
F ( u): F ( U')----> F ( U") et, pour tout couple U"' ~ U" ~ U' de U
morphismes composables, un isomorphisme 

Cu,v: F(v) F(u)----> F(uv), (II 3.2.3). 

Par construction, ces objets satisfont aux conditions de compatibilite 
qui permettent de definir une categorie clivee dont la categorie fibree 
sous-jacente est notee F. On l'appelle l'extension de Fa la categorie des 
schemas. On notera que, pour tout objet U' du site etale de U, on a 
F( U') ~ F ( U') en vertu de (II 3.2. 7). On a par ailleurs une categorie fibree 
Faisc sur Sch1u dont la fibre en U' est la categorie des faisceaux d'en
sembles sur le site etale de U'. Soit T la topologie la plus fine pour 
laquelle Faisc est un champ sur Sch/U. Bien entendu, Test plus fine que 
la topologie etale. D'apres [SGA 4 VIII 9.4], elle est strictement plus fine, 
car tout morphisme surjectif u: U"----> U' qui est entier, ou propre, ou 
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plat et localement de presentation finie, est couvrant pour T. La proposi
tion suivante est done un «procede de localisation» et c'est ainsi que 
nous l'utiliserons. 

Proposition 2.2.8. Soit F un champ sur le site etale d'un schema U. 
L'extension F de Fa la categorie Sch/U est un champ pour la topologie T. 

II est immediat que F est un prechamp pour T. En effet, cela resulte 
de (II 1.2.3) et de (II 3.2.8). Pour prouver que F est un champ, on peut se 
limiter au cas d'une gerbe. En effet, si S = { S; ----. S} est une famille 
couvrante pour T et X;EF(S;) une famille d'objets munie d'une donnee 
de descente (u;) relative a S, ii existe une sous-gerbe maximale G de 
l'image inverse de F sur S telle que, pour chaque i, X; soit un objet de 
l'image inverse de G sur S;. En effet, on a un prefaisceau d'ensembles 
Ger(F) sur Sch1u dont les sections sur U' sont les sous-gerbes maxi
males de l'image inverse de F sur U'. D'apres (III 2.1.5.5 (ii)) et par 
definition de T, le prefaisceau Ger(F) est un faisceau, d'ou ce point. 
Puisque toute gerbe est trivialisee par une famille couvrante etale et 
que ces families sont de descente effective pour F (car ii en est ainsi 
pour F), on peut supposer que Fest une gerbe triviale, done est equivalente 
a la gerbe des torseurs sous un faisceau de groupes A sur U01 • D'apres 
(Ill 2.1.5.7), son image inverse par u: U'----. U est la gerbe des torseurs 
sous l'image inverse de A. Dans ce cas l'enonce resulte facilement du fait 
que Faisc est un champ pour T et du fait que le foncteur image inverse 
de faisceaux d'ensembles commute aux limites projectives finies. 

Corollaire 2.2.9. Soit i: X0 ----+ X un morphisme de schemas et soit 
p: X'----. X un morphisme couvrant pour T (2.2.7, 2.2.8). Pour tout entier 
i~O, on pose X;=(X'/Xl+ 1 et Xh=Xi x xX0 . Soit Fun champ sur X 
et soit F son extension a Sch1x. Supposons que le foncteur F (Xi)-+ F (Xh) 
soit (2-i)-fidele pour i=O, 1, 2. Alors le foncteur F(X)----. F(X0 ) est une 
equivalence. 

D'apres (2.2.8), F est un champ pour T, d'ou la conclusion par un 
petit raisonnement en termes de donnees de descente, ou en invoquant 
[D 10.4]. 

Proposition 2.2.10. Soit i: X0 ----. X une immersion fermee et soit 
j: U----.X l'immersion ouverte, ou U=X-X0 . Soit Fun champ sur X61 • 

Le morphisme d'adjonction v: F----. i* i*(F) est couvrant (II 1.4.1); de 
plus, l'image inverse de v par i est une equivalence et l'image inverse 
par j de i* i* (F) est le champ final. 

D'apres la description que l'on a donnee en (2.1.5.3) des fibres d'un 
champ pour la topologie etale, ii est clair que les fibres de i* i* (F) aux 
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points geometriques de U sont toutes equivalentes a la categorie finale, 
d'ou il resulte que j* i* i*(F) est le champ final. Par ailleurs, pour tout 
point geometrique y de Y, la fibre en y du morphisme vest une equivalence; 
en effet, par devissage (III 2.1.5.5), on est reduit au cas des faisceaux 
d'ensembles, traite dans [SGA 4 VIII 6.2]. Done i* ( v) est une equivalence. 
II resulte de ceci que v est couvrant, car il suffit de verifier que ses fibres 
aux points geometriques de X le sont, ce qui vient d'etre vu. 

2.2.11. Soit i: X 0 ----+ X une immersion fermee. Considerons les condi
tions suivantes 

(A) X est noetherien 
(B) pour tout X-schema fini X' et tout groupe fini A, le foncteur 

Tors(X', Ax-)----+ Tors(X0, Ax-) 
0 

est une equivalence, OU Xo=X' X xXo. 
(C) Pour tout faisceau d'ensembles F sur X, l'application F(X)----+ 

F0 (X0 ) est bijective, ou F0 est l'image inverse de F sur X 0 . 

(D) Pour tout champ constructible F sur X, le foncteur 

(1) 

est une equivalence, ou F est l'extension de F a Sch,x. 
(E) Pour tout champ ind-fini, le foncteur (1) est une equivalence. 
Sous les hypotheses et avec les notations de (2.2.4), on a (A) par 

hypothese, (B) d'apres (2.2.3) et (C) d'apres [SGA 4 XII 6.5 (i)]. Pour 
prouver que (2.2.3) = (2.2.4), il nous suffit done de montrer que (E) 
resulte de la conjonction de (A), (B) et (C). 

Lemme 2.2.12. Si l'immersion fermee i: X 0 ----+ X satisfait a (B) (resp. 
(C)), alors, pour tout X-schema entier X', le morphisme i': X 0----+ X' 
deduit de i par changement de base satisfait a (B) (resp. (C)). 

Examinons d'abord la condition (B). Notre assertion est evidente 
si X' est fini sur X. Si X' est entier sur X, tout X' -schema fini sur X' est 
entier sur X, done limite projective de X-schemas finis, d'ou la conclusion 
par (2.1.6) ou [SGA 4 VII 5.8 et 5.14]. Par ailleurs, si F est un faisceau 
d'ensembles sur un X-schema entier X', on a un carre commutatif de 
schemas 
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et !'application F(X')- F0 (X~) s'identifie a l'application composee 

f*(F)(X)- i* f*(F)(Xo)-fo*(Fo)(Xo)-

La premiere est bijective d'apres (B) et la seconde est bijective d'apres 
[SGA 4 VIII 5.6], d'ou la conclusion. 

Proposition 2.2.13. Soit X un schema integre quasi-compact et quasi
separe de point generique x et soit G une gerbe constructible (resp. 
ind-finie) sur X. 11 existe un morphisme entier et surjectif f: X' - X, 
un faisceau de groupes F sur X', un morphisme de gerbes 

r: G' -TORS(X', F), G' = f*(G), (1) 

et un ouvert non vide U de X tels que 
(i) la restriction de r a U' = 1-1(U) est une equivalence 

(ii) F est le faisceau constant attache a un groupe fini A (resp. F est 
ind-fini). 

2.2.13.1. Soit L une cloture algebrique du corps residue! de x et soit 
X' le normalise de X dans L. Le morphisme f: X' - X est en tier et 
surjectif. Par ailleurs, le site etale de X' est equivalent a son site zariskien. 
11 existe done une famille couvrante (X;-X'), iEI, qui trivialise G', ou 
Jes X; sont des ouverts non vides de X'; de plus, puisque X' est quasi
compact, on peut supposer que !'ensemble d'indices I est fini. Soit 
a;EOb(G'(X;)), iEI, une famille. Puisque I est fini, il existe un ouvert 
dense U' de X', contenu dans chacun des X;, tel que les images inverses 
sur U' des a; soient isomorphes a un meme objet a de G'(U'). Si G' est 
constructible, le faisceau A utu, (a) est constructible et, quitte a retrecir U', 
on peut supposer qu'il est constant. Enfin, puisque f: X' - X est entier 
done ferme, il existe un voisinage ouvert U de x dans X, que l'on peut 
choisir quasi-compact, dont l'image inverse est contenue dans U'. 
Remplai;ons U' par 1-1(U) et a par son image inverse sur 1- 1(U). De 
plus, l'immersion ouverte j: U' - X' est quasi-compacte car il en est 
ainsi de U - X puisque X est quasi-separe. En resume, nous avons 
choisi U' de telle sorte que, si Gest constructible, il existe un groupe fini A 
et un isomorphisme Au,:::::: A utu, (a). Posant 

(2) 

on en deduit que Fest isomorphe a Ax,, car X' est normal etj est dominant 
et quasi-compact [SGA 4 IX 2.14.1]. Par ailleurs, si G est indjinie, il 
en est de meme de G' (2.2.1), done aussi de B, done aussi de F [SGA 4 IX 
1.6 (iii)]. 11 nous reste done a trouver un morphisme de gerbes tel que 
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(1) satisfaisant a la condition (i). Or l'objet a de G'(U') fournit une equiva
lence de gerbes sur U' 

u: j*(G')---->TORS(U',B), bvv-.lsom(a,b); 

d'ou, d'apres (II 3.2.1 et 3.2.7), un morphisme de champs sur X' 

v: G'----> j*(TORS(U', B)}, 

qui, a tout X' -schema etale Y, associe le foncteur compose 

G'(Y)----> G'(Y x x·U')----> TORS(U', B)(Y x x·U'). 

(3) 

(4) 

La restriction de v a U' est done une equivalence. Par ailleurs, on a un 
morphisme de champs sur X' 

w: TORS(X, F)----> j*(TORS(U', B)}, (V 3.1.2), (5) 

qui est pleinement fidele et dont la restriction a U' est egalement une 
equivalence. II nous reste done a prouver l'existence d'un morphisme 

r: G'----> TORS(X', F) (6) 

tel que w r soit isomorphe a v, car la restriction de r a U' sera une equiva
lence. Puisque west pleinement fidele et que G' et TORS(X', F) sont des 
gerbes, ii suffit de prouver que tout objet de l'image de v est localement 
isomorphe a un objet de l'image dew; puisque les X; couvrent X', ceci 
resulte du fait que, pour chaque iEI, v(a;) est l'image par w du torseur 
trivial, ce qui est immediat puisque l'image inverse de a; sur U' est 
isomorphe a a. D'ou la conclusion. 

2.2.14. Notons maintenant que si le couple (X, X0 ) satisfait a (A) (B) (C), 
alors pour tout couple (X2 , X1) de sous-schemas fermes de X tels que 
X::::iX2 ::::iX1 ::::iX0 , le couple (X2 ,X1) satisfait a (A) (B) (C), car d'apres 
(2.2.12) ii en est ainsi de (X2 , X0 ) et (X1, X0 ). Soit alors Fun champ sur X. 
II resulte de (C) que les foncteurs F(X;)----> F(X) et F(X)----> F(X;) sont 
pleinement fideles. Pour prouver que F(X)----> F(X0 ) est une equivalence, 
ii suffit done, par recurrence noetherienne, de prouver qu'il existe un 
ferme X1 contenant X 0 et distinct de X 0 tel que F(X)----> F(X1) soit une 
equivalence. Pour cela, on peut deja remplacer X par le schema reduit 
sous-jacent, ce qui ne change pas le site etale [SGA 4 VIII 1.3]. On peut 
alors rem placer X par le schema X' somme des composantes irreductibles 
de X. En effet, la projection f: X'----> X est finie et le couple (X', X~) 
satisfait encore a (A) (B) (C) d'apres (2.2.12). De plus, si X~ est un ferme 
de X' distinct de X' et contenant X~. ii en est de meme de 1-1(f(XD} et 
si F (X')----> F (XD est une equivalence, ii en est de meme de F (X')----> 
F(f- 1(f(X~))). II resulte alors de (2.2.9) que F(X)----> F(f(X1)} est une 
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equivalence. Notons encore que, pour prouver (D) ou (E), on peut 
supposer que F est une gerbe. En effet, nous avons deja note que le 
foncteur F (X)----+ F (X 0) est pleinement fidele. Or si s est un obj et de 
F(X0 ), la sous-gerbe maximale qu'il engendre est !'image inverse d'une 
sous-gerbe maximale de F. En effet, d'apres (III 2.1.5.5), le faisceau des 
sous-gerbes maximales de i* (F) est !'image inverse du faisceau des sous
gerbes maximales de F et il suffit d'appliquer (C). En resume, pour 
prouver que (A) (B) (C) impliquent (D) (resp. (E)), il suffit de prouver 
le lemme suivant. 

Lemme 2.2.15. Soit i: X 0 ----+ X une immersion fermee, ou X est 
integre, qui satisfait aux conditions (B) et (C). Pour toute gerbe construc
tible (resp. ind-finie) G sur X, il existe un ferme X1 de X contenant X 0 

et distinct de X tel que le foncteur G (X)----+ G (X1) soit une equivalence. 

Appliquons (2.2.13) et rempla~ons l'ouvert U ainsi obtenu par son 
intersection avec X - X 0 , ce qui n'affecte pas les conclusions de (2.2.13). 
Posons X1 =X - U et Xi= 1-1(X1). D'apres (2.2.9), il suffit de prouver 
que G' (X')----+ G' (Xi) est une equivalence, sachant deja qu'il est pleine
ment fidele. Avec les notations de (2.2.13), nous avons des immersions 
U' ~ X' ~ Xi, un faisceau F sur X' et un morphisme r: G'----+ 
TORS(X', F) dont !'image inverse par jest une equivalence. Soit s1 un 
objet de G'(Xi) et soit s l'objet correspondant de i* i*(G'). D'apres 
(2.2.10), le morphisme d'adjonction p: G'----+ i* i*(G') est couvrant. 
D'apres (IV 2.5.4), le champ K (s) des relevements de s relativement a p 
est done une gerbe. On a ainsi des morphismes de gerbes 

K (s) ~ TORS(X', F) ~ i* i* (TORS(X', F)) 

ou IX est le compose K (s) ~ G' ~ TORS(X', F), k etant le morphisme 
structural, et ou f3 est le morphisme d'adjonction, (noter que 
i* i*(TORS(X', F)) est bien une gerbe car /3 est couvrant (2.2.10)). La 
suite de morphismes de liens 

1----+ L~ M ~ N----+ 1 

ou a et b sont induits par IX et /3 est exacte (IV 2.5.5). En effet, cela se voit 
sur les fibres aux points geometriques de X'; or la restriction de IX a U' 
est une equivalence et celle de i* i*(TORS(X', F)) est la gerbe finale, 
cependant que la restriction de /3 a Xi est une equivalence et celle de K 
la gerbe triviale. D'apres (IV 2.5.5.5), la gerbe K s'interprete done 
comme la gerbe des relevements relativement a /3 d'une section de 
i* i*(TORS(X', F)), a savoir !'image du compose /31X. Or le morphisme 
induit par /3 (resp. p) entre les categories de sections cartesiennes s'inter
prete comme le foncteur restriction Tors (X', F)----+ Tors (X~, F1) (resp. 



§ 2. Deux theoremes de M. Artin et A. Grothendieck 391 

G' (X')- G' (Xi)). Par suite, pour que s se releve, ii faut et ii suffit que K 
soit triviale, ce qui signifie que t se releve. Si la gerbe G est constructible, 
le faisceau Fest constant d'apres (2.2.13) et par suite, t se releve d'apres 
la condition (B) et (2.2.12). Nous avons done prouve le lemme dans ce 
cas et nous savons done que (A) (B) (C) impliquent (D). Lorsque la 
gerbe Gest ind-finie, le faisceau Fest ind-fini d'apres (2.2.13), et le lemme 
resulte done du lemme ci-dessous. 

Lemme 2.2.16. Soit i: X 0 -x une immersion fermee telle que l'on 
ait (C) et (D). Pour tout morphisme entier f: X' - X et tout faisceau de 
groupes ind-fini F sur X', l'application H1(X', F)- H 1(X~, F0 ) est 
bijective, ou F0 est l'image inverse de F sur X~ = J- 1(X0). 

Si fest l'identite et si Fest constructible, la gerbe des F-torseurs est 
constructible, d'ou la conclusion dans ce cas par (D). Comme tout 
faisceau ind-fini est limite inductive filtrante de faisceaux constructibles 
[SGA 4 IX 2.7.2], le cas ou fest l'identite s'en deduit par [SGA 4 IX 5.7 
et 5.14]. Enfin, dans le cas general, si l'on note fo: X~ - X 0 le morphisme 
induit par f: X' - X, on a un carre commutatif 

ou les fleches verticales sont des isomorphismes, car f est entier 
[SGA 4 VIII 5.8]. De plus, le morphisme f* (F)0 - fo * (F0 ) est un iso
morphisme car f est entier [SGA 4 VIII 5.6]; ii suffit done de prouver 
que l'application 

H1(X, f*(F))-H1(X0 , (f*(F)}o) 

est bijective. Or f*(F) est ind-fini car fest quasi-compact, d'ou la con
clusion. 



Chapitre VIII 

Extension d'un topos 

Le principal resultat de ce chapitre est la possibilite d'effacer de 
fac;on universelle une classe de cohomologie de degre 2 par un topos. 
Ce resultat est la clef de l'interpretation de H 2 (X, G) comme classifiant 
certains X-topos que l'on pourrait appeler des extensions de X, la 
terminologie etant inspiree par le cas des extensions de groupe d'un 
topos, traite au § 7. 

§ 0. Conventions 

Nous commenc;ons par trois paragraphes de complements sur les 
topos. Comme dans ce qui precede, U designe, dans ce qui suit, un 
univers non vide. Si X et Y sont deux U-topos, on note 

Mor(X, Y) (1) 

la categorie des morphismes de topos f: X - Y qui, on le rappelle, est 
definie comme la sous-categorie pleine de Ia categorie de tous les 
foncteurs f*: X - Y dont les objets sont ceux qui admettent un adjoint 
a gauche f *: Y - X, celui-ci commutant aux limites projectives finies. 
Les U-topos forment ainsi une 2-categorie; le « produit de composition» 
de deux morphismes de morphismes de topos 

X 
b 
n-1, Z, 
b' 

qui n'est autre que celui des morphismes de foncteurs sous-jacents est 
note n * m. Si x: X - S et y: Y - S sont deux morphismes de U-topos, 
on note (par abus de notations) 

Mor5 (X, Y) (2) 

la categorie dont les objets sont les (f, i), ouf: X - Yest un morphisme 
de topos et i: y f - x un isomorphisme de morphismes de topos, les 
fleches de (2) de source (f, i): X - Yet de but (g,j): X - Y etant les 
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morphismes de morphismes de topos 

m:J-+g 
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(3) 

tels que j. (y * m) = i. Les morphismes de topos x: X-+ S (appeles 
S-topos) forment ainsi une 2-categorie que l'on appelle la 2-categorie 
des S-topos. 

Remarque 0.1. Dans ce qui suit, nous observerons qu'il est souvent 
plus commode de travailler avec le foncteur image inverse f *: Y-+ X 
sous-jacent a un morphisme de topos f: X-+ Y qu'avec le foncteur 
image directe f*: X -+ Y. De ce fait, nous devrons utiliser le lemme 
suivant qui assure que si f, g: X =t Y sont deux morphism es de topos, 
on a une bijection naturelle entre !'ensemble Hom(!*, g*) des mor
phismes f-+ g et !'ensemble Hom(g*,f*). On notera que par cette 
operation, on «retourne toutes les fleches», ainsi que l'expliquent les 
lemmes (0.3) et (0.4). 

Si m: f-+ g est un morphisme de topos, nous conviendrons, s'il y a 
ambiguite, de noter 

(1) 

les morphismes de foncteurs sous-jacents, lies par les formules du lemme 
suivant. Lorsque le contexte le permet, nous remplacerons l'un ou l'autre 
des signes m* et m* par m. 

Lemme 0.2. Soient f*, g*: X=t Y deux foncteurs admettant des 
adjoints a gauchef* et g*. On a deux bijections inverses l'une de l'autre: 

A: Hom(!*' g*)~ Hom(g*,f*) 

A(m)=(ag * f*)(g* * m * f*)(g* * b1) 

B: Hom(g*,f*)~Hom(f*,g*) 

B(n) =(g* * a1)(g* * n * f*)(bg * f*) 

(1) 

(2) 

ou a1:f*J*-+idx et b1: idy-+f*f* soot les morphismes d'adjonction 
(notations analogues pour g). 

0.2.1. On notera que, pour tout m: J*-+ g* et tout yEOb(Y), on a 

A(m)(y) = ag(f* (y)) · g* (m(f* (y))) · g*(b1(Y)), 

autrement <lit, A(m)(y) est l'image du compose 

Y ~ f*f* (y) m(f*(y)) g*f* (y) 
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par l'isomorphisme habituel 

Hom(y, g*/*(y))~ Hom(g*(y),f*(y)). 

0.2.2. Prouvons que BA(m)=m, me Hom(/*' g*). Par definition, on a 

BA(m)=XYZTU, ou X =g* * a1 , Y=g* * a,*f*f*' Z=g*g* *m*f*f*, 

T=g*g**bJ*f* et U=bg*f*. Or on a 

done 

Or on a 

done 

a1 · (ag * f* f*)=ar* a1 =ar · (g* g* * a1), 

XY =(g* * ar)(g*g* g* * a1). 

(g* * a1)(m*f* f*)=m* a1=m · (f* * a1), 

XYZ =(g* * ag)(g* g* * m)(g* g* f* * a1). 

Or on a (f**a1)(b1*f*)=id1• car f* est adjoint a gauche def*, done 

XYZT=(g* * ar)(g* g* * m). 
Or on a 

(g* g* * m)(bg*f*)=bg* m=(bg* g*) · m, 

done XYZTU =(g* * ag)(bg* g*) m, done BA(m)=m, car (g* * ag)(bg* g*) 

= idg. puisque g* est adjoint a gauche de g*. 

0.2.3.ProuvonsqueAB(n)=n,neHom(g*,f*).OnaAB(n)=XYZTU, 

ou X =(ag * f*), Y =(g* g* * a1 * f*), Z =(g* g* * n * f*f*), T= 

(g**bg*f*f*) et U=(g**b1). Or on a 

(bg*f*f*) · b1=bg* b1=(g*g* * b1) · bg, 

done TU =(g* g* g* * b1)(g* * b8). Or on a 

(n * f*f*)(g* * b1)=n * b1 =(f* * b1) · n, 

done ZTU =(g* g*f* * b1)(g* g* * n)(g* * b,). Or on a 

(a1 * f*)(f * * b1) = idr, 

done XYZTU=(a,*f*)(g*g**n)(g**b,). Or on a 

(ag * f*)(g* g* * n)=a, * n= n ·(a,* g*), 

done AB(n)=XYZTU =n · (ag*g*) · (g* * bg)=n. C.Q.F.D. 

Lemme 0.3. Soient f*, g*, h*: X =l Y des foncteurs admettant des 

adjoints a gauche f*,g*,h*: Y:=lX et soient f.~g*~h* des 
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morphismes de foncteurs. On a 

A(nm)=A(m)A(n), 
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(1) 

ou h* ~ g* ~ f * sont les morphismes des foncteurs attaches 
a m et n par le lemme precedent. 

Pour les morphismes d'adjonction, on adopte les notations du lemme 
precedent. On a A(nm)=XYZT, ou X=ah*f*, Y=h**n*f*, Z= 
h* * m*f*, T=h* * b1 . Puisque idg. =(g* * ag)(bg* g*), on a 

n = n · (g* * ag)(bg * g*) = (n * ag)(bg * g*) = (h* * ag)(n * g* g*)(bg * g*) 

d'ou 
Y =(h* h* * ag * f*)(h* * n * g* g*f*)(h* * bg * g*f*). 

Or ah· (h* h* * ag) =ah* ag = ag ·(ah* g* g*) done 

XY = (ag * f*)(ah * g* g*f*)(h* * n * g* g*f*)(h* * bg * g*f*) 

= (ag * J*)(A(n) * g*f*). 

Or (A (n) * g*)(h* * m) = A(n) * m = (g* * m)(A(n) * f*), done 

XYZT=(ag *f*)(g* * m*f*)(A(n) * f*f*)(h* * b1) 

=(ag * f*)(g* * m * J*)(A(n) * b1 ) 

= (ag * f*)(g* * m * f*)(g* * b1)(A(n)) 

=A(m)A(n). C.Q.F.D. 

Lemme 0.4. Soient des morphismes de foncteurs 

z. 

On suppose que les foncteurs f*, g*, h* et k* admettent des ad joints 
a gauche notes respectivement f*, g*, h* et k*. Si l'on designe par 
m H A(m) )'application qui fait passer d'un morphisme de foncteurs 
au morphisme correspondant entre les adjoints a gauche (0.2), on a 

A(n*m)=A(m)*A(n) (1) 

A(h**m)=A(m)*h* et A(n*f*)=f**A(n). (2) 

0.4.1. Compte tenu de (0.3), il suffit de prouver les formules (2). 
Nous ne prouverons que la premiere de celles-ci, la seconde se verifiant 
de maniere analogue. Nous utilisons pour les morphismes d'adjonction 
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les memes notations que dans (0.2) en notant que les morphismes 

ahf=af. (f* *ah* f*) 

bhf = (h* * bf* h*) . bh 

(3) 

(4) 

font du compose!* h* un adjoint a gauche de h*f*' ce qui, compte tenu 
des enonces analogues relatifs aux autres composes possibles donne un 
sens aux formules (1) et (2). On a 

A(h* * m) = (ahg * f* h*)(g* h* h* * m * f* h*)(g* h* * bhf) 

=(ag*f* h*)(g* * ah* g*f* h*)(g* h* h* * m*f* h*)(g* h** bhf). 

Or (ah* g*)(h* h* * m)=ah* m=m · (ah*f*), done 

A(h* * m) = (ag * f* h*)(g* * m * f* h*)(g* *ah* f*f* h*)(g* h* * bhf). 

Pour en deduire que A(h* * m)=A(m) * h*, il suffit de prouver que, si 
l'on pose X=(ah*f*f*h*)(h**bhf), on a X=bf*h*. Or on a 

X =(ah* f*f* h*)(h* h* *bf* h*)(h* * bh) 

=(ah* bf* h*)(h* * bh) 

=(bf* h*)(ah * h*)(h* * bh) 

=bf* h*, 
d'ou la conclusion. 

Definition 0.5. Soit un diagramme 

(1) 

ou x, y, x', y' sont des morphismes de topos et ou m: x y' ~ y x' est un 
isomorphisme de morphismes de topos. On dit que (1) est 2-cartesien si, 
pour tout X-topos w: V ~ S, le foncteur 

Mor5 (V, Z) ~ Mor5 (V, X) x Mor5 (V, Y) 

(v, i)vv-.((y' v, i · (m* v)), (x' v, i)) 

est une equivalence de categories. 

(2) 

Dans ce cas, on dit egalement que (x', y', m) fait de Z un 2-produit 
fibre de X et Y au-dessus de S et on ecrit abusivement 

Z~Xx 5 Y. (3) 
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Le lecteur aura note que, pour definir (2), nous avons choisi de faire 
de Z un S-topos grace a y x', ce qui explique la disymetrie des formules. 
M. Hakim a demontre (non publie) que le produit fibre de deux topos 
existe toujours. Le lecteur qui repugnerait a admettre ou a demontrer 
ce resultat observera que nous ne l'utilisons que dans (3.7) et que lorsqu'il 
est fait usage de (3.7), on est assure pour d'autres raisons de !'existence 
des produits fibres consideres. 

0.6. On dit qu'un morphisme de S-topos f: X - Y, i: y f-x est 
une S-equivalence si le foncteur image inverse f * est une equivalence, 
ce qui revient a dire que le foncteur image directe f* en est une. 

§ 1. Localisation d'un topos 

1.1. Soient X un U-topos, U un objet de X et 

F: T-X1u 

un morphisme de topos. Par composition avec le morphisme 

u: X1u-X, u*(U')=(U' x U - U), 

F definit un morphisme de topos 

f=u·F, f: T-X. 

(1) 

(2) 

(3) 

Par ailleurs, soit u0 > l'objet de X/U defini par la seconde projection de 
U x U. La diagonale 

d: u-ux u (4) 

definit une fleche de X 1u de source l'objet final idu et de but u0 >. Son 
image par F* est done un morphisme 

(5) 

car F*(idu) est l'objet final eT de Tet F*(U< 1>)=f*(U). Au morphisme 
F: T-X1u, nous avons done associe un objet de la categorie 

M(T, U) (6) 

dont les ob jets sont les couples (f, <p) ou f: T - X est un morphisme de 
topos et ou <p: eT - f* ( U) est une section de f * ( U). Les morphismes 
de cette categorie sont definis de fa~on naturelle: une fleche m: (f, <p) -
(g, y) est un morphisme de morphismes de topos m: f - g tel que 

m*(U) · y=<p. (7) 
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11 est alors clair que, pour tout morphisme de morphismes de topos 

T 

le morphisme 

est une fleche de M(T, U), car, d'une part, m est un morphisme de foncteurs 
et, d'autre part, m(idu) ne peut etre que la fleche identique puisque 
F*(idu)=G*(idu) est l'objet final de T. On definit done ainsi un foncteur 

Mor(T,X1u)-M(T, U), F--(uF,F*(d)). (8) 

Proposition 1.2. Soient X et T deux U-topos et soit U EOb(X). Le 
foncteur (8) est une equivalence de categories. 

La demonstration etant fastidieuse et triviale nous n'en donnerons 
que l'essentiel. Elle est basee sur le fait que, pour tout objet p: U' - U 
de X/U, le carre ci-dessous est cartesiens dans X 

U' Odu·,P> 

pl 
U'xU 

lp X idu 

U-~d--->UxU. 
(1) 

De plus, (1) se deduit du carre de X1u ci-dessous par oubli des fleches 
structurales ( a valeurs dans U) 

p-----.(pr2 : U' x U - U) 

l l (2) 
idu~uu>. 

Le carre (2) est done lui-meme cartesien dans X/U. Son image par F* 
est done un carre cartesien de T: 

F*(U'/U)-----. F*(pr2)= f*(U') 

l lf*(p) (3) 
er= F* (idu) ~ F* ( uu>) = f * ( U). 

On en deduit done un isomorphisme canonique 

F* (U'/U)'.:!:'. <f)- 1 (f* (U')) (4) 

qui permet de reconstruire F a partir de (f, <f)). Plus precisement, les 
isomorphismes (4) fournissent un isomorphisme entre F et le compose 
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des morphismes de topos 

(5) 

dont les foncteurs image inverse sont donnes par 

<p- 1(V)~(Vlf*(U)), (f* (U')/ f*(U))~(U'/U). 

Ces foncteurs sont definis a partir de (f, <p) seulement, et l'on verifie 
aisement qu'en associant a (f, <p) le compose (5), on definit un foncteur 
quasi-inverse de (8). 

Corollaire 1.3. Pour tout morphisme de U-topos f: T----+ X et tout 
objet U de X, la categorie Morx(T, X1v) est equivalente a la categorie 
discrete definie par !'ensemble Hom(erJ*(U))=H0 (T,f*(U)). 

On rappelle qu'une categorie est <lite discrete si les seules fleches y 
sont les fleches identiques. L'action de !'equivalence (1.1 (8)) sur les 
fleches est donnee par M ~u * M. La categorie Mor x(T, X1v) est done 
discrete et le corollaire resulte immediatement de (1.2). En explicitant le 
corollaire lorsque T=X1v, ou VEOb(X), on trouve ce qui suit. 

Corollaire 1.4. Soient U et V deux objets d'un U-topos X. La cate
gorie Morx(X1v, X 1v) est discrete et equivalente a celle definie par 
!'ensemble Hom(U, V). 

Bien entendu, le foncteur image inverse du morphisme Xlf: X1v----+ XIV 
attache a une fleche f: U----+ V de X est 

(1) 

Remarque 1.5. En resume, la sous-2-categorie de la 2-categorie des 
X-topos dont les objets sont les X1v, VEOb(X), «est» en fait une 
categorie, equivalente a X. 

Ces preliminaires nous conduisent au resultat suivant qui sera 
utilise plus bas. 

Proposition 1.6. Soient f: X----+ Yun morphisme de U-topos et soit 
VEOb(Y). On a des morphismes de topos 

X~X1v 

fl lfw U = f*(V) (1) 

Y ~ Yiv 
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et un isomorphisme de morphismes de topos 

i: f U ~ V fiv 

qui fait de (1) un carre 2-cartesien dans la 2-categorie des topos. 

(2) 

1.6.1. Le morphisme u a pour foncteur image inverse U' ~ U' x U; de 
meme, le morphisme v a pour foncteur image inverse V' ~ V' x V et 
enfin fiv a pour foncteur image inverse 

(V'--> V)~(f*(V')--> f*(V)). 
Entin 

i(V'): f*(V' x V)--> f*(V') xf*(V) (3) 

est l'isomorphisme deduit du fait que f * commute aux produits fibres 
finis. Ceci dit, la proposition est une consequence immediate de (1.2). 

On en deduit le corollaire suivant: 

Corollaire 1.7. Sous les hypotheses de (1.6), pour tout morphisme de 
U-topos t: T--> Y;v, le foncteur 

Mory/V(T, X 1u)--> Mory(T, X), (1) 

(t', ,)~(u t', (v * r)(i * t')), est une equivalence de categories. 

On <lira souvent que X 1u, ou U = f*(V), est la restriction du Y-topos 
X a l'objet V de Y, auquel cas on posera 

XIV= X11.w>. (2) 

Pour accorder les notations, on ecrira parfois 

YIV, VEOb(Y), (3) 
au lieu de Y;v. 

§ 2. Champs de topos 

Definition 2.1. Soient E un site. On appelle champ de U-topos sur E 
un £-champ C tel que, pour tout SEOb(E) la fibre Cs soit un U-topos et 
tel que, pour toute fleche f: T--> S de E, le foncteur changement de base 

f*: Cs-> Cr 

definisse un morphisme de topos f: Cr-> Cs. 

(1) 

La definition a un sens car deux foncteurs changement de base 
relatifs a un meme f sont canoniquement isomorphes. 
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Exemple 2.2. Soit X un U-topos. La categorie FL(X) des fleches de X 
se projettant sur X grace au foncteur but est un champ d'apres (II 3.4.8.2); 
c'est meme un champ de U-topos, car sa fibre en SEOb(X) est le U-topos 
X 1s, et le foncteur changement de base attache a une fleche f: T-+ S de X 
n'est autre que 

S'~S' x sT. (1) 

Soit alors f: X _. Y un morphisme de U-topos. La categorie 

(2) 

qui se deduit de FL(X) par changement de base suivant le foncteur image 
inverse f *: Y-+ X est un champ de U-topos sur Y. C'est un champ car 
c'est /'image directe par f du X-champ FL(X) (II 3.1.1). C'est un champ 
de topos car le foncteur changement de base attache a une fleche u: T _. S 
de Y est, par construction, le foncteur changement de base attache a 
FL(X) et au morphisme f*(u): f*(T)-f*(S). Dans ce chapitre, nous 
ne nous interesserons guere qu'a des champs de topos de cette espece. 
Ils possedent une vertu particuliere: les foncteurs changement de base 
admettent a la fois un foncteur adjoint a gauche et un adjoint a droite. 
En effet, il suffit de prouver notre assertion pour le champ FL(X) et il 
est alors clair que l'adjoint a gauche de (1) n'est autre que 

x1T-x1s, (t: T'-T)~(ft: T'-s). (2) 

L'existence d'adjoints a gauche aux foncteurs changement de base 
nous servira dans la proposition suivante a prouver l'existence de U
generateurs. 

Proposition 2.3. Soient E un U-site et C un £-champ. Soit S;, iEl, 
J EU, une famille d'objets de E engendrant un raffinement de E telle que, 
pour tout iEl, le champ C1s, soit un champ de U-topos sur E1s,· 

(i) Pour tout SEOb(E), la fibre Cs est une U-categorie qui verifie 
les conditions (a), (b) et (c) de (0 2.6). 

(ii) Pour toute fleche f: T _. S de E, le foncteur changement de base 
f*: Cs_. CT commute aux limites projectives finies et aux limites 
inductives. 

(iii) Supposons de plus que, pour toute fleche f: T _. S de E, le fonc
teur changement de base f*: Cs-+ CT admette un adjoint a gauche. 
Alors C est un champ de U-topos. 

L'hypothese signifie aussi que, si R designe le raffinement de E 
engendre par les S;, le champ C1R est un champ de U-topos sur R. Pour 
prouver (i), on peut supposer que S est objet final de E, car les fibres et les 
foncteurs changement de base ne sont pas affectes par le passage de E 
a.Eis· 
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2.3.1. Nous allons prouver que les limites inductives indexees par 
une categorie J appartenant a U et les limites projectives finies existent 
dans Cs. Pour cela, notons que, puisque C est un champ, on a une 
equivalence de categories: 

Cs~ Lim( C/R). (1) 
+---

Soit alors X: J-->Lim(C/R) un foncteur. Pour toutjEOb(J), XU) est 
+---

une section cartesienne de C au-dessus de R. Supposons que J appartienne 
a U et soit, pour tout TEOb(R), X' (T) la limite inductive du foncteur 

X(T): J - CT, X(T)U)= XU)(T). 

Puisque les foncteurs image inverse commutent aux limites inductives, 
ii existe, pour toute fleche g: U--> T de R, une unique fleche g-cartesienne 
X'(g): X'(U)-->X'(T) telle que, pour tout jEOb(J), le carre ci-dessous 
soit commutatif 

XU)(T) X(j)(g) XU)(U) 

l l 
X' (T) -----=-x,~(gJ-X' (U), 

ou les fleches verticales sont les morphismes structuraux. II est facile de 
verifier que X' est la limite inductive de X. On raisonne de meme pour 
les limites projectives finies. 

2.3.2. Prouvons maintenant que, pour toute fleche f: T--> S de E, 
le foncteur changement de base f*: Cs--> CT commute aux limites projec
tives finies et aux limites inductives quelconques. Soient Rs et RT les 
raffinements de E1s et E1T definis par le raffinement R de E engendre par 
les S;. Le foncteur changement de base f * s'interprete comme le foncteur 
restriction Lim(C/Rs)-->Lim(C/RT)_ Celui-ci est compatible avec Jes 

+--- +---
limites projectives finies et Jes limites inductives indexees par une cate-
gorie element de U d'apres le procede de calcul de ces limites. Ceci 
prouve (ii). 

2.3.3. Pour prouver que les fibres sont des U-topos, nous allons 
utiliser le lemme (III 1.2.8.4). Soit SEOb(E). Quitte a remplacer les S; 
par les S; x S, on peut supposer que S est objet final de E. De plus, la 
famille {S;--> S} est couvrante et le produit des foncteurs image inverse 

f: Cs-->TTCs;=C' (1) 
iEI 

est done conservatif (raisonner avec les donnees de descente). De plus, 
puisque IE U, la categorie C' est un U-topos. II nous reste a verifier les 



§ 2. Champs de topos 403 

conditions de (III 1.2.8.4). On sait deja que les limites projectives finies 
et les limites inductives indexees par une categorie appartenant a U 
existent dans Cs et que le foncteur f les respecte; done Cs verifie les 
conditions (a), (b) et (c) de (0 2.6), ce qu'on peut d'ailleurs prouver directe
ment en utilisant la construction de (2.3.1). Ceci acheve de prouver (i). 
Pour prouver (iii), il nous reste a prouver que Cs admet une U-famille 
de generateurs topologiques. D'apres (III l.2.8.4(ii)), il nous suffit pour 
cela de prouver que le foncteur (1) admet un adjoint a gauche. Or chacun 
des foncteurs changement de base J;: Cs-> Cs; admet un adjoint a 
gauche g;, et le foncteur defini par 

g(X)= LJg;(X;), X =(X;)EOb(JI Cs), (2) 
iel 

est evidemment un adjoint a gauche def C.Q.F.D. 

2.4. Pour etre complet, l'enonce devrait indiquer que la condition 
de (iii) est elle aussi de nature locale. Cela est vrai sous une hypothese 
supplementaire a laquelle satisfont les champs de topos de l'exemple 
(2.2) et que nous allons indiquer. 

Lemme 2.5. Soient E un site ou les produits fibres finis existent et 
soit C une E-categorie fibree. Soit c un clivage de C (choix des images 
inverses). Les conditions suivantes sont equivalentes: 

(i) C est cofibree et pour tout carre cartesien 

(1) 

S <--,,- S' 

de E et tout carre commutatif 

(2) 

de C se projettant sur (1), tel que a et b soient cartesiens et m cocartesien, 
m' est cocartesien. 

(ii) Pour toute fleche f: T----> S, le foncteur changement de base f *: 
Cs-> Cr admet un adjoint a gauche 

(3) 
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et pour tout cam'.: cartesien de Enote comme (1), le morphisme naturel 

J;' v* - u* Ji (4) 
est un isomorphisme. 

Remarque 2.5.1. Avant de demontrer ce lemme, notons que la 
condition (i) est evidemment stable par tout changement de base u: 
E' - E qui transforme carres cartesiens en carres cartesiens. Pour 
prouver qu'elle est satisfaite pour le champ de topos J;h(FL(X)} sur Y 
attache au morphisme de topos f: X - Y (2.2), ii suffit done de la verifier 
pour le champ de topos FL(X) sur X car le foncteur u est alors le fonc
teur image inverse f*: Y-X. Or, dans FL(X), une fleche 

y~y' 

ml lm' 

de FL(X) de projection a: x' -x est cartesienne (resp. cocartesienne) si, 
et seulement si, le carre est cartesien (resp. b est un isomorphisme). La 
verification de (i) est done immediate. La condition de (2.5) est done 
satisfaite par le Y-champ J;h(FL(X)} attache a un morphisme de U-topos 
f: X-Y. 

2.5.2. Remarquons deja que dans une categorie fibree, le compose de 
deux morphismes cocartesiens est cocartesien. Dire que C est cofibree 
signifie done que, pour toute fleche f: T-S de E et tout xEOb(Cr) ii 
existe une fleche cocartesienne de C de source x se projettant sur f II 
est immediat que, pour f fixe, cette condition signifie que le foncteur 
changement de base f * admet un adjoint a gauche Ji. De plus, on a une 
bijection entre !'ensemble des adjoin ts a gauche de f * et !'ensemble des 
familles Ux), xEOb(Cr), de fleches cocartesiennes de projection f, qui 
s'obtient en attachant a un tel adjoint Ji: Cr - Cs la famille qui, a 
xEOb(Cr), associe la fleche composee 

(5) 

ou r(x) est le morphisme d'adjonction et ou ct(f,(x)} est la fleche carte
sienne attachee par le clivage ca l'objet Ji (x) de Cs et a f: T - S [D 1.6]. 

2.5.3. Pour prouver !'equivalence de (i) et (ii), nous pouvons done 
supposer que C est cofibree et que !'on a choisi un coclivage de C (c'est 
a dire Jes foncteurs Ji). Choisissons done un carre tel que (1). On a un 
morphisme de foncteurs (le morphisme d'adjonction) 

r: idcT -J* Ji 



§ 2. Champs de topos 405 

d'ou un morphisme v* * r: v* - v* f* f,, d'ou, en composant avec 
l'isomorphisme v*f*~f'*u* donne par le clivage (car (2.5(1)) est 
commutatiD, un morphisme 

s: v* - f' * u* f, 

d'ou, puisque Ji' est adjoint a gauche def'*, un morphisme 

t: F v*-u* f, 

qui est le morphisme «nature!» de (2.5 (4)). Pour tout yeOb(CT), on 
peut d'ailleurs expliciter t(y) comme !'unique S'-morphisme qui rend 
commutatif le diagramme 

ou cv(Y) et cu(_t; (y)) sont les fleches cartesiennes attachees par le clivage 
a (y, v) et (ii (y), u) et oud1 (y) et dr(v*(y)) sont les fleches cocartesiennes 
attachees par la coclivage a (y,f) et (v*(y), f'). Pour que t soit un iso
morphisme, il faut et il suffit que, pour tout ye Ob( CT), le morphisme 
t(y) soit un isomorphisme, ce qui signifie que le compose 

t(y) dr(v*(y)) 

est cocartesien. Le carre (2.5 (1)) etant fixe, cette condition equivaut a 
celle de (2.5 (i)), car tout carre tel que (2.5 (2)) est isomorphe a un carre 
obtenu en composant dans un diagramme tel que celui ci-dessus les 
morphismes t(y) et dr(v*(y)). Done (i) equivaut a (ii). 

2.5.4. On notera que, dans la demonstration, nous avons seulement 
utilise le fait que le carre (2.5 (1)) est commutatif, mais que dans l'exemple 
(2.5.1), la condition n'est verifiee que pour les carres cartesiens. 

Lemme 2.6. Soit E un site ou les produits fibres finis existent et soit C 
un E-champ. Soit (S;), iel, une famille d'objets de E engendrant un raffine
ment R de E. Pour que C verifie les conditions equivalentes de (2.5) il 
faut et il suffit que, pour tout iEl, il en soit ainsi du champ C15, sur E15,. 

La condition est evidemment necessaire car le foncteur changement 
de base 

E18,-E, (S'/S;)-=S', 

commute aux produits fibres finis. Inversement, supposons que, pour 
tout iel, le champ C15, verifie la condition (i) de (2.5). Cela implique que 
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le champ C1R verifie la meme condition. Soit al ors f: T - S une fleche 
de E. On a deux foncteurs qui commutent aux produits fibres finis 

u, v: E1s=! E, u(S'/S)=S', v(S'/S)=S' x sT, 

et la premiere projection de S' x s T fournit un morphisme de foncteurs 

Choisissons un clivage c de C. D'apres (D 1.17), on a un morphisme de 
champs sur E1s 

m*: C"- cv (1) 

entre les categories deduites de C par les changements de base u et v, qui, 
pour tout S' EOb(E1s) induit sur les fibres en S' le foncteur image inverse 

m*(S'): Cs-- Cs'xsT 

attache par le clivage a la premiere projection m(S'): S' x sT- S'. Nous 
allons demontrer que m* admet un £-adjoint a gauche (I 1.11.2) cartesien 
note m!. Il en resultera que m*(S): Cs- CT admet un adjoint a gauche. 
De plus, le fait que m1 soit cartesien implique que, pour tout carre cartesien 
de la forme 

s-s' 
ou f est le morphisme indroduit plus haut, la seconde condition de 
(2.5 (ii)) est verifiee. On aura ainsi acheve la demonstration du lemme. 
Notons encore R le raffinement de E1s defini par le raffinement R de E. 
Pour que m* admette un adjoint a gauche cartesien, il faut et il suffit 
qu'il en soit ainsi de sa restriction a R 

En effet, nous cherchons un morphisme de champs m1: cv - C" et des 
morphismes de morphismes de champs i: idcv -m* m1 et j: m1 m* - idcu 
tels que 

Or cu et CV sont des champs sur E1s et, d'apres (II 2.1.5.2) pour tout 
couple (F, G) de champs sur E1s, le foncteur restriction 

CartE1s(F, G~ CartR(~R, G1R) 

est une equivalence de categories. D'ou l'existence de (m1, i, j) si l'on 
connait celle de leurs restrictions a R. Mais, pour tout S' EOb(R), le 
foncteur induit par m* sur les fibres en S' admet un adjoint a gauche, car 
c'est le foncteur changement de base attache a une fleche du raffinement 
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de E engendre par les Si. D'apres (I 1.11.3), on sait done que miR admet 
un adjoint a gauche. 11 reste a voir que celui-ci est cartesien, ce qui est 
une consequence de la seconde condition de (2.5 (ii)). 

Remarque 2.7. Chemin faisant, nous avons demontre que la condition 
(ii) de (2.5) equivaut a la suivante: 

(iii) Pour toute fleche f: T ~ S de E, le foncteur 

m*: C"~ cv 

de (2.6 (1)) admet un adjoint a gauche cartesien. 

Theoreme 2.8. Soit E un site ou les produits fibres finis existent et soit 
(S;), iEJ, /EU, une famille d'objets de E engendrant un raffinement de E. 
Pour qu'un £-champ C soit un champ de U-topos verifiant les conditions 
de (2.5), il faut et il suffit que, pour tout iEJ, il en soit ainsi du champ 
C1s, sur le site E1s,. 

C'est une consequence immediate de (2.3) et (2.6). 

§ 3. Morphismes de champs de topos 

Definition 3.1. Soient E un site, C et C' deux champs de U-topos sur 
E. On appelle morphisme de champs de topos de source C et de but C' 
un E-foncteur cartesien m*: C' ~ C tel que, pour tout SEOb(E), le 
foncteur induit sur les fibres m*(S): c~~ Cs soit le foncteur image 
inverse sous-jacent a un morphisme de topos. 

3.1.1. On notera MorE( C, C') la sous-categorie pleine de CartE( C', C)0 

dont les objets sont les morphismes de champs de topos. On rappelle que 
l'on a une E-categorie scindee 

(1) 

dont les objets de projection SEOb(E) sont les E1s-foncteurs cartesiens 
C1s ~ C1s (I 3.3.1.2) et que celle-ci est un £-champ des que C est un 
£-champ. Puisque la condition d'etre un morphisme de champs de 
topos se voit sur les fibres, on a une sous-categorie scindee pleine 

MORdC, C') (2) 

de CARTE(C', C)0, dont les objets sont les morphismes de champs de 
topos. 



408 Chapitre VIII. Extension d'un topos 

Proposition 3.2. MORE( C, C') est un sous-champ plein de 

CARTE(C', c)°, (II 1.2.5.1). 

En effet, puisque c'est une sous-categorie fibree pleine de 
CARTE(C', C)°, ii nous suffit d'apres (II 1.2.5.1) de prouver que la 
condition d'etre un morphisme de champs de topos est locale. Soit done R 
un raffinement de E et soit m*: C' - C dont la restriction a R est un 
morphisme de champs de topos. Soit SE Ob (E). Nous devons prouver que 
mf: C~ - Cs commute aux limites projectives finies et aux limites 
inductives indexees par une categorie appartenant a U. On introduit le 
raffinement Rs de E1s defini par R, moyennant quoi le foncteur ms s'inter
prete comme le foncteur induit par m*: 

En reprenant le calcul des limites dans Lim(C'/Rs) fait dans (2.3.1), on 
~ 

voit immediatement que M* les respecte, d'ou la conclusion. 

Exemple 3.3. Soient 

des morphismes de U-topos. Tout S-morphisme de topos (f, i), 

f: X - Y i: y f ~x 

induit un morphisme de champs de topos sur S 

F: x*(FL(X))-y*(FL(Y)) 

(1) 

(2) 

dont le foncteur sous-jacent F* est obtenu en associant a tout objet 
(Y' -y*(U)) de la fibre Yiy•(uJ de y*(FL(Y)) en U EOb(S) le morphisme 
compose 

f*(Y')-f*(y*(U)) i<u2-• x*(U), (3) 

qui est bien un objet de la fibre Xix•<v> de x*(FL(X)) en U. C'est bien 
un S-foncteur cartesien car f * commute aux produits fibres finis. C'est 
un morphisme de champs de topos, car sa restriction aux fibres en 
U EOb(S) est, d'apres (3), le morphisme 

fty•(U): x/f*y*(U)- Yiy•(U)• cf. (1.6 (1)). (4) 

De plus, une fleche 

m: (f, i)-(g, j) (5) 
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de Mor8 (X, Y) donne naissance a un morphisme de morphismes de 
champs 

(6) 

ou M(Y' - y*(U)}=m(Y'); cette derniere formule definit bien un S
morphisme de S-foncteurs car, par definition, on a j(m* y*)= i. 

Nous avons ainsi defini un foncteur 

(7) 

Exercice 3.4. Soient X ~ S +--1'---- Y deux morphismes de U-topos. 
Montrer que le foncteur (3.3 (7)) induit une equivalence entre Mor 8 (X, Y) 
et la sous-categorie pleine du but de (3.3 (7)) dont les objets sont les 
morphismes de champs de topos dont le foncteur sous-jacent est a la 
fois cartesien et cocartesien. Montrer que l'on obtient !'equivalence 
quasi-inverse de la precedente en attachant a tout morphisme de champs 
de topos satisfaisant a la condition indiquee 

(1) 

le morphisme qu'il induit sur les categories fibres en l'objet final de S. 

3.5. Soient X ~ S ~ Y deux morphismes de U-topos. Nous allons 
maintenant definir un champ sur S 

MOR8 (X, Y), (1) 

dont la fibre en U EOb(S) sera la categorie des S1u-morphismes de topos 

Mors1u(XIU, YIU), (2) 

ou SIU, XIU et YIU designent les restrictions de S, X et Ya U (1.7). 
Nous venons de definir les objets de ce champ, definissons !'ensemble des 
fleches de projections: v- U, sEFL(S), de source g: XIV-YIV et de 
but f: XI U - YIU. Pour cela, notons que l'on a des morphismes de topos 

XIU~XIV 

YIU t') Yl!)a· (cf. 1.6). (3) 

~a~ 
SI U <----;, SW 

De plus, pour chacun des topos figurant dans (3), tous les morphismes 
l'ayant pour source et ayant pour but S1u sont canoniquement isomor
phes. Ainsi, pour XIV, on a quatre isomorphismes de morphismes de 
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champs 

(4) 

b 1'/ g ~ (j b' g 

ou <p: bf- a est l'isomorphisme de morphismes de topos sous-jacent 
au S1u-morphisme f, ou y est l'analogue pour g et ou x (resp. y) est 
l'isomorphisme naturel rendant commutatif la «face avant» (resp. 
arriere) de (3). Ceci dit, on definit !'ensemble des morphismes de projec
tion s: V - U, de source get de but f, comme !'ensemble des morphismes 
de morphismes de topos 

(5) 

tels que b*m rende commutatif le diagramme (4); ce sont done les 
morphismes m: f ,- rig qui sont des 2-fleches dans la 2-categorie des 
topos au-dessus de S1u. 

3.6. Le fait que MORs(X, Y) soit une categorie fibree sur S est 
alors une consequence immediate de (1.6). Toujours d'apres (1.6), on a, 
pour tout U E0b(S), une equivalence 

(6) 

la premiere de ces categories etant, par definition, la fibre en U de 
MORs(X, Y). De plus, puisque (1.6 (2)) est un isomorphisme, une fleche 
de MORs(X, Y) est cartesienne si, et seulement si, le morphisme de 
morphismes de topos sous-jacent est un isomorphisme. II reste a prouver 
que MORs(X, Y) est un champ, et nous refererons pour cela a la these 
de M. Hakim [Orsay, 1967]. On pourrait d'ailleurs deduire ce fait de 
l'exercice (3.4) en prouvant que, par localisation, le foncteur (3.3 (7)) donne 
une S-equivalence 

MORs(X, Y)~ MORs(x*(FL(X)), y*(FL(Y))), (7) 

car, d'apres (3.2), le but de celle-ci est un champ. 

3.7. Nous considererons egalement le champ sur X 

MORf(X, Y) (1) 

obtenu en localisant sur X (et non sur S) la categorie Mor s(X, Y). Autre
ment dit, (1) est la categorie fibree sur X dont la fibre en U EOb(X) est 

Mors(XIU, Y), UEOb(X). (2) 
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Si l'on admet !'existence du produit fibre de topos Xx s Y (M. Hakim 
[These]), on voit que (1) est un champ, car on a une X-equivalence 

MORx(X, Xx sY)~MORf (X, Y). 

Par la propriete universelle du produit fibre de deux topos, on a des 
equivalences 

Mors1u(XIU, YIU)~Mors(XIU, Y), UEOb(S). (3) 

Par suite, Mors(X, Y) se deduit de MO Rf (X, Y) par le changement de 
base x*: S ~ X. Autrement dit, par definition de l'image directe d'un 
champ (II 3.1.5) on a une equivalence de champs sur S 

(4) 

§ 4. Le topos classifiant d'un faisceau de groupes 

Ce paragraphe est entierement du a Grothendieck. Outre sa propriete 
universelle, B0 joue pour la cohomologie un role analogue aux classifiants 
classiques (cf. (8.7)) mais dans une situation plus generale car l'on ne se 
limite pas aux faisceaux constants. Profitant de cette remarque, ii semble 
possible, grace a la cohomologie etale, de transcrire en arithmetique 
certains raisonnements de la topologie ordinaire. 

4.1. Soient X un U-topos et G un groupe de X. On designe par 

B0 (X) ou B0 (1) 

la categorie des G-objets a gauche de X. D'apres (III 1.2.8) c'est un U
topos et l'on a trois foncteurs dont chacun est adjoint a gauche de celui 
qui est ecrit sous lui 

OU 
r 1(A)=G\A 

r* (E) = E + operations triviales (note E') 

r*(A)=A0 (invariants). 

(2) 

II en resulte que r* est le foncteur image inverse d'un morphisme de topos 

(3) 

Si u: G ~ H est un morphisme de groupes de X, on a un morphisme de 
topos 

(4) 
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dont le foncteur image inverse B: est celui qui, d'un H-objet V fait un 
G-objet grace a u: G----+ H. On definit un adjoint a droite Bu* de B: par 

Bu.(U)=HomG(H, U) 

et un adjoint a gauche Bu, de B: par 

G 
Bu/ U) = H I\ U {Ill 1.3.6). 

On notera que 'G: BG----+ X n'est autre que le morphisme attache au 
morphisme unite G----+ 1 et que le morphisme unite 1----+ G definit un 
morphisme 

(5) 

dont le foncteur image inverse n'est autre que le foncteur «oubli des 
operations de G», aussi note 

u~uw. (6) 

Si v: H----+ K est un morphisme de groupes de X composable avec u, on a 
B: Bt=Btu, done BvBu=Bvu· En particulier, Bu(X): BG(X)----+BH(X) 
est un morphisme de X-topos et, par ailleurs, on a 

(7) 

S'il n'y a pas d'ambiguite, nous ecrirons -r et w au lieu de 'G et wG. Entin, 
les adjoints a gauche et a droite de w* sont donnes par 

(8) 

4.2. De plus, designons par EG l'objet de BG obtenu en faisant operer 
G sur lui-meme par translations a gauche. Les translations a droite en 
font un torseur de BG sous le groupe G' de BG. On posera 

Gi01 =ad(EG) (III 1.4.8). (1) 

Par definition, c'est le groupe des G'-automorphismes du torseur EG de 
BG; il est clair que c'est le groupe de BG obtenu en faisant operer G sur 
lui-meme par automorphismes interieurs. Le triple (BG, -r, EG) joue le 
role d'un classifiant: 

Theoreme 4.3. Pour tout U-topos X' et tout morphisme de topos 
f: X'----+ X, le foncteur 

n: Morx(X', BG)°-+ Tors(X',f*(G)), p~p*(EG), (1) 

est une equivalence de categories. 

4.3.1. Pour preciser la definition de (1), rappelons qu'un objet de 
Mor x(X', BG) est un (p, i), ou p: X'----+ BG est un morphisme de topos et 
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i: f ~ , p un isomorphisme de morphism es de topos. Moyennant quoi, 
p* (EG) est un torseur de X' sous p* ( G'), dont on fait un f* ( G)-torseur 
grace a l'isomorphisme 

i(G): p* ,*(G)---->J*(G). (2) 

Sim: (q,j)---->(p,i) est une fleche de Morx(X',BG) dont le morphisme 
sous-jacent est m*: p*----> q*, son image par (1) est, par definition, le 
morphisme 

(3) 

Puisque m est un morphisme entre foncteurs qui commutent aux Iimites 
projectives finies, (3) est compatible avec le morphisme de groupes 

m*(G'): p*(G')----> q*(G'). (4) 

II en resulte que m*(EG) est un morphisme de f*(G)-torseurs car, par 
definition de Morx(X', BG), on a 

j(nm)=i, (5) 
done j(G) m(G')= i(G). 

4.3.2. Nous aIIons decrire un foncteur 

p: Tors(X', f*(G))----> Morx(X', BG)0 (6) 

dont nous prouverons que c'est un quasi-inverse de (1). Soit Pun f*(G)
torseur de X'. Pour tout AEOb(BG), le groupe G opere sur l'objet A°' 
de X, done le groupe f*(G) opere sur f*(A°'). Grace aces operations, 
on peut former le produit contracte 

(7) 

note p* (A). On obtient ainsi un foncteur 

(8) 

De plus, pour tout EE Ob (X), Ia seconde projection de P x f* (E) induit 

i (E): p 1/\G) f* (E) ~ f* (E), 
un isomorphisme 

(9) 

ou le produit contracte est construit grace aux operations triviales de 
f*(G) sur f*(E). Puisque E=E"", on obtient ainsi un isomorphisme de 
foncteurs 

i: f*~p*,*. (10) 

Pour prouver que (p,i) est un objet de Morx(X',BG), ii nous reste a 
prouver que p* est le foncteur image inverse d'un morphisme de topos 
p: X'----> BG. II suffit pour cela de prouver qu'il respecte Ies Iimites projec-
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tives finies et les familles epimorphiques. Or ii en est ainsi du foncteur 
induit par f *: 

(B1)*: Ba(X)-Ba,(X'), ou G'=f*(G), (11) 

ceci, d'apres le calcul des Iimites dans les topos Ba (III 1.2.8.3). De plus, 
le foncteur «torsion» 

a' E._P/\E, (12) 

possede Ia meme propriete. En effet, Ia question est locale sur X', Pest 
Iocalement trivial et, Iorsque P est trivial, le foncteur torsion est iso
morphe au foncteur oubli des operations de G. D'ou Ia conclusion, car (8) 
est isomorphe au compose de (12) et de (11). Nous laissons au lecteur le 
soin de decrire l'action de (6) sur les fleches. 

4.3.3. Construisons un isomorphisme de foncteurs entre le compose 
pn et le foncteur identique de Morx(X',Ba)- Soit (p,i), p: X'-Ba, 
i: p* -r* ~ f*, un objet de celle-ci. Pour tout objet A de Ba, on a 

Grace a l'isomorphisme i, cet objet s'ecrit egalement 

p*(Ea)P*f'l p*(Aa") 

qui, a isomorphisme canonique pres, n'est autre que 

(13) 

(14) 

(15) 

OU l'objet a operateurs triviaux A 0" de Ba est un G'-objet de Ba grace a 
Ia structure de G-objet de A"' et au foncteur -r. D'apres (Ill 1.3.1.3), le 
morphisme Ea x A - A qui definit les operations de G sur A foumit un 
isomorphisme Ea 'J...' A"'' -A, dont }'image par p*: Ba - X' donne, en 
composant avec les isomorphismes precedents, un isomorphisme 

pn(p, i)*(A)~ p*(A). (16) 

Nous Iaissons au lecteur le soin de verifier que cet isomorphisme est 
fonctoriel en A et compatible avec i, c'est-a-dire qu'il foumit un iso
morphisme d'objets de Morx(X', Ba)°: 

pn(p, i)~(p, i). (17) 

Quelques verifications supplementaires montrent alors que l'on a bien 
defini un isomorphisme de foncteurs de p n dans l'identite de Mor x(X', Ba)°. 

4.3.4. Indiquons rapidement comment construire un isomorphisme 
entrelecomposen petlefoncteuridentiquede Tors(X', G'), ou G' = f*(G). 
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Soit done P un f * ( G)-torseur. Par definition, on a 

n p (P) = p (P)* (EG) = p f*}._G) f *(Ea). 

Puisque f*(Ea) est le torseur a gauche trivial sous f*(G), on a un 
isomorphisme nature} n p(P) ~ P. Nous laissons au lecteur le soin de 
verifier que l'on obtient ainsi l'isomorphisme de foncteurs annonce, ce 
qui donne la conclusion. 

Corollaire 4.4. Soient f: X' ~ X un morphisme de U-topos et G un 
groupe de X. Posons G'=f*(G). On a un diagramme commutatif de 
morphismes de topos 

X +-y-X' 

qui est 2-cartesien (0.5). 

(1) 

4.4.1. Le foncteur image inverse sous-jacent a BI est celui induit par f *. 
Le carre est visiblement commutatif. Qu'il soit 2-cartesien resulte du 
theoreme precedent, car, pour tout U-topos X" et tout morphisme g: 
X" ~ X, la categorie des X-morphismes X" ~ BG est anti-equivalente 
a celle des (f g)* ( G)-torseurs de X" et celle des X-morphismes X" ~ BG, 

est anti-equivalente a celle des torseurs de X" sous g* ( G') ~ (f g)* ( G). 

4.4.2. On notera que si UEOb(X) et si on pose X'=XfU, on a G'=GIU 

et l'on a une equivalence de categories 

BG(X)IU~BG1u(XIU), (2) 

ou le premier membre est la restriction de BG(X) a U (1.7). 

4.4.3. On peut aussi enoncer (4.4) en disant que l'on a une equivalence 
detopos 

(3) 

ce qui fournit un exemple de produit fibre de deux topos. 

Corollaire 4.5. Soient X un U-topos et Gun groupe de X. Le X-champ 
MORx(X, BG) est une gerbe, anti-equivalente a celle des G-torseurs de X. 

4.5.1. D'apres la definition (3.5 (1)) de MORx(X, BG), la fibre de celle-ci 
en un objet U de X, n'est autre que 

(1) 
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c'est-a-dire la categorie des morphismes p: XIU -----+B6 munis d'un 
isomorphisme i: r p ~ u, ou u: XI U-----+ X est le morphisme nature!. 
D'apres (4.3), on a une equivalence entre l'opposee de la fibre en U de 
(1) et la categorie des G-torseurs de XI U et ii suflit de voir qu'il existe un 
X-foncteur cartesien 

MORx(X, B6 )°-----+ TORS(X, G), (2) 

induisant sur chaque fibre !'equivalence de (4.3 (1)). Ce travail est laisse 
au lecteur. 

4.5.2. L'image par (2) du morphisme west le torseur E6, sous G'w = G. 
C'est done le G-torseur trivial de X. Le foncteur (2) induit done un 
isomorphisme de faisceaux de groupes sur X ( c'est-a-dire un isomorphisme 
de groupes de X) 

(3) 

ou le premier est le faisceau des automorphismes dew dans le champ (1), 
c'est-a-dire le faisceau des X-automorphismes du morphisme de topos 
w: X-----+ B6 , et ou G est identifie au faisceau des automorphismes du 
torseur trivial grace aux translations a gauche. 

§ 5. Topos classifiant d'une gerbe et effacement d'une classe de cohomologie 
de degre 2 

Dans ce paragraphe, nous demontrons que, pour toute gerbe G sur 
un U-topos X, il existe un X-topos 

•G= BG-x 

qui 2-represente le 2-foncteur qui, a tout X-topos X', associe l'opposee 
de la categorie des sections de l'image inverse de G sur X'. L'image 
inverse de G sur BG est done trivialisee (munie d'une section) et le topos 
BGjoue le role du topos universe! qui efface (annule) la classe de cohomo
logie definie par G. Le topos BG(X) est construit dans (5.1), sa propriete 
universelle est etablie dans (5.2) et dans (5.3) nous prouvons qu'il y a 
une 2-equivalence entre la 2-categorie des gerbes sur le topos X et la 
2-categorie des X-topos B qui, localement, sont de la forme B6 (X) ou G 
est un groupe du topos X. Un tel X-topos Best appele une extension 
du topos X car une extension de groupes du topos X 

1-----+F~G~H-1 

foumit un morphisme de topos Bv(X): B6 (X)-----+BH(X) qui fait de 
B6 (X) une extension du topos BH(X). Cette circonstance sera utilisee 
au paragraphe 7 pour etudier les extensions de groupes dans un topos. 
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5.1. Construction du topos classifiant BG(X) d'une gerbe G 

Proposition 5.1.1. Soient X un U-topos et G une gerbe sur X, dont 
les fibres sont des LI-categories. Posons 

BG(X)= Cartx(G, Fl(X)), [on ecrit aussi BG], (1) 

ou Fl(X) est le champ (II 3.4.8.2) des fleches de X, se projettant sur X 
grace au foncteur but. Soit 

rt: X ----+ BG (2) 

le foncteur qui, a tout objet U de X, associe le X-foncteur cartesien 
«constant» 

rt(U): G- Fl(X), rMU)(x/V)= U x V. (3) 

La categorie BG est un U-topos. Le foncteur (2) admet un adjoint a 
droite et un adjoint a gauche; c'est le foncteur image inverse d'un mor
phisme de topos 

(4) 

5.1.1.1. Pour definir le foncteur (2) de maniere plus correcte que 
dans l'enonce, on choisit d'abord un quasi-inverse s de l'equivalence de 
categories: 

v: lli(Fl(X)/X)-X, v(t)=t(ex), (5) 

ou ex est l'objet final de X, et l'on compose s avec le foncteur 

lli(Fl(X)/X)- Cartx(G, Fl(X)), t~t p, (6) 

ou p: G - X est la projection. On rappelle que, puisque la projection 
pest couvrante (II 1.4.1), le foncteur (6) est pleinement fidele. II est clair 
que son image essentielle est formee des foncteurs cartesiens x: G - Fl(X) 
qui, pour tout VEOb(X), appliquent tout V-automorphisme d'un objet 
g de la fibre Gv sur le morphisme identique de x(g). De tels foncteurs 
sont appeles constants. 

5.1.1.2. Pour prouver la proposition, remarquons que BG est la fibre 
en l'objet final de X de la X-categorie scindee 

BG(X)=CART(G, Fl(X)), (I 3.3.1.2). (7) 

D'apres (II 2.1.5), BG est un X-champ car ii en est ainsi de Fl(X) 
(II 3.4.8.2). Prouvons que BG est un champ de U-topos satisfaisant aux 
conditions de (2.5). D'apres (2.8), cette condition est locale et elle est 
satisfaite par un X -champ de la forme f* (Fl ( Y) ), ou f: Y----+ X est un 
morphisme de U-topos. Comme toute gerbe, G est localement triviale, 
la premiere assertion de la proposition resulte done du lemme suivant. 
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Lemme 5.1.2. Sous les conditions de (5.1.1), soit g une section de G. 
Posons G = Aut(g). On a une X-equivalence 

BG----+ , 6 • (Fl(B6 )) 

qui induit une equivalence 
(1) 

(2) 

5.1.2.1. Puisque G est trivialisee, un morphisme x: G----+ FL(X) 
definit une section x(g) de FL(X) et un morphisme de faisceaux de 
groupes 

G= Aut(g)----+ Aut(x(g)), 

autrement <lit un objet a operateurs de FL(X). D'apres (III 2.2.2), on 
sait que l'on obtient ainsi une equivalence de X-champs 

k: CART(G, FL(X)) ~ OPER(G, FL(X)), (3) 

dont le but est le champ des G-objets de FL(X). Ce foncteur s'ecrit 
egalement 

(4) 

comme on voit en notant qu'un objet de r 6 .(FL(B6 )) de projection 
U E0b(X) n'est autre qu'un G-objet A de X muni d'un G-morphisme 
A----+ U', et s'interprete comme un objet de la fibre en U du but de (3). 
Ceci prouve la premiere assertion du lemme; la seconde en resulte par 
passage aux fibres en l'objet final de X. 

Pour achever de prouver la proposition (5.1.1), il suffit de prouver 
que le foncteur rt admet un adjoint a droite et un adjoint a gauche. 
En effet, il en resultera que c'est le foncteur image inverse sous-jacent 
a un morphisme de topos. 

5.1.3. Prouvons que rt admet un adjoint a gauche 

(1) 

11 suffit de prouver que, pour tout xEOb(BG), il existe un AEOb(X) 
et un morphisme r: x----+ ,MA) tel que, pour tout objet B de X, !'applica
tion composee 

Hom(A, B)----+ Hom(rt(A), rt(B))----+ Hom(x, ,MB)) (2) 

soit bijective. D'apres (5.1.1.1), le foncteur rt identifie la categorie X 
a la sous-categorie pleine de BG formee des foncteurs constants 
x: G----+ FL(X). Nous devons done construire un foncteur constant 

A: G----+FL(X) (3) 
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et un morphisme r: x - A. Pour tout objet g de G de projection 
U EOb(X), on pose 

A(g)= Autv(g)\x(g), (4) 

ou Autv(g) opere sur x(g) par l'intermediaire du foncteur x: G - FL(X) 
et ou le quotient est pris dans la categorie fibre X 1v. Puisque la formation 
des faisceaux d'automorphismes d'un objet de G et celle des quotients 
dans X 1v commutent a la localisation, on definit ainsi un foncteur 
cartesien A: G - FL(X), qui est evidemment constant. Pour definir 
r: x - A, on prend pour r(g): x(g) - Autv(g)\x(g) la projection du 
quotient. II reste a verifier que !'application (2), qui s'ecrit maintenant 

Hom(A, B)-Hom(x, B), mvv<>mr, (5) 

est bijective pour tout morphisme constant B: G - FL(X). Cela est 
immediat. 

5.1.4. On demontre de meme !'existence d'un adjoint a droite 

(1) 

de rt. Disons simplement que, pour tout objet g de G de projection 
UEOb(X), et tout objet x: G-FL(X) de BG, on pose 

A(x)(g)=x(gf, (2) 

plus _grand sous-objet de x (g) sur lequel r = A utv (g) opere trivialement. 
On obtient ainsi un morphisme de champs 

A(x): G - FL(X) (3) 

qui est constant, et un morphisme de morphismes de champs 

r: A(x)-x, (4) 

ce dernier associant a tout gEOb(Gv), U EOb(X), le monomorphisme 
structural r(g): x(gf - x(g). L'objet rG.(x) de X correspondant au 
foncteur constant A(x) et la fleche rt rG.(x)- x correspondant a r 
definissent la valeur en x d'un foncteur adjoint a droite de rt, comme 
on voit aisement. C.Q.F.D. 

5.2. La propriete universelle de BG(X) 

Proposition 5.2.1. Soient X un U-topos, G une gerbe sur X. On a 
une X-equivalence de gerbes 

(1) 
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5.2.1.1. D'apres la definition {3.5 (2)), un objet du but de (1) de 
projection U EOb(X) est un morphisme de topos 

(2) 

muni d'un isomorphisme i: u ~ "G · p ou u: XJU ~ X est le morphisme 
naturel. A tout objet g de G de projection U EOb(X), nous devons 
done associer un foncteur image inverse 

V(g)*: BG~ X 1v (3) 
et un isomorphisme 

v(g): V(g)* rt~ u*. (4) 
On pose 

V(g)*(x)=x(g), (5) 

qui est bien un objet de XJU, car un objet x de BG est, par definition, un 
X-foncteur cartesien x: G ~ FL(X), done respecte les fibres, et la fibre 
en U de FL(X) n'est autre que Xiv· Pour definir (4), on rappelle que, 
pour tout VEOb(X), l'objet rMV): G ~ FL(X) de BG n'est autre que 
le foncteur «constant» (5.1.1.1) 

(g'/U')~ U' XV. 
On a done 

V(g)* i-MV)= U x V=u*(V), (6) 

et l'on peut prendre pour v(g) le morphisme identique. II est clair que 
V(g)* est un foncteur et v(g) un isomorphisme de foncteurs. 

5.2.1.2. Pour prouver que l'on a ainsi defini l'action sur les objets 
d'un foncteur (1), nous devons voir que V(g)* commute aux limites 
projectives finies et aux limites inductives quelconques. Supposons pour 
commencer que U soit l'objet final de X et soit g une section cartesienne 
de G dont la valeur en U soit egale a g. Le foncteur V(g)* est alors le 
compose 

BG~ BG~ X, (7) 

ou G = Aut(g), ou yest l'equivalence de {5.1.2 (2)) et ou west le foncteur 
oubli. Dans ce cas, V(g)* definit done un morphisme de topos. Dans 
le cas general, V(g)* est le compose des foncteurs 

(8) 

ou a est le foncteur image inverse dans le champ de topos BG (5.1.1) 
et ou best l'analogue de V(g)* relatif au topos X 1v, a la gerbe G1v et a 
l'objet g de G1v. D'ou la conclusion, car a est un foncteur image inverse. 
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5.2.1.3. Pour achever de definir (1), il faut definir son action sur les 
fleches. A toute fleche m: g'---+ g de G de projection M: U'---+ U, nous 
devons associer un morphisme de morphismes de topos V(m): 

B V(g') X 

G \v,m) / JU' 

V(g)\ /X1M (9) 

X;u 

tel que 
v(g') · (,G *V(m))=v(g), (10) 

ceci, par definition de MORx(X, BG)0 • Soit done x: G---+ FL(X) un 
objet de BG. On a une fleche de FL(X) 

x(m): x(g')---+ x(g), (11) 

dont la projection est M: U'---+ U, d'ou, puisque x(m) est cartesienne, 
un isomorphisme dans Xw 

V(m)*(x): x(g')~x(g) x uU', 

qui s'ecrit egalement 

V(m)*(x): V(g')*(x)~ X 1~ V(g)*(x). 

(12) 

(13) 

On verifie aisement que l'on definit ainsi un morphisme de morphismes 
de topos V(m), et que l'on a bien defini un foncteur 

V: G---+ MOR8 (X, BG)0 . 

Il est immediat que c'est un X-foncteur, et il est cartesien car, pour 
toute fleche m de G, son image V(m) est cartesienne, puisque V(m) est 
un isomorphisme. 

5.2.1.4. Il nous reste a prouver que le foncteur (1) ainsi construit est 
une equivalence de categories. Puisque sa source et son but sont des 
champs sur X, il suffit de prouver qu'il existe un raffinement de X tel que, 
pour tout objet Ude ce raffinement, le foncteur (1) induise sur les fibres 
en U une equivalence de categories. Or la construction de (1) est compa
tible avec la localisation (5.2.1.2). On peut done supposer que G admet 
une section notee g, et il suffit de prouver que la restriction aux fibres en 
l'objet final de X du foncteur V de (1) s'interprete comme !'equivalence 
(4.3.2 (6)), ou X' = X et ou G = Aut(g). Pour cela, ii suffira de montrer 
que le carre ci-dessous est commutatif a isomorphisme pres, car les 
foncteurs autres que V., sont des equivalences de categories. 
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5.2.1.5. Considerons les foncteurs 

(14) 

ou V., est l'effet sur les fibres en l'objet final ex de X du foncteur V de 
(1), ou Dest le foncteur torsion (III 2.3.9 (1)) 

G 
D(P)=P Ag, avec g= g(ex), (15) 

qui est une equivalence (III 2.5.1), ou E, qui est defini par 

E(P)*(A)=P X A, (4.3.2 (6)), (16) 

est aussi une equivalence, et ou F est donne par la composition avec 
!'equivalence 

(17) 

Soit P un G-torseur. Le foncteur image inverse V., D(P)* attache au 
morphisme de topos V., D(P) est defini par 

G 
V.,D(P)*(x)=x(PAg), xEOb(BG). (18) 

Le foncteur image inverse attache au morphisme de topos F E(P) est 
donne par 

G 
FE(P)*(x)=PAx(g), xEOb(BG). (19) 

Ces deux objets sont canoniquement isomorphes (III 2.3.11). 11 reste a 
verifier que la famille de ces isomorphismes, pour x variable, fournit un 
isomorphisme de foncteurs entre V., D (P)* et FE (P)* et que celui-ci est 
compatible avec "G: BG - X autrement <lit qu'il definit un morphisme de 
morphismes de X-champs (0 (3)). On doit enfin verifier que, pour P 

variable, on obtient ainsi un isomorphisme entre les deux composes 
possibles de (14). Nous laissons ce travail au lecteur. 

Corollaire 5.2.1.6. Pour que le morphisme rG: BG - X admette une 
section il faut et il suffit que la gerbe G soit triviale. 

Ayant ainsi etabli la propriete universelle (5.2.5) dans un cas particu
lier, nous deduirons le cas general de la proposition que voici. 

Proposition 5.2.2. Soient f: X' - X un morphisme de U-topos, G 
une gerbe sur X et G' = !ct (G) son image inverse par f Le carre com-
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mutatif 
BG (X) ~ BG' (X') 

TGl l TG' (1) 

X~X' 

est 2-cartesien (0.5), ou b est le morphisme de topos decrit plus bas. 

5.2.2.1. Pour definir le foncteur image inverse b* sous-jacent au 
morphisme de topos b, rappelons qu'il s'explicite comme un foncteur 

b*: Cartx(G, FL(X))- Cartx-(G', FL(X')). (2) 

Par definition de G' comme image inverse de G, on a une equivalence 

Cartx-(G', FL(X'))- Cartx(G,J;h(FL(X'))); (3) 

ii nous suffit done de trouver un foncteur 

b*: Cartx(G, FL(X))-Cartx(G, J;h(FL(X'))). (4) 

On prend pour (4) le foncteur induit par composition avec le morphisme 
de X-champs 

FL(X)-J;h(FL(X')), (U - V)~(f*(U)-f*(V)). (5) 

On rappelle que J;h(H), ou H est un X'-champ est le X-champ deduit 
de H par le changement de base f*: X - X'. 

5.2.2.2. Notons que (1) est commutatif, car, pour tout objet Ude X 
l'objet b*(-r~(U)) est le foncteur constant (5.1.1.1) 

G-J;h(FL(X')), (g/U)~ f*(U), (6) 

et ii en est de meme de r~. (f* (U)), comme on voit en explicitant !'equiva
lence (3). 

5.2.2.3. Pour demontrer que le carre (1) est 2-cartesien, on doit prouver 
que, pour tout X' -topos X", le foncteur 

(7) 

est une equivalence de categories. Or ce dernier est l'effet sur les fibres en 
l'objet final de X d'un morphisme de X-champs 

(8) 
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obtenu a partir de (7) en localisant sur X (1.6). Que (8) soit une equivalence 
est une question locale car sa source et son but sont des champs. On peut 
done supposer que G est triviale et il reste a prouver que, dans ce cas, 
le carre (1) s'interprete comme le carre (4.4 (1)), dont on a demontre qu'il 
est 2-cartesien. Orsi g est une section de G, on pose G= Aut(g) et G' = 
f*(G), moyennant quoi, d'apres (II 3.2.8), G' s'identifie a Aut(g'), ou g' 
est la section de G' definie par g. On a des equivalences 

obtenues en attachant ax: G-FL(X) (resp. x: G' - FL(X')) l'objet a 
operateurs x(g) (resp. x(g')). En explicitant (3), on voit que ces equivalen
ces permettent d'interpreter le foncteur b* comme le foncteur induit par f: 

BG-BG', A~J*(A), 

qui est precisement celui qui figure dans (4.4 (1)), ce qui demontre la 
proposition. 

Coro Ilaire 5.2.4. Soient f: X' - X un morphisme de U-topos et B le 
X-topos classifiant d'une X-gerbe G. Si l'on pose B' =Bx xX', on a une 
X' -equivalence de gerbes 

MORr (X', B') ~ f* (MORx(X, B)) 

et une X -equivalence de gerbes 

MORx(X', B)~f*(MORx,(X', B')). 

(1) 

(2) 

L'existence de B' est assuree, sans recours au theoreme general de 
M. Hakim, par (5.2.2) qui assure que l'on a B' =BG,, ou G' est l'image 
inverse de la gerbe G. L'equivalence (2), qui assure que MORx(X', B) 
est !'image directe de la gerbe MORr(X', B') est alors une consequence 
triviale des definitions (3.7 (4)). Par definition de l'image inverse d'une 
gerbe, pour prouver ( 1 ), ii faut deja definir un morphisme de champs sur X: 

MORx(X, B)- f*(MORx,(X', B')), (3) 

c'est-a-dire un morphisme MORx(X, B)- MORx(X', B) et !'on prend 
celui qui est defini par composition avec f: X' - X. Pour prouver que le 
morphisme (1) qu'il definit est une equivalence, on note que, par Jes 
equivalences G ~ MORx(X, B) et G' ~ MORx, (X', B'), le foncteur (3) 
s'interprete comme le morphisme d'adjonction G-f* f*(G). 

Par passage aux categories de sections cartesiennes, on deduit de 
(5.2.4 (1)) et (5.2.1) la propriete universe/le du topos classifiant BG(X): 
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Theoreme 5.2.5. Pour tout morphisme de U-topos f: X' - X et toute 
gerbe G sur X, on a une equivalence de categories: 

~(f*(G)/X')~ Morx(X', BG(X))0 • 

5.3. Extensions d'un topos 

Par la propriete universelle du classifiant d'une gerbe G sur un 
topos X, on sait reconstruire celle-la a partir de celui-ci grace a l'equiva
lence de X -gerbes 

G ~ MORx(X, BG(X))0 , (5.2.1). (1) 

Inversement, nous allons voir que si -r: B - X est un morphisme de 
U-topos tel que B soit localement le classifiant d'une gerbe, alors le 
X-champ G =MORx(X, B)0 est une X-gerbe et l'on a une X-equivalence 
de X-topos B ~ BG(X). Mais les gerbes forment une 2-categorie et ii 
en est de meme des X -topos; pour utiliser la correspondance precedente, 
ii nous faudra comparer les 2-categories en jeu et pas seulement leurs 
«ensembles» d'objets. 

Proposition 5.3.1. Soit -r: B - X un morphisme de U-topos. Les condi
tions suivantes sont equivalentes: 

(i) ii existe une X-gerbe Get une X-equivalence de X-topos B ~ BG(X); 

(ii) le X-champ G =MORx(X, B)0 est une gerbe et le foncteur naturel 

f*: B-BG(X), f*(b)(x)=x*(b), (1) 

est une equivalence de categories; 

(iii) ii existe une famille ((f;, iEJ) d'objets de X, couvrant l'objet final 
de X, et, pour chaque iEl, un groupe G; du topos XI U; tels que, pour tout 
iEl, la restriction BI U; de B a XI U; soit (XI (f;)-equivalente au topos 
classifiant BG, (XI (f;). 

5.3.1.1. Precisons la definition de (1). Par definition, un objet de BG 
est un X -foncteur cartesien 

G-FL(X). (2) 

Or un objet de G de projection U E0b(X) est un X-morphisme de topos 

x: Xiu-B, (3) 

c'est-a-dire un foncteur x*: B - X 1u. Pour tout objet b de Bet tout objet 
x de G de projection UEOb(X), on a done x*(b)E0b(X1u); done x*(b) 

est un objet de FL(X) de projection U. La «formule» (1) definit done bien 
l'action sur les objets d'un foncteur B - BG. Nous laissons au lecteur le 
soin de definir son action sur les fleches. 



426 Chapitre VIII. Extension d'un topos 

Construisons un isomorphisme de foncteurs 

f*. ,*==:'.,~. (4) 

II en resultera que (ii) => (i). En effet, si f* est une equivalence de catego
ries, c'est un morphisme de topos et l'isomorphisme (4) en fait une 
X-equivalence de topos. Nous devons construire, pour tout U EOb(X), 
un isomorphisme d'objets de BG: 

i(U): f*(r*(U))-::-.. ~(U) 

satisfaisant aux conditions de compatibilite habituelles, c'est-a-dire, 
puisque BG= Cartx(G, Fl(X)), une famille 

i(U)(x/V): f* (r*(U)(x/V))- ,~(U)(x/V), (x/V)EOb(G). 

Or, par definition de G, l'objet (x/V) est un X-morphisme de topos 
x: X/U-B, et, par definition def* et de 'G, nous devons trouver une 
famille d'isomorphismes 

x*(r*(U))-(Vx U/V). 

Or le X-morphisme (x/V) determine un isomorphisme de foncteurs 
j: x* r* ~ v*, ou v: Xw-X est le morphisme nature! et l'on pose 
i(U)(x/V) = j(U). II reste a verifier les diverses conditions de compatibilite 
habituelles, ce qui est aise. 

5.3.1.2. II est immediat que (i) => (iii), car toute gerbe G est localement 
equivalente a une gerbe de torseurs. Prouvons que (iii) => (ii). Pour un 
champ, la condition d'etre une gerbe est de nature locale et, par ailleurs, 
le foncteur f* est l'effet sur les fibres en l'objet final de X du morphisme 
de X-champs 

La condition que f * soit une equivalence est done elle aussi de nature 
locale. 11 reste done a prouver (ii) lorsque B=Ba(X), ou Gest un groupe 
du topos X. Par la propriete universelle du topos classifiant d'un groupe, 
on sait que MORx(X, Ba) est une gerbe et f* est une equivalence de 
categories, car on verifie que c'est un foncteur quasi-inverse de !'equiva
lence (5.1.2 (2)). 

Definition 5.3.2. Soit X un U-topos. On appelle extension du topos X 
un X-topos r: B-X satisfaisant aux conditions equivalentes de la 
proposition precedente. 

La proposition suivante donne un exemple d'extension de topos et 
explique la terminologie. 
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Proposition 5.3.3. Soient X un U-topos et 

(1) 

une suite exacte de groupes de X. On a un diagramme commutatif de 
morphismes de topos 

(2) 

qui est 2-cartesien. De plus, Bv: BG--..BH est une extension du topos BH. 

Que le carre soit commutatif est une consequence de la fonctorialite 
en G du topos classifiant BG (4.1 (4)}. D'apres la propriete universelle des 
classifiants, pour prouver que ce carre est 2-cartesien, il suffit de montrer 
que, pour tout X-topos f: X'--.. X, la categorie des f * (F)-torseurs de X' 
est equivalente a la categorie des f* (G)-torseurs P de X', munis d'une 
section de P f*;.._6> f* (H), ce qui a ete fait au chapitre III, d'ou la conclusion. 
11 en resulte que BG est une extension de BH. En effet, d'apres (Ill 1.2.8.9), 
le morphisme wH: X--.. BH s'interprete comme le morphisme de topos 
BHIEH--.. BH attache a l'objet EH de BH; comme cet objet couvre l'objet 
final, la condition de (5.3.1 (iii)} est satisfaite. 

Corollaire 5.3.4. Soit m : G --.. H un morphisme de gerbes sur un 
U-topos X. Supposons que, pour tout objet (x/U) de G, le morphisme de 
faisceaux de groupes 

Autu(x)--.. Autu(m(x)} 

soit un epimorphisme (ce qui signifie que m est lie par un epimorphisme 
de liens). Alors le morphisme de topos Bm(X): BG(X)--..BH(X) est une 
extension du topos BH(X). 

Par localisation sur X, on peut supposer que G est triviale, done aussi 
H, ce qui permet d'interpreter m comme le morphisme de gerbes 
TORS(X, m): TORS(X, G)--.. TORS(X, H) attache a un epimorphisme 
de groupes m: G--.. H et le corollaire resulte ainsi du theoreme. 

Proposition 5.3.5. Soient G et H deux gerbes sur un U-topos X. Le 
foncteur 

(1) 

qui, a un morphisme de gerbes m: G --.. H, associe le morphisme de topos 
Bm: BG--.. BH dont le foncteur image inverse est 

B; = Cartx(m, Fl(X)}: Cartx(H, Fl(X)}--.. Cartx(G, Fl(X)}, (2) 
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est une equivalence de categories. Soient B et B' deux extensions d'un 
U-topos X. Le foncteur 

Morx(B, B')__,, Hom(MORx(X, B), MORx(X, B')) (3) 

mvv+(uvv+mu) 

est une equivalence de categories. 

5.3.5.1. Pour donner un sens a la premiere partie de l'enonce, ii faut 
s'assurer que le foncteur B! commute aux limites projectives finies et 
aux limites inductives, ce qui resulte du calcul de celles-ci dans les topos 
classifiants (s'inspirer de (2.3.1)). On notera que si u: m __,, n est un mor
phisme de morphismes de gerbes, m, n: G =t H, on a un morphisme de 
foncteurs naturel B~: B! __,, B~, done, d'apres la definition d'un morphisme 
de morphismes de topos, un tel morphisme « en sens inverse» Bu: B" __,, Bm, 
ce qui explique l'intervention dans (1) de l'opposee de Morx(BG, BH)-

5.3.5.2. Pour prouver cette proposition, ii suffit de montrer que les 
deux foncteurs de l'enonce sont quasi-inverses l'un de l'autre lorsque 
B=BG et B'=BH, du moins si l'on identifie Get MORx(X,BG)0 d'une 
part, H et MORx(X, BH)0 d'autre part, comme ii est dit dans (5.2.1). 
Les verifications sont penibles mais faciles. Nous ne les ecrirons pas. On 
pourrait egalement remarquer que chacun des foncteurs de l'enonce est 
l'effet sur les fibres en l'objet final de X d'un morphisme de X-champs. 
Ceci montre que la conclusion est locale sur X, ce qui permet de supposer 
que Get H sont les gerbes de torseurs attachees a des groupes Get H de X. 
Par la propriete universelle de BG, la categorie Morx(BG, BH) est equi
valente a l'opposee de la categorie des H'-torseurs de BG qui est la cate
gorie des G-H-bitorseurs de X. D'apres (III 2.2.2), la categorie Hom(G, H) 
est equivalente a la categorie des G-objets de la gerbe H qui est egale a 
la precedente. II reste a verifier que chacun des deux foncteurs de l'enonce 
redonne l'equivalence ainsi obtenue, ce qui est aise. 

§ 6. Interpretation de H2 (X, L) en termes d'extensions du topos X 

Au chapitre IV, nous avons donne une definition en termes de gerbes 
de l'ensemble H 2 (X, L) attache a un lien L sur un topos X, obtenant 
ainsi, dans le cas abelien, une interpretation du groupe H 2 (X, A) attache, 
en algebre homologique, a un groupe abelien A de X. Grace a la construc
tion du topos BG(X) attache a une gerbe G sur X, nous allons prouver 
que H 2 (X, L) classifie certaines extensions du topos X munies d'une 
structure supplementairefaisant intervenir L. Dans (6.2), nous remarquons 
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qu'une extension.: B-+ X determine un objet plus satisfaisant que le lien 
L(B/X) de la gerbe attachee a B, a savoir un groupe A(B/X) de B, qui, 
d'ailleurs, determine L(B/X) a isomorphisme unique pres. Pour cela, 
nous utilisons les renseignements rassembles en (6.1) sur la categorie des 
liens sur un topos classifiant BG. 

6.1. Liens sur un topos classifiant 

Proposition 6.1.1. Soit Hun groupe d'un U-topos X et soit Fun champ 
sur le topos Ba. 

(i) Le champ w* (F) sur X deduit de F par le changement de base 

est une image inverse de F par le morphisme de topos 

Le foncteur naturel 
~(F/Ba)-+ ~(w*(F)/X) 

(1) 

(2) 

(3) 

s'interprete a equivalence pres comme le foncteur changement de base 
attache au morphisme final Ea-+ e de l'objet Ea de Ba: 

(4) 

(ii) Soit xEOb(F.,) et soit A le groupe de Ba qui represente son fais
ceau d'automorphismes. La categorie des donnees de descente sur x"' 
relativement au morphisme final de Ea est equivalente a la categorie 

(5) 

des 1-cocycles de H a valeurs dans A. 

6.1.1.1. D'apres (111 1.2.8.9), le morphisme wa s'interprete comme le 
morphisme de topos a: Ba/EH - Ba grace a !'equivalence 

(6) 

L'image inverse de F par le morphisme a est la restriction de F a Ba;EH 
et, par suite, l'image inverse de F par le foncteur wa est w* (F), puisque le 
foncteur (1) est la compose de (6) et du foncteur source Ba;EH-+Ba. La 
seconde assertion de (i) en resulte. On peut egalement invoquer (II 3.2.6) 
qui assure, puisque w1 est adjoint a gauche du foncteur image inverse w;, 
que le champ associe a w* (F) est une image inverse de F. Or ii est clair 
que w* (F) est un champ. 
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6.1.1.2. La categorie Z1(H, A) est definie comme suit: un 1-cocycle est 
un morphisme f: H----> A entre les objets de X sous-jacents a H et A, 
verifiant 

f(h h') = f(h). "f(h'), (7) 

cependant qu'un morphisme a: J----> g est une section a de l'objet de X 
sous-jacent a A, verifiant 

a·f(h)=g(h)·ha. (8) 

Ceci <lit, une donnee de descente sur x"' est une section 

verifiant 
u2 uo=u1, 

(9) 

(10) 

ou ui est !'image de u par A(q;), ou q;: Et-> Eif est la projection qui oublie 
le i-eme facteur. Done u est un H-morphisme u: EH x Eu----> A verifiant 
u(g,g')·u(g',g")=u(g,g"). Le morphisme U: H---->A defini par U(h)= 
u(e, h), ou e est la section unite de H, est un 1-cocycle et l'on verifie 
immediatement que l'on obtient ainsi une bijection entre !'ensemble des 
donnees de descente sur x"' et !'ensemble des 1-cocycles de Ha valeurs 
dans A. L'assertion relative aux morphismes est aussi aisee a demontrer, 
ce qui prouve (ii). 

Proposition 6.1.2. Soit H un groupe d'un U-topos. On obtient une 
equivalence de categories 

Lien(RH)~ Oper(H, LIEN(X)} (1) 

en associant a tout lien L sur RH son image inverse L"' par wH: X ->RH, 
munie du morphisme H----> Aut(L"') defini par la donnee de descente 
naturelle sur L"', (6.1.1). 

Le but de (1) designe, conformement a (III 2.2.1), la categorie des liens 
L sur X munis d'un morphisme de groupes H----> Aut(L) Uaisant operer 
H sur L]. Par ailleurs si L est un lien sur RH et si L"'r designe !'image 
inverse de L"' par rH: RH-> X, on a, par transitivite de !'image inverse, 
un isomorphisme canonique L"' ~ L"'r"'. Done le lien L correspond a 
une donnee de descente sur L"'r"', laquelle correspond a un objet de 
Z1(H, Aut(L"'r)}. Or H opere trivialement sur Aut(L"'r), done un 1-cocycle 
est simplement un morphisme et la proposition est demontree. On notera 
que, comme il se doit, L"'r correspond au morphisme unite H----> Aut(L"'). 

6.1.3. Interpretant un groupe de RH comme un groupe de X sur lequel 
opere H, on en deduit que le lien sur RH represente par un groupe A de 
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BH est celui qui correspond au lien lien (A"') sur X, muni du morphisme 
compose 

H -Aut(A"')- Out(A"'), (1) 

ou Out(A"')= Aut(A"')/lnt(A"') est le groupe (de .X) des automorphismes 
du lien represente par A"'. Enfin, un groupe F de X muni d'un morphisme 
de groupes 

f: H -Out(F) (2) 

determine un lien F =(F,f) sur BH muni d'un isomorphisme f: F"' ~ 
lien(F); autrement dit, !'image inverse de F par le morphisme oubli 
w: X -BH est representee par F. 

Proposition 6.1.4. Soit -r: B - X une extension d'un U-topos X. Le 
foncteur 

-r*: Lien(X)- Lien(B) (1) 

qui, a un lien L sur X associe son image inverse par -r, est pleinement 
fidele. 

On peut localiser sur X. En effet, par construction, le foncteur (1) 
est l'effet sur les fibres en l'objet final d'un morphisme de champs 
sur X 

LIEN(X) - -r~h(LIEN(B)), (V 1.2.1 (1)), (2) 

et ii sufTit de voir que ce dernier est pleinement fidele, ce qui se voit fibre 
par fibre. On peut done supposer que B=BH(X), ou H est un groupe 
de X. Auquel cas, le foncteur (1) est celui qui, a un lien L sur X, associe le 
lien sur BH defini par (L, f: H - Aut(L)), ou fest le morphisme unite; 
d'ou la conclusion. 

Proposition 6.1.5. Soit v: G - H un morphisme de groupes d'un U
topos X. Le foncteur 

(1) 

qui, a un lien sur BH associe son image inverse par le morphisme de topos 
Bv: B6 -BH s'interprete grace a (6.2.2) comme le foncteur qui, a uncouple 
(L, f), ou Lest un lien sur X et f: H - Aut(L) un morphisme de groupes 
de X, associe le couple (L, f v). En particulier, ce foncteur est fide le. 

C'est un exercice sur les donnees de descente qui est laisse au lecteur. 
Par localisation, on en deduit que pour tout morphisme m: B - B' 
d'extensions de X, le foncteur image inverse de liens LIEN (B') - LIEN (B) 
est fidele. 
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6.2. La classe beH2 (X, L) attachee a une extension B d'un topos X 

6.2.1. La definition n'est pas difficile: a une extension r: B - X d'un 
U-topos X, on attache la classe de la gerbe G=M0Rx(X,B)0 ; celle-ci 
appartient a l'ensemble H 2 (X, L(B/X)} attache par (IV 3.1) au lien sur X 

L(B/X) (1) 

de la gerbe G, lequel est appele le lien de /'extension B/X. Puisque le 
foncteur image inverse de liens attache a r est pleinement fidele, pour 
connaitre L(B/X) a isomorphisme unique pres, ii suffit de connaitre 
son image inverse par r. Nous allons voir que celle-ci est representee 
par le groupe de B: 

A(B/X)= Aut(dB)0 (2) 

qui represente l'oppose du faisceau des automorphismes du morphisme 
diagonal dB: B- Bx xB. En effet, d'apres (5.2.4 (1)), l'image inverse de 
G est la gerbe MORB(B, Bx xB)0 et, d'apres (V 1.4.2), cette derniere est 
liee par l'image inverse de L(B/X). Puisque dB est un objet de 
MORB(B, Bx xB)0 , on a done un isomorphisme de liens sur B: 

r*(L(B/X)}~ Lien(A(B/X)}. (3) 

On notera que si B=Ba(X), ou Gest un groupe de X, le morphisme 
d8 correspond, par la propriete universelle du classifiant Ba, au torseur 
canonique Ea de Ba et l'on a done des isomorphismes de groupes de Ba 

(4) 

ou le dernier est le groupe de Ba obtenu en faisant operer G sur lui-meme 
par automorphismes interieurs. On notera que ce groupe n'est pas 
l'image inverse par r: B - X d'un groupe de G, car les operations de G 
sur Gint ne sont pas triviales (a moins que G ne soit abelien). Cependant, 
par passage aux liens, ces operations deviennent triviales et le lien 
L(Ba/X)=lien(Gi01) est bien l'image inverse par r de lien(G). 

6.2.2. Extensions abeliennes. On <lira qu'une extension r: B - X est 
abelienne si son lien L(B/X) l'est, ce qui revient a dire que le groupe 
A(B/X) l'est, ce qui revient a dire que, pour toute section w: X - B 
de B/X le groupe (de X) Aut(ro) est abelien. On sait qu'un lien abelien 
est essentiellement un groupe abelien (IV 1.2.3); par suite, si B est 
abelienne, l'isomorphisme (6.2.1 (3)) fournit un isomorphisme de groupes 
abeliens de B: 

r*(L(B/X)}~ A(B/X), (1) 
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d'ou un morphisme de groupes abeliens de X 

(2) 

qui est un isomorphisme car le foncteur -r* est pleinement fidele. 

6.2.3. Puisque A(B/X)0 est le groupe d'automorphismes de la section 
canonique de -r*(G), il permet, par la propriete universelle de B, de 
reconstruire, pour tout morphisme de topos f: X'----> X et tout X-mor
phisme de topos w: X'----> B, le faisceau des automorphismes dew (defini 
en localisant sur X'). Plus precisement, on a un isomorphisme canonique 
de groupes de X': 

w*(A(B/X)0)~ Autx,(w). (1) 

D'ou, par passage aux liens et grace a (6.2.1 (3)), un isomorphisme de liens 
sur X' 

f* (L(B/X))~ lien (Autx,(w)0). (2) 

D'apres (V 1.4.1), ce dernier est l'isomorphisme qui provient du fait que 
f*(L(B/X)) s'identifie au lien de }'image inverse f*(G). 

Proposition 6.2.4. Soient B et B' deux extensions d'un U-topos X 

et soit m: B----> B' un X-morphisme de topos. On a un morphisme de 
groupes de B 

A(m/X): A(B/X)----> m*(A(B'/X)). 

11 existe un unique morphisme de liens sur X 

L(m/X): L(B/X)----> L(B'/X) 

(1) 

(2) 

dont l'image inverse par -r: B----> X soit represente par (2). De plus, 
L(m/X) est le morphisme de liens qui lie le morphisme de gerbes 

MORx(X, B)0 ----> MORx(X, B')0 

induit par m: B---->B'. 

(3) 

Le morphisme m induit un B-morphisme de topos m': Bx xB----> 
B x xB' et la composition avec m' induit un morphisme de faisceaux de 
groupes sur B (4) 

Or la B-gerbe MORB(B, Bx xB') est l'image inverse par m de la B'-gerbe 
MORB,(B', B' x xB') (5.2.4) et la section m' dB est }'image inverse de la 
section canonique dB, de MORB,(B', B' x xB'). On a done un isomorphisme 
de groupes de B' 

AutB(m' dB)~m*(AutB,(dB,)) (5) 

et en composant (5) et (4), on trouve }'oppose du morphisme (1). 
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Nous pouvons maintenant decrire en termes de topos l'ensemble 
H2 (X, L) attache a un lien L sur un U-topos X. Bien entendu, une 
L-extension est une extension B munie d'un isomorphisme de liens 
b: L~ L(B/ X), et un L-morphisme de £-extensions est un morphisme 
de X-topos m: B---+ B' tel que L(m/X) soit l'identite de L. C'est toujours 
une equivalence, car un morphisme de gerbes qui induit un isomorphisme 
de liens est une equivalence, et on reconstruit m: B---+ B' a partir de 
l'equivalence de gerbes G (m): G (B)---+ G (B') qui lui est attachee. On 
<lira done L-equivalence pour L-morphisme. 

Theoreme 6.2.5. Soit L un U-lien sur un U-topos X. On a une 
bijection entre l'ensemble H 2 (X, L) et l'ensemble des classes a £-equi
valence pres de £-extensions de X. Pour que la classe de la £-extension 
B soit neutre ii faut et ii suffit que B soit triviale, c'est a dire admette 
une section. Si L=lien(G), ou Gest un groupe de X, pour que la classe 
d'une £-extension B soit la classe unite (IV 3.1.3) ii faut et ii suffit que B 
soit L-equivalente a BG(X). 

II n'y a plus rien a demontrer: la classe de la £-extension Best celle 
de la gerbe MORx(X, B). 

Corollaire 6.2.6. Soit A un groupe commutatif d'un U-topos X. On 
a une bijection entre l'ensemble sous-jacent au groupe H 2 (X, A) defini 
en algebre homologique, et l'ensemble des classes a A-equivalence pres 
d'extensions r: B---+ X de X munies d'un isomorphisme de groupes 
b: A~r*(A(B/X)). 

On utilise d'abord (IV 3.4.2) qui interprete H 2 (X, A) en termes de 
gerbes, puis le theoreme precedent, en tenant compte de (6.2.2) qui nous 
donne ici une description agreable du lien de B. Nous laissons au lecteur 
le soin d'expliciter la loi de groupe de H 2 (X, A) sachant qu'elle s'exprime 
en utilisant uniquement la fonctorialite de H 2 (X, A) par rapport a A, 
cf. (IV 3.3.2.1). 

Explicitons cette fonctorialite. 

Proposition 6.2.7. (Fonctorialite.) Soit u: F---+ G un morphisme de 
groupes abeliens de X et soit B (resp. B') une F-extension (resp. G
extension) du topos X. Pour que la classe de B' soit l'image de celle de B 
par le morphisme 

ii faut et ii suffit qu'il existe un X-morphisme de topos m: B---+ B' tel 
que le morphisme A(m/X) de (6.2.4) s'identifie a r*(u): r*(F)---+ r*(G) 
grace aux isomorphismes F ~ '* (A(B/X)) et G ~ r~ (A(B/X)). 
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En effet, d'apres (IV 3.1.4, 3.1.8), la condition de l'enonce signifie 
qu'il existe un morphisme de gerbes MORx(X, B)0 - MORx(X, B')0 

lie par u: F-G. 

Proposition 6.2.8. Soient f: X' - X un morphisme de U-topos et B 
une extension du topos X de lien L. Le produit fibre de topos Bx xX' 
(0 5), aussi note 

f*(B/X) OU f*(B) (1) 

existe et est une extension de X' de lienf*(L), dont la classe est l'image 
de celle de B par !'application 

de (V 1.5.2). 
H 2 (f, L): H 2 (X, L)- H 2 (X',f*(L)) (2) 

D'apres (5.2.2), le produit fibre existe, c'est une extension de X' et 
d'apres (5.2.4), la gerbe qui lui est associee est l'image inverse de celle 
attachee a B. D'ou la conclusion par (V 1.5.2). On rappelle que si 
L = lien (A) est defini par un groupe abelien A de X, !'application (2) 
est celle que l'on definit en algebre homologique (V 1.5.3). 

Proposition 6.2.9. Soit 

(1) 

une suite exacte de groupes d'un U-topos X et soit P un H-torseur, 
correspondant par la propriete universelle du classifiant BH a un 
X-morphisme wp: X -BH. On a un carre 2-cartesien de topos 

(2) 

ou K(P) est la gerbe des relevements a G du H-torseur P (IV 4.2.7.2). 

6.2.9.1. Soient T(G) et T(H) les gerbes de torseurs sous G et H. On 
a des morphismes de gerbes 

K ( P) ~ T( G) ---1J£L+ T( H) 
et un isomorphisme 

K(P): T(v)·k(P)~Po, 

(3) 

(4) 

ou Po: K(P)- T(H) est le compo!le de la projection K(P)- X et de la 
section de T(H) definie par P. Par les proprietes universelles des X-topos 
BK<PJ, BG et BH, les foncteurs k(P), T(v) et Po definissent des X-morphis
mes n, Bv et wp et l'isomorphisme (4) definit un isomorphisme de morphis
mes de X-topos qui rend commutatif le carre (2). De plus, la formation 
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de la gerbe K(P) commute aux changements de topos f: X' - X. Le carre 
(2) est done 2-cartesien, car une section de K(P) sur X s'interprete 
comme une section s de T(G) munie d'un isomorphisme T(v) · s-Po 
et l'on conclut par la propriete universelle des X-topos en jeu. 

Proposition 6.2.10. (Cobord.) Soit 

1 - F ~ G ...E_. H -1 (1) 

une suite exacte de groupes d'un U-topos X et soit F le lien sur B8 (X) 
correspondant par (6.1.2) au couple {lien (F), cp), ou 

cp: H -Aut{lien(F))= Out(F), (2) 

est le morphisme induit par les automorphismes interieurs de G. 

(i) L'extension Bv: BG - B8 du topos B8 (5.3.3) a pour lien F et definit 
done une classe 

(3) 

(ii) Pour tout H-torseur P, !'obstruction 

d(P)EH2 (X, L(P)), (IV 2.5.8), (4) 

a relever Pen un G-torseur est !'image inverse de /J par le morphisme de 
topos wp: X -B8 correspondant a P par la propriete universelle du 
classifiant B 8 . 

Par definition, d(P) est la classe de K(P), done (ii) resulte de (6.2.9) 
et de (6.2.8). Pour prouver (i), il suffit, d'apres (6.2.1), de trouver un 
isomorphisme de liens sur B8 : 

(5) 

Or B!(F) est, d'apres (6.1.5), le lien sur BG correspondant au lien lien(F) 
sur X muni du morphisme <P v: G-Out(F). Ce lien est represente par 
le groupe 

(6) 

de BG obtenu en faisant operer G par automorphismes interieurs sur 
le groupe F de X. 11 reste a trouver un isomorphisme de groupes de BG 

Or on a une suite exacte de groupes de BG: 

1-Aut8 H(id8 a)-Autx(id8 a)-Autx(Bv) 

(7) 

(8) 

qui, par la propriete universelle des classifiants BG et B8 et par definition 
de A(BGI B8 ) s'ecrit 

(9) 
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ou l'on a rajoute un 1 a droite pour rappeler que vest un epimorphisme. 
D'ou l'isomorphisme (7). 

6.2.11. En resume, la classe {J joue le role d'une classe universelle 
donnant par «pull-back» l'obstruction a relever P. On notera d'ailleurs 
que la classe {J elle-meme est l'obstruction a relever le H'-torseur canoni
que EH de BH en un G'-torseur. En effet, {J est la classe de la gerbe 
MORBH(BH, BG)0 et, puisque le morphisme identique de BH correspond 
au torseur canonique, cette gerbe est equivalente a la gerbe des releve
ments du H'-torseur EH. 

§ 7. Extensions de groupes dans un topos 

Nous donnons ici un analogue non commutatif de la suite exacte 
pour les extensions de groupes a noyau abelien. Celle-ci etant bien 
connue [ cf. par exemple l'expose 9 du Seminaire Heidelberg-Strasbourg, 
Groupes algebriques lineaires, cite [GAL]], nous nous contentons de 
l'etablir rapidement dans (7.1) pour qu'elle serve de guide aux calculs de 
(7.3). Quant a ceux-ci, on peut deviner d'apres ce qui precede qu'ils 
reposent sur le fait qu'a une extension de groupes 

d'un topos X on associe laclasse cEH2 (BH, F)de l'extension Bv: B 6 -+BH 
du topos BH, cf. (6.2.10) et 7.3. On verra que la neutralite de celle-ci est 
necessaire et suffisante pour qu'il existe un F-torseur P sur X tel que 
l'extension obtenue en tordant ( *) par P soit un produit semi-direct. Par 
la propriete universelle des classifiants B6 et BH, cette condition signifie 
egalement que le foncteur extension du groupe structural 

Tors(X, G)-+ Tors(X, H), 

admet une section, ce qui implique que tout H-torseur se releve en un 
G-torseur. 

7.1. Une suite exacte pour Jes extensions de groupes a noyau abelien 

Pour la plupart des demonstrations, nous renvoyons a [GAL]. 

Proposition 7.1.1. Soit H un groupe d'un U-topos X. II existe un 
anneau _qz'[H] de X et un morphisme 

17: H -+_qz'[H] (1) 
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qui representent le foncteur qui, a toute Algebre A de X, associe !'ensemble 
des morphismes f: H-+ A entre les ob jets de X sous-jacents qui verifient 

f(g g') = f(g)f(g') et f(l)= 1. (2) 

On dit que _qz'[HJ est l'Algebre du groupe H; c'est en effet une _qr_ 
Algebre, ou ,qr designe, par abus de notations, l'Anneau de X qui repre
sente le faisceau associe au prefaisceau constant _qr_ Par la propriete 
universelle de ,qz'[HJ, on a un morphisme appele augmentation 

(3) 

tel que e '7: H-+ _qr soit le morphisme constant defini par 1. On definit 
un Ideal I [HJ, appele Ideal d'augmentation par !'exactitude de la suite 
de _qz'[H]-Modules 

0 -+ I [ HJ ~ ,qr [ HJ ~ ,qr -+ 0. (4) 

Par definition de ,qz'[HJ, on a un isomorphisme 

(5) 

entre la categorie des _qz'[HJ-Modules de X et celle des groupes abeliens 
de X sur lesquels H opere, laquelle s'interprete comme la categorie 
(Batb des groupes abeliens du topos Ba(X) des H-objets de X. Un 
objet de l'une des categories de (5) s'appelle un H-Module. Pour tout 
H-Module A, on note 

Crois(H, A) (6) 

!'ensemble des morphismes f: H-+ A entre les objets de X sous-jacents 
a H et A qui verifient 

f(g g')= f(g)+g ·f(g'); (7) 

un tel f s'appelle un morphisme croise de H dans A. Le morphisme croise 

K: H-+I[HJ, K(g)=g-e, (8) 

ou e est la section unite de H, induit pour tout H-module A un isomor
phisme 

Homa(I[HJ, A)~ Crois(H, A), ft----> f K. (9) 

7.1.2. Soit H un groupe d'un U-topos X et A un H-module. On note 
Ext (H, A) !'ensemble des classes d'equivalence de suites exactes de groupes 
deX 

(1) 

ou Aw designe le groupe abelien de X sous-jacent a A, telles que les opera
tions de H sur Aw definies par les automorphismes interieurs de E 
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soient celles definies par A. La relation d'equivalence est definie comme 
dans le cas des extensions de groupes ordinaires et l'on munit Ext(H, A) 
d'une loi de groupe abelien par le procede de Baer. D'apres [GAL], 
on obtient un isomorphisme de groupes abeliens 

Exti1HJ(J[H], A)~ Ext(H, A) 

en associant a la classe d'une extension de H-Modules 

o-A-E-I[H]-o 

le morphisme evident entre les produits semi-directs: 

m: E-H-I[H]·H 

(2) 

(3) 

(4) 

puis le morphisme n: B - H qui se deduit de m par le changement de 
base q: H -I[H] · H, q(h)=(h-e, h). 

Proposition 7.1.3. Soit Hun groupe d'un U-topos X. On a un isomor
phisme canonique de c5-foncteurs definis sur(BHtb a valeurs dans (U -ab) 

(1) 

Ce sont tous deux des c5-foncteurs exacts et universels [17] 2.2. 11 
suffit done de trouver un isomorphisme en degre zero qui sera 

Hom.2'(HJ(.2', A)~H0(BH, A), JH f(l). (2) 

Un element de la source de(2) est un morphisme de H-Modulesf: .2' -A; 
il est done connu lorsque l'on connait f(l) qui est une section de A"' 
invariante par H, car H opere trivialement sur .2', done une section de 
l'objet A de BH. 11 est immediat que l'on obtient ainsi une bijection. 

Proposition 7.1.4. Soit H un groupe d'un U-topos X et soit 

w*: (BHtb-xab (ou encore A--A"') (1) 

le foncteur «oubli des operations de H», induit par le morphisme de 
topos 

(2) 

(i) On a un isomorphisme de c5-foncteurs 

(3) 

(ii) Par les isomorphismes (3) et (7.1.3 (1)), le morphisme de c5-foncteurs 

e(i>: Extk1H1(.2',A)-Extk1HJ(.2'[H],A), i~O, (4) 
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induit par l'augmentation e: _q'[H]----+_q' s'identifie au morphisme 

(5) 

induit par le morphisme de topos w: X -+Bu. 

Puisque le foncteur w* est exact, le <5-foncteur H*(X, A"') est exact. 
Montrons qu'il est effa~able, ce qui prouvera qu'il est universel. 11 suffit 
pour cela de prouver que w* transforme injectifs en injectifs et pour 
cela il suffit de noter que le foncteur extension des scalaires suivant 
_qr----+ ,q'[H], 

(6) 

est un adjoint a gauche de w* et est exact. Les deux <5-foncteurs de (3) 
etant universels, on prouve (i) en definissant un isomorphisme en degre 
zero, ce qui est immediat: on associe a un H-morphisme f: _qr [ HJ ----+ A 
sa valeur sur l'element unite de l'Anneau ,q'[H]. 11 suffit maintenant de 
verifier la seconde assertion en degre 0, ce qui revient a noter que i:<0> 

est l'application naturelle 

H 0 (X, A6 )----+H0 (X, A). (7) 

7.1.5. La suite exacte des Ext attachee a la suite exacte de _q'[H]
Modules (7.1.1 (4)) s'ecrit, grace aux trois propositions precedentes: 

0----+H0 (Bu, A)~H0 (X, A"')~Crois(H, A)=i 

LH1(Bu, A)~H1 (X, A"')~ Ext(H, A) d<>> 

11 reste a expliciter, sans utiliser la theorie des Ext~1u1(·, ·), les mor
phismes 1<0> et 1<1> attaches au morphisme 1: J[H]----+,q'[H], et les opera
teurs cobord d< 1> et d< 2 >. Tout d'abord, on a facilement 

1<0>(a) (h)=h · a-a, (1) 

et, d'apres [GAL, exp. 9, prop. 3.3], on sait que 1<1> s'obtient en associant 
a la classe d'un A"'-torseur P sur X l'extension de H par A obtenue de 
la maniere suivante. On considere le produit semi-direct 

(2) 
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defini a l'aide des operations de H sur Aw. Par automorphismes interieurs, 
le Groupe A opere sur chacun des Groupes figurant dans (2), les mor
phismes etant compatibles avec ces operations. Les operations de Aw 
sur lui-meme et sur H sont triviales; en tordant par P la suite exacte (2), 
on trouve done une extension de H par Aw et l'on verifie que les opera
tions de H sur Aw qu'elle definit sont celles de A. C'est l'image par ,<1J 
de la classe de P. 

Soit maintenant u: H -Aun morphisme croise. Son image par d< 1 l 

est la classe du A-torseur P de Bn obtenu en faisant operer H sur le 
Aw-torseur trivial (Aw)d de X par la formule (h, a)H u(h) h(a). La 
demonstration est laissee au lecteur. On notera que l'exactitude en 
H 1(Bn, A) de la suite ci-dessus fournit ainsi }'interpretation habituelle 
en termes de cocycles «galoisiens» de la categorie des A-torseurs Pde 
Bn tels que pw soit trivial. Enfin, on demontre que l'image par d<2J de la 
classe d'une extension 

est celle de l'extension Bv: BE-BH du topos Bn. 

7.2. Extensions d'un groupe H et extensions du topos Bn 

Dans tout ce numero, nous fixons un U-topos X et un Groupe H 
deX. 

7.2.1. Nous avons vu qu'a toute suite exacte 

1 - F ~ G ~ H - 1 (e) 

de groupes de X, on associe une extension Bv: Ba-Bn du topos Bn 
(5.3.3) et un Bn-morphisme de topos wa: X -Ba, ou X est considere 
comme un Bn-topos grace au morphisme wn: X -Bn. On peut d'ailleurs 
reconstituer la suite exacte (e) grace a l'extension Ba/Bn et au morphisme 
wa. En effet, par les proprietes universelles des topos Ba et Bn, on a des 
isomorphismes G0 '.::!:'. Autx(wa) et H 0 '.::!:'.AUtx(wn) qui identifient v: G-H 
au morphisme Autx(wa)0 -Autx(wn)° induit par Bv: Ba-Bn· 

Inversement, etant donnes une extension r: B-Bn du topos Bn 
et un Bn-morphisme a: X - B, on a une suite de morphismes de groupes 
deX 

1-F~G~H (1) 

ou Fest defini comme le noyau de vet ou vest le morphisme Autx(a)0 -

Autx(wn)0 induit par r: B-Bn. Or le 2-produit fibre B'=BxBHX est 
une extension de X (5.2.2) et a definit une section a': X - B' de B'/X. 
Par la propriete universelle de B', on a un isomorphisme F '.::!:'. Autx(a')0 , 
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et par suite, une X-equivalence B',:::,BF. En resume, le couple (B, a) 
donne naissance a un carre 2-cartesien de topos 

tel que i wF soit isomorphe a a. 

Proposition 7.2.2. Soient r: B-B8 une extension du topos B8 et 
soit a-: X -Bun B8 -morphisme. 

(i) Le morphisme Autx(o-) ~ Autx(w8 ) est un epimorphisme. 
(ii) Posant G=Autx(a)0 , on a une B8 -equivalence r: BG-Bet un 

isomorphisme de Bwmorphisme de topos rwG=:::.a. 

Autrement dit, le couple (B, a-) determine une extension du groupe H 
qui permet de reconstituer (B, a). 

Prouvons que le morphisme v: G - H est un epimorphisme. Les 
constructions ci-dessus etant stables par localisation sur X, il suffira 
de prouver que toute section hEH0 (X, H) provient localement d'une 
section de G, ou encore que v- 1 (h), qui est un pseudo-torseur sous F 
car la suite (7.2.1 (1)) est exacte, est en fait un torseur. Or la section h 
de H determine un morphisme de Bwtopos 

qui, puisque X s'interprete comme Bn/EH' s'interprete comme le mor
phisme de B8 -topos 

attache a la fleche r,: E8 -E8 definie par la translation a droite par h. 
Par definition de v: G-H comme le morphisme induit par r: B-B8 , 

et par definition de la gerbe MORBH(B8 , B), on a done un isomorphisme 

v- 1 (h) ~ lsom~(i wF, i wp), 

ou le second designe le faisceau (sur X ou sur Bn/EH' au choix) des iso
morphismes entre les objets i wF et i Wp de la gerbe MORBH(B8 , B) qui 
se projettent sur la fleche r,. Par definition d'une gerbe, ce faisceau est 
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un torseur sous Aut°'H(iwF), ce qui prouve que v- 1 (h) est un torseur; 
done v est un epimorphisme, ce qui prouve (i). 

Nous allons maintenant decrire un BH-morphisme 

r: BG----->B. 

Son foncteur image inverse est simplement 

ou, pour tout hEOb(B), r*(b) est l'objet de BG obtenu en munissant 
l'objet (i wF)* (b) de X des operations naturelles de G= Autx(i wF)0 . 

Pour voir que r* est un foncteur image inverse, il suffit prouver que le 
compose wt · r* en est un; or, par construction, ce dernier est egal a 
(i · wF)*. Puisque le morphisme v: G--->H est le morphisme 

Autx(i wF)0 ---> Autx(wH)0 

induit par T, il est clair que Tr est isomorphe a Bv: BG-----> BH, et done 
que rest un Bwmorphisme. Par ailleurs, puisque v: G--->H est un epi
morphisme, Bv: BG-----> BH est une extension de BH; pour prouver que r 
est une equivalence, il suffit de prouver qu'il induit un isomorphisme 
sur les liens. Puisque le foncteur image inverse de liens attache a 
wH: X ----->BH est conservatif, il suffit de prouver que l'image inverse par 
wH du morphisme de liens qui lie r est un isomorphisme. Cette image 
inverse est le morphisme qui lie le morphisme de X-topos r': BF---+BF 
qui se deduit de r: BG-----> B par le changement de base wH. Or il est im
mediat que r' est isomorphe a l'identite de BF. Nous avons done trouve 
une RH-equivalence r: BG-----> Bet prouve (7.2.2). 

Corollaire 7.2.3. Soient X un U-topos, 0: B'-----> X une extension de X 
et T: B-----> B' une extension de B; al ors le compose 0 -r: B-----> X fait de B 
une extension de X. 

D'apres (5.3.1), on peut localiser sur X. On peut done supposer que 
0: B'-----> X est triviale, done de la forme TH: BH-----> X ou H est un groupe 
deX. Si, de plus, l'image inverse par wH: X ---+BHde !'extension -r: B----->BH 
est triviale, nous venons de voir que B est X-equivalente a BG ou G est 
un groupe de X, done est une extension de X. Si (X;) est une famille 
d'objets de X qui trivialise !'extension w1,_(B/BH), le morphisme compose 
B;~BH,~X1x,, qui se deduit de THT par le changement de base 
X1x,-----> X, admettra une section et l'hypothese supplementaire sera 
verifiee, d'ou la conclusion. 

Corollaire 7.2.4. Soit v: G---> H un morphisme de groupes d'un 
U-topos X. Pour que Bv: BG-----> BH soit une extension du topos BH il 
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faut et ii suffit que v soit un epimorphisme. Soit v: G - H un morphisme 
de gerbes sur X. Pour que B.: B6 - BH soit une extension du topos BH 
ii faut et ii suffit que v soit lie par un epimorphisme de liens, c'est-a-dire 
soit localement surjectif sur les objets et sur les fleches. 

La seconde assertion resulte de la premiere car en localisant sur X, 
on peut supposer que v est le foncteur extension du groupe structural 

TORS(X, G)-TORS(X, H) 

attache a un morphisme convenable v: G-H de groupes de X. Si 
v: G - H est un epimorphisme, Ba est une extension de B H d'apres 
(5.3.3). Inversement, si Ba est une extension de BH, le morphisme v est 
un epimorphisme d'apres (7.2.2). 

Pour terminer, notons que les couples (B, s), ou B est une extension 
du topos BH et ou s: X -Best un BH-morphisme forment naturellement 
une 2-categorie dont les objets de Hom((B, s), (B', s')) soot les BH-mor
phismes t: B - B' munis d'un isomorphisme de B wmorphismes i: ts - s'. 
En fait cette 2-categorie «est» une categorie, autrement <lit, etant donnes 
deux elements (t, i) et (t', i') de Hom ((B, s), (B', s')), l'ensemble I= 
Hom((t, i), (t', i')) est reduit a un seul element qui est necessairement 
un isomorphisme. En effet, un element de I est un BH-isomorphisme 
u: t ____::-__. t' tel que i' · (u * s) = i; or cette relation determine u * s, done 
aussi u, car le foncteur image inverse s* est fidele et conservatif puisqu'il 
s'interprete comme le foncteur wa: Ba - X, [ oubli des operations de G], 
pour un groupe G convenable (7.2.2). 

Theoreme 7.2.5. La categorie dont les objets soot les epimorphismes 
de Groupes v: G - H de but H est equivalente a la categorie dont les 
objets soot les couples (B, s), ou B est une extension du topos BH et 
s: X -Bun BH-morphisme de topos. 

II est clair qu'un diagramme commutatif 

de groupes de X determine un morphisme (Ba, id00a,): (Ba, wa) -
(Ba,, wa,). Compte tenu de (7.2.2) et des remarques qui precedent l'enonce, 
ii reste a prouver que, etant donnes deux epimorphismes G ~ H ~ G', 
un B H-morphisme de topos t: Ba - Ba, et un isomorphisme de B H
topos i: t wa ____::-__. wa,, ii existe un H-morphisme de groupes a: G - G' 
et un isomorphisme de BH-morphismes j: B0 ____::-__. t tels que i · U * wa)= 
id00a,· Par les proprietes universelles de Ba, Ba, et BH, le Bwmorphisme 
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t s'interprete comme un G' -torseur Q de B6 muni d'un G-G' -morphisme 
p: Q----+ H, ou G et G' operent respectivement sur H par v et les transla
tions a gauche et par v' et les translations a droite. L'isomorphisme i 
s'interprete comme une trivialisation du G' -torseur Q qui permet de 
definir sa structure de G-objet a gauche a l'aide d'un morphisme de 
groupes a: G----+G'. Entin, la condition que i soit un Bn-morphisme 
signifie que l'image par p: Q----+ H de la section marquee de Q est la section 
unite de H, ce qui implique que le compose v' a est egal a V. On a done 
trouve un H-morphisme a: G----+ G' et la conclusion en resulte immediate
ment. 

7.3. Extensions d'un groupe H par un lien F sur Bn 

Dans tout ce numero, nous fixons un U-topos X et un groupe H 
deX. 

7.3.1. A une suite exacte 

l----+F----+G----+H----+l 

de groupes de X on associe le lien sur Bn(X), note 

F(e), 

(E) 

(1) 

qui correspond par (6.1.2) au lien lien(F) sur X muni du morphisme 

<p(e): H----+ Out(F) (2) 

induit par les automorphismes interieurs de G. Etant donne un lien F 
sur Bn, on appelle extension de H par F une suite exacte telle que (e) 
munie d'un isomorphisme de liens sur Bn 

F ( E) ~ F . (3) 

Un isomorphisme de suites exactes 

l----+F----+G----+H----+1 (e) 

al bl I lidH (4) 

1----+ F'----+ G'----+ H----+ 1 (e') 

induit un isomorphisme de liens sur Bn 

F(e)~ F(e'), (5) 

caracterise d'apres (6.1.2) par la condition que son image inverse par 
wn: X -+Rn soit lien(a); en effet, lien(a) est compatible avec les opera
tions de H sur lien(F) et lien(F'). Un isomorphisme d'extensions de H 
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par un lien F sur Bu sera un isomorphisme tel que (4) sur les suites exactes 
sous-jacentes tel que (5) s'identifie au morphisme identique de F. On 
prendra garde que, si F = F' et si F = F (i;) = F (i;'), la condition ci-dessus 
signifie que a est un automorphisme interieur de F, et non pas l'identite 
de F. Mais localement, il existe une section f de F telle que a= Int (f) 
et, en composant avec (4) l'automorphisme interieur de G definit par 
J- 1, on trouve une section du faisceau I des isomorphismes entre (i;) 
et (i;') qui induisent l'identite sur F et H. Par suite I est un torseur sous le 
Groupe A des automorphismes de G qui induisent l'identite sur F et H; 
autrement dit, etant donne un isomorphisme (4) tel que F = F' et F (i;) = 
F (i;'), r obstruction a r existence d'un isomorphisme induisant l'identite sur 
F et H est une classe cEH1(X, A). Pour conclure sur ce point, notons que 
l'on a une bijection entre A et !'ensemble des homomorphismes croises 
r: G--+ F dont la restriction a F est le morphisme unite, obtenue en 
attachant a un aEA le morphisme defini par r(g)=a(g)g- 1 . 

Definition 7.3.2. Soit Fun lien sur Bu. On note 

Ext(H, F) (1) 

!'ensemble des classes a isomorphisme pres d'extensions de H par F. 
On dit qu'une classe est neutre si !'extension correspondante admet 
une section. 

7.3.2.1. Une condition evidemment necessaire pour que Ext(H, F) 
soit non vide est que l'image inverse wJHF)= F"' de F par le morphisme 
de topos wu: X -+Bu soit representable (par un groupe de X (IV 1.2.1)), 
autrement dit que F soit le lien obtenu en munissant un groupe F de X 
d'un morphisme de groupes H--+ Out(F), (6.1.2). En effet, etant donnee 
une extension (i;), le groupe F de X est un representant de wJi(F). Cette 
condition n'est pas suffisante. Ainsi, lorsque X = U-ens, elle est toujours 
satisfaite mais, d'apres Eilenberg et Mac-Lane, il existe une classe 
c E H 3 (Bu, C), ou C est le centre de F, dont la nullite est necessaire et 
suffisante pour que (1) soit non vide et, de plus, toute classe cEH3 (Bu, C) 
s'obtient ainsi. 

7.3.2.2. Si F est le lien sur Bu represente par un groupe F* de Bu 
(c'est-a-dire un groupe F de X muni d'operations de H), on a dans 
Ext(H, F) une classe privilegiee appelee classe unite, qui est celle du 
produit croise, lequel est le groupe de X 

G=F·H 

obtenu en munissant l'objet F x H de X de la loi 

(f, h) (f', h') = (f. hf', h h'). 

(2) 

(3) 
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Cette classe unite est evidemment neutre. On note alors 

Ext(H, F*) 
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(4) 

l'ensemble pointe obtenu en munissant Ext(H, F) de sa classe unite. On 
peut alors definir une suite exacte a huit termes analogue a celle de (7.1.5), 
(cf. (7.3.7)). Si l'on ne suppose plus que le lien F soit representable, les 
termes Hi(Bu, F*), i=O, 1, de cette suite n'ont plus de sens; mais, pour 
i = 2 ils en ont un et l'on a encore une suite exacte formee des trois 
termes de plus haut degre de la suite (7.3.7), cf. (7.3.4), (7.3.5) et (7.3.6). 
Enfin, si l'on part d'une extension non necessairement triviale, on a une 
suite exacte a quatre termes obtenue en accolant (7.3.4.1 (1)) et (7.3.3 (1)). 

7.3.3. Soit a nouveau F un lien sur Bu et soit F'0 son image inverse 
par wu: X -+Bu. On a des applications 

(1) 

ou w<2> est induite par le morphisme de topos wu, et ou d associe a la 
classe d'une extension (e, <p) 

(e) 

<p: F(e)-+ F, la classe de !'extension Bv: BG-+Bu de Bu, qui, d'apres 
(6.2.10 (i)), a pour lien F(e), que l'on identifie a F grace a <p. Nous devons 
verifier que deux extensions isomorphes determinent la meme classe 
dans H2 (Bu, F). Avec les notations de (7.3.1 (4)), on a un morphisme 
de Bu-topos 

qui est une equivalence car b est un isomorphisme, et nous devons 
verifier qu'il est lie par le morphisme identique de F. Or l'isomorphisme 
a: F-+ F' est compatible avec les operations de G sur F definies par les 
automorphismes interieurs et celles de G sur F' definies de meme grace 
a b. C'est done un isomorphisme de groupes de BG 

(4) 

d'apres le calcul de ces derniers (6.2.10 (7)). De plus, le morphisme (4) 
est le morphisme A(Bb/Bu) induit par le morphisme de Bu-topos 
Bb: BG-+ BG'. Puisque le couple (b, a) est un morphisme d'extensions de 
H par F, le morphisme lien (a) est le morphisme identique de Fro, d'ou 
ii resulte par (6.2.4) que Bb est lie par l'identite de F. Le procede ci-dessus 
definit done bien une application d comme dans (7.3.3 (1)). 

Etudions d'abord la relation d'equivalence definie par d dans 
Ext(H, F). 
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Proposition 7.3.4. Soit F un lien sur BH et soit (e, <p) une extension 
de H par F, notee 

1-+F ~G~H-+ l, (e) 

<p: F-:'.....+ F(e). Soit (e', <p') une extension de H par F. Pour que l'image 
par d: Ext(H, F)-+H2 (BH, F) de la classe de (e', <p') soit la meme que 
celle de (e, <p) ii faut et ii sufTit qu'il existe un F-torseur P de X tel que 
(e', <p') s'obtienne en tordant (e, <p) par P. 

7.3.4.1. Soit P un F-torseur de X. Par automorphismes interieurs, 
F opere sur les groupes F, Get H et ii opere trivialement sur H. En tordant 
par P chacun des termes de (e), on obtient done une suite exacte de groupes 

1-Pp~PG~H-1. 

De plus, le lien Fte) de cette extension est defini par les operations de 
PG sur lientF)~Plien(F), lesquelles sont celles deduites par fonctoria
lite de la torsion de celle de G sur F. Par suite, on a un isomorphisme de 
liens sur BH: Fte)~PF(e). Or F opere trivialement sur F(e), d'ou un 
isomorphisme canonique F(e)~PF(e), qui fait de (Pe) une extension de 
H par F(e). De plus, par fonctorialite en P des objets tordus Pp, PG et H, 
la classe de (Pe) ne depend que de celle du F-torseur Pet l'on a done une 
application 

1: H 1(X,F)-+Ext(X, F) (1) 

attachee a l'extension (e, <p). L'enonce signifie que son image est l'ensemble 
des xEExt(H, F) dont l'image par d est celle de la classe (e, <p). 

7.3.4.2. Notons maintenant que (Pe) s'interprete comme l'extension 
associee par (7.2.2) au couple (B6 , Bu· wp), ou wp: X-+ BF est le mor
phisme de topos attache a P. En effet, la suite (Pe) s'interprete comme 
la suite des morphismes 

A utF(P)-+ A ut6 (P ~ G)-+ A utH(P ~ H) 

ou les fleches sont celles qu'induisent les foncteurs extension du groupe 
structural 

TORS (X, F)-+ TORS (X, G)-+ TORS (X, H). 

Or, par les proprietes universelles des classifiants de F, G et H, ces 
foncteurs s'interpretent comme les foncteurs induits par Bu et Bv 

et les torseurs P, P ~ G et P ~ H = H s'interpretent comme les morphis
mes Wp, Bu. Wp et Bvu. Wp=WH, d'ou la conclusion. 
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7.3.4.3. II est maintenant aise de prouver la proposition. En effet, 
si (e', q>') s'obtient en tordant (s, <p) par un F-torseur P, sa classe dans 
H 2 (BH, F) est, d'apres ce qui precede, celle de l'extension BG/BH qui est 
celle de (s, <p). Reciproquement, si les deux extensions ont meme classe, 
la seconde correspond par (7.2.2) a un BH-morphisme s: X ~ BG, qui, 
du fait que BF est le produit fibre BG x BHX est de la forme s=Bu · t, ou 
t: X ~BF est un X-morphisme, done il existe un F-torseur P tel que t 
soit isomorphe a Wp et l'extension (s') se deduit de (s) en la tordant par P. 

Corollaire 7.3.5. Sous les conditions de (7.3.4), pour que }'image par 
d de la classe (s, <p) soit neutre, il faut et il suffit qu'il existe un F-torseur P 

tel que l'extension obtenue en tordant (s, <p) par P soit triviale c'est a 
dire un produit semi-direct. [Lorsque ces conditions sont satisfaites, 
(7.3.7.1 (i)) donne une condition pour que (s, <p) soit triviale.J 

La condition est suffisante, car, si Pest un F-torseur, les extensions 
(s,<p) et ts,P<p) ont la meme classe dans H2(BH, F) d'apres (7.3.4) et, si 
s: H ~PG est une section de (Ps), on a une section du Bs: BH~BPG du 
BH-topos BpG qui n'est autre que BG, d'apres ce qu'on a vu. Inversement, 
si !'extension ·r: B~BH attachee a (s, <p) admet une sections: BH~B, 
on a une extension de H (7.2.2): 

qui admet evidemment une section, done est un produit semi-direct. 
Sa classe dans H 2 (BH, F) est celle de B/BH, done celle de d(s, <p), done 
la nouvelle extension se deduit de la precedente par torsion d'apres 
(7.3.4). 

Proposition 7.3.6. Soit F un lien sur BH et soient 

(1) 

lesapplications de(7.3.3 (1)). Pour qu'uneclasse xEH2 (BH, F) appartienne 
a l'image de d, il faut et il suffit que son image par w< 2> soit neutre. 

Ceci resulte immediatement de la proposition (7.2.2). 

7.3.7. Le cas d'un produit croise. Comme annonce au debut de (7.3), 
voici l'analogue complet de (7.1.5). Soit F* un Groupe de BH, dont le 
Groupe de X sous-jacent est note F et soit f: H ~ Aut(F) le morphisme 
sous-jacent. Soit F le lien sur BH represente par F*, qui correspond par 
(6.1.3) au couple (Lien(F), <p), ou <p: H ~ Out(F) est induit par f On a 
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une suite de morphismes d'ensembles pointes 

1-+H0 (Ba, F*)~H0 (X, F)~ Crois(H, F) 7 
LH1 (Ba, F*)~H1 (X, F)~ Ext(H, F*)=:4::=J 

LH2 (Ba, F*)~H2 (X, F) 

ou Crois(H, F) est !'ensemble des morphismes u: H -+F d'objets de X 
qui verifient 

u(h h') = u(h) · hu(h'), (1) 

(on note (h, x)Hhx Jes operations de H sur F*), ou !'on a pose 

(2) 

ou d< 1> est !'application qui, a un morphisme croise a: H -+F, associe la 
classe du F*-torseur P* de Ba obtenu en faisant operer H sur le F-torseur 
trivial Fa par 

(h, x)Ha(h) · hx, (3) 

ou I est !'application (7.3.4.1 (1)) obtenue en associant a la classe d'un 
F-torseur P celle de !'extension obtenue en tordant par P !'extension 
du produit croise 

(e) 

ou d est !'application de (7.3.3 (1)) et ou w(i>, i=O, 1, 2, est !'application 
induite par le morphisme de topos wa: X -+Ba. 

Proposition 7.3.7.1. Sous Jes conditions de (7.3.7), on a: 
(i) Si !'on omet le morphisme w(2), la suite ci-dessus est une suite 

exacte d'ensembles marques, (7.3.7.2). 

(ii) Soit xEH2 (Ba, F*). Pour que x appartienne a !'image de d ii 
faut et ii suffit que w<2>(x) soit neutre. Pour que w<2 >(x) soit la classe 
unite ii faut et ii suffit qu'il existe une extension de H par F de classe x 
et de noyau F. 

(iii) Soit (e', <p') une extension de H par F notee 

Pour que !'image par d de la classe de (e', <p') soit neutre ii faut et ii suffit 
qu'il existe un F'-torseur P tel que !'extension obtenue en tordant (e', <p') 
par P soit triviale. 
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7.3.7.2. Un ensemble marque est un ensemble X muni d'une partie X'; 
si la partie n'a qu'un seul element, on <lit ensemble pointe. Une suite de 
morphismes d'ensembles marques X ~ Y ~ Z est <lite exacte si 
Im(u)=v- 1 (Z'). On notera que les ensembles de classes neutres de 
Ext(H, F*) et de H 2 (Bn, F*) peuvent posseder plus d'un element. 

7.3.7.3. La premiere assertion de (ii) resulte de (7.3.6) et la seconde 
de (7.2.2). L'assertion (iii) repete (7.3.5). Par ailleurs, il est immediat que 
w<0 ) est un morphisme de groupes dont !'image inverse par ,<0 ) du mor
phisme croise unite. 

Exactitude en crois(H, F). Soit a: H ~Fun morphisme croise. Un iso
morphisme P(a) ~ F/ entre le F*-torseur P(a) defini par (7.3.7 (3)) 
et le F*-torseur trivial est un isomorphisme entre les F-torseurs sous
jacents qui est compatible avec les operations de H, autrement <lit, une 
translation a gauche par un bEH0 (X, F) qui verifie, pour toute section h 
de H et toute section x de F 

ce qui signifie que ,<0 >(b)=a. 

Exactitude en H 1(Bn, F*). Par construction, le compose w< 1) · d< 1> 

a pour image la classe unite. Inversement, un pEH1 (Bn, F*) dont !'image 
par w<l) est la classe unite est represente par un F*-torseur P dont le 
F-torseur sous-jacent est le torseur trivial Fd. On definit un morphisme 
a: H ~F d'objets de X par 

a(h)=h(e), 

ou (h, x) r-+ h (x) note les operations de H sur P. 11 est immediat que a 
est un morphisme croise et que les operations de H sur P sont donnees 
par (7.3.7 (3)), done d< 1>(a)=p. 

On retrouve ainsi !'interpretation classique en termes de cocycles 
de la categorie des F*-torseurs dont le F-torseur sous-jacent est trivial. 

Exactitude en H 1(X, F). Puisque G=F · H est un produit semi-direct, 
on a une equivalence de Bn-topos B6 ~BF*(Bn)- On a done un carre 
2-cartesien de topos 

Soit Pun F-torseur de X. D'apres (7.3.4.2), !'extension obtenue en tordant 
par P le produit semi-direct est celle qui correspond par (7.2.2) au 
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Ba-morphisme u · wp: X ~BF*(Ba)- D'apres, (7.2.5), pour que cette 
extension soit triviale, il faut et il suffit qu'il existe une section s: Ba~ 
BF*(Ba) telle que s. Wa soit isomorphe au. OJp, ce qui, par les proprietes 
universelles de BF*(Ba) et de BF, signifie que P est l'image inverse par 
wa d'un F*-torseur de Ba, d'ou la conclusion. 

Exactitude en Ext(H, F). Elle resulte de (7.3.4), qui, de plus, decrit 
la relations d'equivalence definie par d dans Ext (H, F). C.Q.F.D. 

7.4. Extensions de groupes et cohomologie des groupes discrets 

Nous supposons maintenant que X = U-ens. Soit H un groupe. 
D'apres (6.1.2), un lien F sur le topos Ba(U-ens) des H-ensembles a 
gauche s'interprete comme un lien sur U-ens [c'est-a-dire un groupe F] 
muni d'un morphisme de groupes H ~ Out (F) = Aut (F)/Int (F). Dire 
que F est representable par un groupe de Ba signifie que le morphisme 
H ~ Out (F) provient d'un morphisme H ~ Aut (F). On notera qu'ici, 
si deux liens F et F' sur Ba sont isomorphes, les groupes F et F' sous
jacents le sont aussi. II en resulte que !'ensemble Ext(H, F) coincide 
avec !'ensemble des extensions de H par le «kernel» F defini par Eilen
berg et Mac Lane dans [8]. En effet, deux extensions qui sont isomorphes 
au sens de (7.2.1) sont equivalentes au sens habituel d'apres (7.3.1), car 
tout torseur de U-ens est trivial. Puisque toute famille couvrante de 
U-ens admet une section, toute gerbe sur U-ens est triviale et !'application 

(1) 

de (7.3.3 (1)) est ici bijective et induit une bijection sur les ensembles de 
classes neutres d'apres (7.3.4, 7.3.5 et 7.3.6). On retrouve done en partie 
les resultats d'Eilenberg et Mac Lane, puisque l'on sait d'apres (IV 3.3.3) 
que H 2 (Ba, F) est un pseudo-torseur sous le groupe H 2 (Ba, C), ou C 
est le centre de F, et qu'il existe une classe cEH3 (Ba, C) dont la nullite 
est necessaire et suffisante pour que H 2 (Ba, F) soit non vide, (IV 2.3). 
Cependant, nous ne retrouvons pas le resultat de Eilenberg et Mac Lane 
qui assure que toute classe cEH3(Ba, C) s'obtient ainsi. D'apres (IV 3.6.4), 
lorsque Fest abelien, !'application (1) est celle de [8]. 

Par ailleurs, a l'occasion d'un probleme sur la dimension cohomologi
que d'un groupe de Galois, T. Springer [29] a defini un ensemble 
H 2 (Ba, F) comme !'ensemble des classes d'extensions de H par F et en 
a etudie le formalisme (dans le cas profini). On voit par ce qui precede 
que la definition du H 2 en termes de gerbes (ou d'extensions du topos Ba) 
redonne, dans ce cas, la theorie de Springer, a ceci pres qu'un passage 
a la limite serait necessaire pour etudier comme lui le cas d'un groupe 
profini. 
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§ 8. Extensions de groupes topologiques 

8.1. Pour appliquer ce qui precede a l'etude des extensions de groupes 
topologiques, nous considererons, comme en (V 3.3.1.3), la categorie 
des espaces topologiques appartenant a un univers U. En la munissant 
de la topologie la moins fine pour laquelle sont couvrantes les familles 
surjectives (Xi--> X) de morphismes etales on en fait un site, qui est un 
V-site pour tout univers V auquel U appartient, et que l'on note Top. 
C'est un site standard et le foncteur habituel 

,,.__,, 
Top-> Top, X """X, (1) 

qui, a un espace topologique X, associe le foncteur qu'il represente, est 
pleinement fidele. Soient F et H deux groupes topologiques. Pour toute 
extension de faisceaux de groupes 

(2) 

le faisceau E' est representable: en effet, puisque v' est un epimorphisme 
de faisceaux, il admet localement sur H une section, done, localement 
sur H, le faisceau E' est representable; par recollement, il est done 
representable. La suite exacte (1) est done representable par une suite 
de morphismes de groupes topologiques 

(3) 

qui est exacte au sens suivant: Fest le noyau de v, (done est ferme si H 
est separe), H est le groupe topologique quotient E/F et vest unefibration 

localement triviale. On <lira que (3) est une extension de groupes topologi

ques (de H par F). Inversement, une telle extension represente une 
extension de faisceaux de groupes et nous sommes done conduits a 
etudier les extensions dans le topos Top. On notera que nous nous 
limitons aux extensions (3) telles que v soit localement triviale afin que 
le morphisme represente par v soit un epimorphisme de faisceaux; 
cette condition est automatiquement satisfaite lorsque F est un groupe 
de Lie et que H est localement compact. Supposons maintenant que F 

soit localement compact. Le faisceau Aut(F) des automorphismes du 
faisceau Fest alors represente par le groupe Aut(F) des automorphismes 
(bicontinus) de F, muni de la topologie la moins fine pour laquelle sont 
ouverts les ensembles {gEAut(Fpg(C)cU,g- 1 (C)cU}, ou C est un 
compact de F et U un ouvert de F. En particulier, si F est commutatif, 

les operations du faisceau H sur le faisceau F attachees a !'extension (2), 
correspondent done a un morphisme de groupes topologiques r: H--> 
Aut(F) qui est un premier invariant de !'extension consideree. Si r est 
fixe, les classes d'extensions de H par F (au sens des faisceaux ou des 
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groupes topologiques, c'est la meme chose) forment un groupe note 

Ext(H, F, r) ou meme Ext(H, F), car il en est ainsi dans le topos Top 
(cf.§ 7). 

Proposition 8.2. Soit H un groupe topologique separe, soit F un 
groupe topologique commutatif localement compact et soit r: H---+ 
Aut(F) un morphisme de groupes topologiques. Le groupe Ext(H, F, r) 
des r-extensions de H par Fest isomorphe au groupe H 2 (B8 (Top), (F, r)), 

ou B8 (Top) est le topos classifiant de l'objet groupe H de Top represente 
par H et ou (F, r) est l'objet-groupe de ce topos classifiant represente 
par F et r. 

D'apres (7.3.7), on a une suite exacte 

H 1 (Top, F)---+ Ext(H, F, r)---+ H 2 (B8 (Top), (F, r))---+ H 2 (Top, F), (1) 

et d'apres (V. 3.3.2), les termes extremes de cette suite sont nuls puisque, 
pour tout espace topologique X, le groupe H\Top1x, F) est isomorphe 
au groupe de cohomologie habituel Hi(X, F'), ou F' est le faisceau des 
germes d'applications continues de X dans F. D'ou la conclusion. 

8.3. D'apres (7.3), nous sommes en mesure de traiter de facon analogue 
le cas non commutatif. Une extension telle que (8.1 (3) ou (2)) definit 
un morphisme de faisceaux de groupes 

s: H---+ Out(F) (1) 

ou Out(F) est le faisceau quotient Aut(F)/F, autrement <lit, (F, s) est 
un lien sur le topos classifiant B8 (Top), (6.1). D'apres (7.3.3 (1)), on a une 
application 2 

Ext(H, F, s)---+H (B8 (Top), (F, s)). (2) 

Comme plus haut, H 2 (Top, F) est reduit a son element unite car toute 
gerbe sur Top a une section puisque tout morphisme couvrant l'objet 

,.....__, 
final de Top admet une section; d'apres (7.3.6), l'application (2) est done 
surjective. D'apres (7.3.4), pour que les classes de deux extensions aient 
meme image par (2), il faut et ii suffit que ces extensions se deduisent 
l'une de l'autre par torsion par un F-torseur de (Top), lequel est neces
sairement trivial, done (2) est bijective. De plus, d'apres (7.3.5), la bijec
tion (2) identifie !'ensemble H 2 (B8 (Top), (F, s))' des classes neutres a 
l'ensemble Ext(H, F, s)' des classes des extensions qui sont des produits 
semi-directs comme extensions de faisceaux. Puisque le foncteur Top-+ 

Top est pleinement fidele et commute aux produits, de telles extensions 
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sont aussi des produits semi-directs au sens topologique. Pour utiliser 
les resultats du chapitre IV concernant cet ensemble de cohomologie, 
il nous faut introduire le centre du lien(F, s), qui n'est autre que le centre 
Z du faisceau F, muni du morphisme de faisceaux r: H ---+ A ut (Z) defini 
pars. Si Pest localement compact, son centre Z l'est aussi, il represente 
Z et le morphisme r est represente par un morphisme de groupes topo
logiques r: H---+ Aut(Z). D'apres (IV 3.3.3 et VI 2.3), on a done ce qui suit. 

Theoreme 8.4. Soit P un groupe topologique localement compact, 
soit H un groupe topologique et soit s: H---+ Out(F) un morphisme de 
faisceaux de groupes sur Top. Soit Z le centre de Pet soit r: H---+ Aut(Z) 
le morphisme de groupes topologiques induit par s. 

(i) On a une bijection Ext(H, P, s) ~ H 2 (Bu(Top), (F, s)). 
(ii) Il existe une classe cEH3 (Bu(Top), (Z, r)) dont la nullite est 

necessaire et suffisante pour que Ext(H, P, s) soit non vide. 
(iii) si c=0, l'ensemble Ext(H, P, s) est un torseur sous H 2 (Bu(Top), 

(Z, r)). 

8.5. Pour etudier l'ensemble Ext(H, P, s)' des classes des extensions 
qui sont des produits semi-directs, il convient d'introduire le lien 

lnt(F)= F/Z (1) 

• 
sur Bu(Top) et d'appliquer (IV 3.2.4 et 3.2.6). On peut egalement proceder 
autrement et noter que cet ensemble est un quotient de l'ensemble 
(eventuellement vide) des r: H---+Aut(F) qui relevent s: H---+Out(F), 
par une relation d'equivalence que nous laissons au lecteur le soin 
d'expliciter; bien entendu, ces morphismes r sont representables puisque 
Aut(F) l'est, puisque Pest localement compact. 

8.6. Pour etudier les extensions d'un groupe topologique par un 
groupe de Lie P, on peut done se limiter au cas ou P est un groupe de Lie 
commutatif sur lequel un groupe topologique H opere continument 
grace a un morphisme r: H---+Aut(P). En introduisant la composante 
neutre P0 de P, on a une suite exacte de faisceaux sur Bu(Top) 

(1) 

qui donne une suite exacte de cohomologie qui reduit le probleme au 
cas ou Pest connexe; on a de plus une suite exacte 

~ 

0 ---+ n 1 ( po) ---+ po ---+ po ---+ 0 (2) 

ou F° est le revetement universel de P 0 , c'est a dire un espace vectoriel 
reel. L'analyse que nous avons faite reduit done le probleme a l'etude 
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des groupes H;(BH(Top), F), lorsque F est discret ou bien un espace 
vectoriel reel. En particulier, on a evidemment l'enonce suivant 

Proposition 8.6.1. Si H;(BH(Top), F°) =0, i = 2, 3, on a une suite 
exacte 

H 1(BH, F/F0 )--4 H 3 (BH, n1 (F0))--4 Ext(H, F) 

--4 H 2 (BH, F/F0 )--4 H 4 (BH, n 1 (F0 )), 

ou BH est mis pour BH(Top). 

(3) 

8.6.2. En effet, la suite exacte (2) donne un morphisme Hi(BH, F 0)--4 
Hi+ 1(BH, n1(F0 )), qui est bijectif pour i=2 et injectif pour i= 3 en vertu 
de l'hypothese, et il suffit de tenir compte de ce fait en ecrivant la suite 
exacte de cohomologie attachee a (1). Lorsque H est compact, on a 
meme une suite exacte infinie, en vertu de la proposition (8.6.4). 

8.6.3. Pour etudier les Hi(BH, F), nous utiliserons la suite spectrale 
de descente liee au morphisme final EH--4 e du topos classifiant BH, 
analogue formellement a la suite spectrale liant la cohomologie d'un 
recouvrement a celle de l'espace [SGA 4]. Son aboutissement est 
H*(BH, F) et le terme E~· q est le p-eme groupe de cohomologie du 
complexe simplicial 

(4) 

obtenu par passage a la cohomologie a partir du complexe simplicial 
d'objets de BH(Top) 

(5) 

Pour q = 0, le complexe (4) n'est autre que le complexe de cochaines 
continues (homogenes) de Ha valeurs dans F; si l'on note 

(6) 

ses groupes de cohomologie, on a des edges-morphisms 

(7) 

Proposition 8.6.4. Supposons que F soit un espace vectoriel reel. 
Si H est localement compact et denombrable a l'infini, les morphismes 
(7) sont des isomorphismes. Si H est compact, on a H;(BH, F)=O, i~ 1. 

8.6.5. Pour tout groupe topologique F sur lequel H opere contim1-
ment, on a des isomorphismes 

(8) 
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ou le dernier terme ecrit est la cohomologie habituelle du faisceau F' 
des germes d'applications continues de H" dans F. En effet, le second 
isomorphisme est construit dans (V 3.3.2) et le premier est induit par 
!'equivalence de categories 

Top IH"---+ BalEJ/ 1 (9) 

obtenue par passage aux topos induits a partir de !'equivalence de 
categories 

f*: Top---+BalEa, f*(X)=Ea x X', (6.1.1.1), (10) 

et de l'isomorphisme entre objets de Ba(Top) 

i;: f*(H")---+E'l/ 1, i;(e,h1, ... ,hn)=(e,eh1 ,eh1 h2 , ••• ,eh1 .•• hn). (11) 

Puisque H est localement compact et denombrable a l'infini, ii en est 
de meme de H", n~O, lequel est done paracompact; le faisceau F' 
figurant dans (7) est done, mou et les groupes (7) sont nuls pour i>O, 
ce qui prouve que la suite spectrale degenere et prouve la premiere 
assertion du theoreme. Si H est compact, le complexe des cochaines 
homogenes a valeurs dans l'espace vectoriel F est homotopiquement 
trivial, comme on voit en attachant a la n-cochaine f la (n - 1 )-cochaine 
f'(g1, ... ,gn)= Jf(g1, ... ,gn,g)dg obtenue en integrant f par rapport 

H 

a la derniere variable pour la mesure de Haar norm,Iisee de H. On 
retrouve ainsi le fait bien connu que toute extension d'un groupe com
pact par un espace vectoriel reel est triviale. D'apres Hochschild (1950), 
on sait que si H est un groupe de Lie semi-simple, connexe et simplement 
connexe, les Hi(Ba, F) sont encore nuls pour i = 1, 2 lorsque F est un 
espace vectoriel reel, ce qui permet dans ce cas encore d'appliquer une 
variante de la proposition (8.6.1). Mais ce resultat n'est pas valable 
pour tout groupe de Lie comme on voit en divisant par son centre le 
groupe des matrices carrees d'ordre 3 strictement triangulaires. 

Proposition 8.7. Soit H un groupe topologique et soit p: Ea---+ Ba 
un espace classifiant pour H. Pour tout groupe discret F muni d'opera
tions continues de H, on a des isomorphismes canoniques 

(1) 

Par la construction de Milnor, on sait que H admet un espace 
classifiant qui est contractile, la fibration p etant localement triviale. 
Cette seconde propriete se traduit dans notre langage par le fait que 
Ea/Ba est un torseur de Top, ce qui, par la propriete universellc du 
topos classifiant, fournit un morphisme de topos u: Topi Ba---+Ba dont 



458 Chapitre VIII. Extension d'un topos 

le foncteur image inverse est 

(2) 

qui donne naissance, pour tout faisceau de groupes abeliens F sur 
Ba(Top), a des morphismes 

(3) 

11 suffit de prouver que (3) est un isomorphisme si F est discret, car 
d'apres (V 3.3.2) le second,membre de (3) est egal a celui de (1). Par 
definition meme de u, l'image par u* du morphisme final Ea - e est le 
morphisme p: Ea - Ba et l'on a done un morphisme entre les deux 
suites spectrales de descente (cf. 8.6.3 (4)), dont l'aboutissement est (3) 
et qui est induit par le morphisme de complexes 

Hq(Ba(Top)IE8+ 1, F)-Hq(Topl E~/1, u*(F)), n~O. (4) 

D'apres (8.6.5 (8)), le premier terme s'identifie a Hq(TopjHn, F) grace 
a !'equivalence de categories (8.6.5 (9)); or le compose de (8.6.5 (9)) et 
de (2) est evidemment le foncteur 

(5) 

ou Ea x X, qui est un objet au dessus de Ea x Hn, est considere comme 
un objet au dessus de E8+ 1 grace a l'isomorphisme u*(e), (8.6.5 (11)). 
Le compose de (4) et du premier morphisme de (8.6.5 (8)) est done le 
morphisme 

ou p: Ea x Hn - Hn est la seconde projection. Si F est discret, c'est un 
isomorphisme, puisque Ea est contractile et que la cohomologie du 
site Top est Ia cohomologie habituelle, d'ou la conclusion. 
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p.162 
b(p),(peH1 (A), beH0 (B), A sous-groupe 

de B) III, 3.3.3, p. 162 
p-q,(peH1 (A), qeH'(B), A central dans B) 

III, 3.4.4, p. 166 
c(q),(qeH1(B), ceH0 (C), C=B/A, A cen

tral) III, 3.4.4.2, p. 166 

H!(E, A) III, 3.5.4, p.169 
H 1(S; A), (A non abelien, S Camille 

couvrante) III, 3.6.1, p. 171 
Ci(S; A), Ci(S; A), Hi(S;A),(A abelien) 

III, 3.6. 7, p. 175 
H1 (E/S, At III, 3.6.2, p. 172 
Z1 (G, A), H1 (G, A) III, 3.7.1, p.178 

Chapitre IV 

lnt(G) IV, 1.1.2 (1), p. 184 
Hex(F, G), lsex(F, G), Autex(F) 

IV, 1.1.3, p. 185 
Hex(F, G), Isex(F, G), Autex(F) IV, 1.1.4, 

p.185 
LI(E)(S), (categorie) IV, 1.1.4 (1), p. 185 
Ll(E), (champ) IV, 1.1.5 (1), p. 185 
LIEN(E), (champ des liens) IV, 1.1.6, 

p.186 
Lien (E), (categorie des liens) IV, 1.1.6, 

p.186 
lien(E): FAGRSC(E)---+ LIEN(E) 

IV, 1.1.5 (5), p. 186 
lien(E): Fagr(E)---+ Lien (E) IV, 1.1.6 (2), 

p. 186 
L0 IV, 1.2.5, p. 193 
L x M, (produit de liens) IV, 1.4.1.1, 

p.198 
(a, b): X---+ L x M IV, 1.4.1 (2), p. 198 
axb: LxM---+ExM' IV, 1.4.1(3),p.198 
inji: Li-+ 0 Li IV, 1.4.2 (1), p. 199 
a+b: L x M---+N IV, 1.4.3 (1), p.199 
(C., c.), (Centralisateur de u: L---+M) 

IV, 1.5.1.1, p. 199 
r.:C.---+M IV,1.5.2(2),p.200 
( CL, cL), (centre d'un lien L) IV, 1.5.3.1, 

p.202 
L ~ M, (produit contracte de liens) 

IV, 1.6.1, p. 204 
Hom.(P, Q), Hom.(P, Q), HOM.(P, Q), 

(Pet Q des gerbes) IV, 2.3.1, p. 217 

P ~ Q, (produit contracte de gerbes) 
IV, 2.4.1, p. 229 

HOML (P, Q) IV, 2.3.2 (3), p. 219 
K., K(s) IV, 2.5.1, p. 237 
k(s), K(s), K(i): K(s)---+ K(t) IV, 2.5.2, 

p.237 
u(s): L(s)---+M IV, 2.5.5, p. 239 
L(i): L(s)---+ L(t) IV, 2.5.5.2, p. 240 
H2 (L), H 2 (L)', (L un lien) IV, 3.1.1, p. 247 
H 2 (A), H 2 (A)', (Aun faisceau de groupes) 

IV, 3.1.3, p. 247 
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p~q, H 2 (L)~H2 (M) IV, 3.1.4, 
p.248 

Rep(L), Rep(L), REP(L), (L un lien) 
IV, 3.2.l, p. 252 

lnt(L), (L un lien) IV, 3.2.2, p. 252 
rLEH 2{1nt(L)), (L un lien) IV, 3.2.3, 

p.253 
H 2 (A) (Aun faisceau abelien) IV, 3.3.2, 

p.256 
x p, (xEH2 ( C), pEH2 (L), C centre de L) 

IV, 3.3.3, p. 257 
(q:p), (u: L-+M, pEH2 (L), qEH2 (M)) 

u 

IV, 3.3.8, p. 259 
Noy(v), Noy(v), NOY(v), (v morphisme de 

liens) IV, 4.1.2, p. 274 
AutM (L), (LE Noy(v)) IV, 4.1.4 (i), p. 275 
O(v), O(v)', (v: M-+N epimorphisme de 

liens) IV, 4.2.3, p. 280 
O(b), O(b)',(1-+A~B------L., C_____.l) 

IV, 4.2.4, p. 280 
H1(C)~ 0(b)~H2 (B) IV, 4.2.7.2, 

p.282 
s(X): S(X)----->lien(A), (X un A-espace 

homogene) IV, 5.1.3, p. 294 
c(X)EH2 (S(X)) IV, 5.1.4, p. 294 

Chapitre V 
Rif*(A), i=O, l V, 2.1, p. 319 
Br(X) V, 4.4, p. 342 

Chapitre VI 
c(L)EH3 (C), (Cle centre d'un lien L) 

VI, 2.3, p. 363 
ML(C) VI, 2.7, p. 365 

Chapitre VIII 

Mors(X, Y), (X et Y des S-topos) 
VIII, 0 (2), p. 392 

MOR8 (X, Y), (X et Y des S-topos) 
VIII, 3.5, p. 409 

BG(X), 'G, EG, WG VIII, 4.1, p. 411 
G;n, VIII, 4.2, p. 412 
BG(X), 'G, (G une gerbe) VIII, 5.1.l, 

p.417 
A(B/X), L(B/X) VIII, 6.2.l, p. 432 
A(m/X), L(m/X) VIII, 6.2.4, p. 433 
Ext(H, F), (Fun lien sur BH) VIII, 7.3.2, 

p.446 
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Action d'un lien sur un champ IV, 2.1.4, 
p.209 

Adjoint d'un E-foncteur I, 1.11.2, p. 30 
Algebre d'Azumaya V, 4.1, p. 341 

Banalisation d'une algebre d'Azumaya 
V, 4.1, p. 341 

- d'un fibre de Severi-Brauer V, 4.8, 
p.344 

Bicouvrant (E-foncteur) II, 1.4.1, p. 72 
Bicouvrante (fleche de E) 0, 3.5, p. 12 
Bitorseur III, 1.5.1, p. 121 

Cartesien (foncteur) I, 1.1.1, p. 19 
- (morphisme) I, 1.0.1, p. 18 
Cartesienne (section) I, 1.1.5, p. 20 
Categorie fibree I, 1.0.2, p. 18 
- scindee I, 1.0.3, p. 18 
- scindee libre I, 2.4.3, p. 39 
Centralisateur d'un morphisme de liens 

IV, 1.5.1, p. 199 
Centre d'un lien IV, 1.5.3, p. 201 
Champ II, 1.2.1, p. 67 
- associe it une categorie fibree II, 2.1.1, 

p.76 
- de groupoides II, 1.2.1.3, p. 67 
- de topos VIII, 2.1, p. 400 
- des faisceaux d'ensembles II, 3.4.7, 

p.99 
- des faisceaux de groupes II, 3.4.12, 

p.102 
- scinde associe it une categorie fibree 

II, 2.2.3, p. 79 
- - des faisceaux II, 3.4.1, p. 94 
Classe neutre dans H 2 (L) IV, 3.1.1.2, 

p.247 
- - - O(v) IV, 4.2.3, p. 280 

unite dans H 1 (A) III, 2.4.2, p. 148 
- unite dans H 2 (A) IV, 3.1.3, p. 247 
- unite dans O(b) IV, 4.2.4, p. 280 
Cobord (premier) III, 3.1.3, p. 158 
- (seconds) IV, 4.2.7.2, p. 282 

Cobord itere IV, 3.4.5, p. 263 
Cocycle attache it un torseur III, 3.6.3, 

3.7.1, 3.7.5, pp. 172, 178, 181 
- - it une gerbe IV, 3.5.1, p. 264 
Complete (categorie fibree) II, 1.2.1, p. 67 
Crible 0, 1.1, p. 4 
- engendre par une famille 0, 1.1.2, p. 4 
- de F-i-descente II, 1.1.1, p. 64 
- - universelle II, 1.1.2, p. 65 

2-adjoint d'un 2-foncteur I, 2.2.2, p. 34 
2-cartesien (carre) VIII, 0.5, p. 396 
2-categorie I, 1.8.1, p. 26 
2-foncteur I, 2.2.1, p. 33 
2-produit fibre VIII, 0.5, p. 396 

Disjointe (somme directe) 0, 2.6.2, p. 8 

Ensemble marque VIII, 7.3.7.2, p.451 
- pointe III, 2.4.1, p. 148 
Epimorphisme effectif universe! 0, 2.6.2, 

p.8 
Equivalence de categories fibrees 

I, 1.5.2.1, p. 23 
- de S-topos VIII, 0.6, p. 397 
Extension it E d'une E-categorie fibree 

I, 3.2.2, p. 54 
- d'un groupe d'un topos par un lien 

VIII, 7.3.1, p. 445 
- d'un topos VIII, 5.3.2, p. 426 

Factorisation canonique d'un champ 
III, 2.1.5, p. 131 

Faisceau 0, 2.1, p. 6 
- de categories I, 1.9.3.1, p. 27 
- des S-automorphismes dans un champ 

II, 3.5.2, p. 104 
- sur un objet de E II, 3.4.7, p. 99 
Famille couvrante 0, 1.4, p. 5 
- quarrable II, 1.1.1.2, p. 64 
Fibre d'un champ en un point d'un topos 

III, 2.1.5.8, p. 134 
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Fibre d'un foncteur, d'une categorie fibree 

I, 1.0.1, p. 18 
Fibre de Severi-Brauer V, 4.8, p. 344 
Fine (topologie plus ou moins) 0, 1.3, p. 5 
Foncteur conservatif 0, 3.8.1, p. 14 
E-foncteur couvrant II, 1.4.1, p. 72 
F oncteur discret I, 1.1 .4 ( c ), p. 20 
- fibre d'un topos 0, 3.13, p. 17 
- i-fidele, (i=0, 1, 2) I, 1.5.1.1, p. 23 

Generateurs topologiques d'un topos 
0, 1.6.1, p. 6 

Gerbe III, 2.1.1, p. 129 
- abelienne IV, 2.2.3.4, p. 214 
- des morphismes lies IV, 2.3.2, p. 218 
- des relevements d'une section 

IV, 2.5.4.1, p. 239 
- des representants d'un lien IV, 3.2.1, 

p.252 
- engendree III, 2.1.3.2, p. 130 
Groupe adjoint d'un torseur III, 1.4.8, 

p.120 
- de Brauer d'un topos annele V, 4.4, 

p. 342 
- de Mac-Lane d'un lien VI, 2.7, p. 365 

Image directe de champs II, 3.1.5, p. 83 
- - de faisceaux 0, 3.3, p. 11 
- - de gerbes I.I, 3.1.5, p. 83 
- inverse de champs II, 3.2.1, p. 84 
- - de faisceaux 0, 3.3, p. 11 
- - de gerbes V, 1.4.2, p. 314 
- - de liens V, 1.2.2, p. 305 
- - de morphismes de champs 

II, 3.2.1.2, p. 85 

Lien IV, 1.1.6, p. 186 
- abelien IV, 1.2.3, p. 192 
- d'un espace homogene IV, 5.1.3, 

p.294 
- d'une extension de topos VIII, 6.2.1, 

p.432 
- d'une gerbe IV, 2.2.2, p. 212 
- unite IV, 1.2.4, p. 192 
Limite inductive universelle 0, 2.6.2, p. 8 

Morphisme de categories scindees 
I, 1.1.2, p. 19 

- de champs II, 1.2.1, p. 67 
- - de topos VIII, 3.1, p. 407 
- de gerbes III, 2.1.1.4, p. 129 
- - liees IV, 2.2.3.1, p. 213 

Morphisme de liens (central, injectif, 
normal, surjectif) IV, 1.2.6, p. 193 

- de sites 0, 3.3, p. 10 
- de topos 0, 3.4.2, VIII, 0.1, pp. 12, 393 
- de morphisme de champs II, 1.2.1, 

p.67 
- - de topos VIII, 0.1, p. 393 

Objet a operateurs III, 1.1.2, p. 106 
- tordu III, 2.3.3, p. 142 
Operations adjointes (sur un objet tordu) 

III, 2.3.2, p. 142 
Oppose d'un bitorseur III, 1.5.5, p. 122 
- d'un lien IV, 1.2.5, p. 192 
Ouvert d'un topos 0, 3.10, p. 16 

Point d'un topos 0, 3.13, p. 17 
Prechamp, categorie fibree precomplete 

II, 1.2.1, p. 67 
Prefaisceau 0, 2.1, p. 6 
- des S-morphismes I, 2.6.3.1, p. 50 
Pretopologie 0, 1.5, p. 5 
Produit contracte de gerbes IV, 2.4.1.1, 

p.230 
- - de liens IV, 1.6.1, p. 204 
- - d'objets a operateurs III, 1.3.1, 

p.114 
Pseudo-torseur III, 1.1.5, p. 107 

Quasi-inverse d'un E-foncteur I, 1.5.2.1, 
p.23 

Raffinement 0, 1.2, p. 4 
Realisable (lien) IV, 3.1.1, p. 247 
Representable (lien) IV, 1.2.1, p. 191 
Representant d'un lien IV, 1.2.1, p. 191 
Restriction d'un topos a un objet du dit 

VIII, 1.7, p. 400 

Scindage I, 1.0.3, p. 18 
Site 0, 2.1, p. 6 
- standard 0, 2.5.2, p. 7 
- a objets constants III, 3.7.2, p. 179 
Sous-gerbe maximale III; 2.1.3, p. 130 
Sous-topos 0, 2.11.1, p. 9 
Strict (objet initial) 0, 2.6.2, p. 8 
Strictement pleine (sous-categorie) 

0, 2.10.1, p. 9 
Suite exacte de liens IV, 4.1.1, p. 273 

Topologie 0, 1.2, p. 4 
- canonique, discrete, grossiere 0, 2.3.1, 

p.6 
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Topologie engendree par une pretopologie 
0, 1.5, p. 5 

- de la F-descente, (Fun champ) 
II, 1.1.3, p.65 

- induite 0, 3.1.2, p. 10 
- - sur E 0, 3.5, p. 12 
Topos classifiant d'un faisceau de groupes 

VIII, 4.1, p. 411 
- - d'une gerbe VIII, 5.1.1, p. 417 
- residue! 0, 3.11.1, p.16 
Torseur III, 1.4.1, 1.4.2, pp.117, 118 

Torseur d'un topos III, 1.4.1, p. 117 
- sur un site III, 1.7.1, p. 126 
- sur un objet de E III, 1.7.3.1, p. 128 
- trivial III, 1.4.2, p. 118 
Transgression V, 3.2.1, p. 330 

U-categorie I, 1.7.1, p. 25 
U-faisceau 0, 2.1, p. 6 
LI-petite (categorie) I, 1.7.1, p. 25 
U-site 0, 1.6, p. 5 
U-topos 0, 2.6.1, p. 8 
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